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《奥赛 经 典 》 丛 书 是 我 社 十 几 年 来 畅销 不 衰 的 品牌 图 书 ， 在 读者 中 享有 盛 


学 会 科学 的 解 题 方 法 ， 总 结 正确 的 解 题 规律 ， 可 以 起 到 举一反三 、 事 半 功 
倍 的 效果 。“ 解 题 金 钥匙 系列 ”主要 针对 各 学 科 奥林匹克 竞赛 中 常用 的 解 题 技 
巧 ， 归 纳 、 总 结 具有 代表 性 的 解 题 方法 。 学 会 运用 这 些 解 题 方法 ， 不 但 能 帮助 
你 在 奥林匹克 初赛 和 复赛 中 一 展 身手 ， 更 能 帮助 你 在 中 考 和 高 考 中 实现 自己 的 
梦想 ! 


作者 全 部 为 各 学 科 奥 林 匹 克 国 际 竞赛 金牌 选手 教练 ， 他 们 培养 的 选手 屡次 


在 国内 和 国际 大 赛 中 获得 奖牌 ， 这 套 系列 图 书 是 他 们 多 年 心血 的 结晶 和 经 验 的 
总 结 。 


以 “学 会 科学 的 解 题 方法 ， 总 结 正 确 的 解 题 规律 ”为 宗旨 ， 以 新 教学 大 纲 


上 为 指导 ， 以 “突出 方法 讲解 、 培 养 解 题 技 能 、 拓 展 创新 思维 ”为 重点 ， 各 学 科 


按照 新 教材 的 全 部 知识 点 和 联赛 的 测试 范围 分 初中 部 分 和 高 中 部 分 编写 。 


和 学习 目标 一 以 简短 的 篇 幅 介 绍 本 节 要 学 习 了 哪些 内 容 ， 达 到 什么 目标 。 
解 题 钥匙 一 列举 几 个 经 典 、 新 颖 的 例题 ， 解 析 并 归纳 解 题 的 方法 和 技巧 。 
解 题 尝试 一 相似 题 型 实战 演练 ， 附 答案 。 
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解 题 金 钥匙 系列 


月 好 


第 一 篇 ” 泪 备 精 民 “ 兵 胡 一 一 熟练 活用 几 种 重要 方法 


第 1 章 探索 法 (2) 
1. 探索 常 从 熟悉 的 地 方 开 始 (2) 
2. 探索 常 从 简单 的 情形 人 和 手 ppp (4) 
3, 探索 常 从 考虑 极端 情形 着 手 Ne (6) 
4. 探索 常 从 不 断 减 小 目标 差 着 手 pp nt (9) 
5. 探索 可 从 政变 形式 着 牌 ee (11) 
三. 探索 可 从 变更 问题 着 手 Js pn (13) 
7. 探索 可 从 类 比 着 手 … 人 ns (15) 
8. 探索 可 从 美学 角度 考虑 ee (17) 
9. 探索 须 充分 利用 已 有 信息 .pp (20) 
10. 探索 也 可 以 尝试 “跟着 感觉 走 ” (21) 
第 2 音 化 归 法 nn (26) 
] . 横 同 化 归 or (26) 
2. 纵向 化 归 和 nt (29) 
3. 同 同化 着 (31) 
4. 族 同 和 化 内 (33) 
第 3 章 ”转换 法 和 (39) 
] . 命题 转换 a (39) 
9 模型 转换 a (43) 
3. 变换 转 摘 和 pe (48) 
4. 映射 转换 (49) 
5. 领域 转换 站 ppp (51 ) 
6. 思维 转换 en (54) 
第 4 音 ”构造 法 (57) 
1. 构造 欲求 数学 对 象 py (57) 
2. 构造 辅助 元 素 
3. 构造 辅助 图 形 … 
4. 构造 数学 模型 nn 
5. 构造 实际 例子 pp 
6. 构造 原理 中 介 、 下 RN 


Ee 


尾 溢 卫 豆 


全 如 可。 妾 凑 记 汪 秒 亩 多 〇 


2 以 数 助 形 【和 (77) 
3。 数 形 互 助 … (82) 
第 6 章 设想 法 (89) 
] . 目标 认可 设想 es (89) 
2 问题 特定 设想 ts (95) 
第 7 章 反 证 法 att (103) 
1. 用 于 证 明和 否定 形式 的 问题 pp (103) 
2， 用 于 证 明 “ 至 多 ”“ 至 少 ” 形 式 的 问题 tt (105) 
3. 用 于 证 明 涉 及 “无 限 ” 的 问题 (106) 
4. 用 于 证 明 * 存 在 ”“ 惟 -一 ”等 形式 的 问题 (107) 
5， 用 于 证 明 不 宜 直 接 证 明 的 问题 NM (110) 
第 8 童 数学 归纳 法 (115) 
1. 应 用 于 不 等 式 的 证 明 pp ee (115) 
2. 应 用 于 数列 问题 的 证 明 pp (119) 
3. 应 用 于 几何 问题 和 的 证 明 Ne (121) 
4. 应 用 于 数论 问题 的 证 肯 PN (123) 
5. 应 用 于 集合 问题 的 证 明 pp (124) 
6. 应 用 于 组 合 问 题 的 证 上 明 ee (126) 
第 9 章 图 论 方 法 (130) 
1. 注意 图 的 基本 概念 的 运用 Ne (135) 
2 注意 图 的 基本 性 质 的 灵活 运用 es (137) 
第 二 篇 ”懂得 诸 子 “ 兵 法 "一 一 会 寻 善 析 几 类 题 型 思路 
第 10 章 集合 问题 的 求解 思路 《143) 
]. 抓 住 对 集合 概念 的 理解 nn (143) 
2. 于 确 应 用 集合 的 子 、 交 、 并 、 补 、 差 的 运算 法 则 ee (144) 
3. 注意 特殊 子 集 的 存在 ,计算 及 构造 (145) 
4. 重视 对 应 原理 的 运用 RN (146) 
5. 注意 集合 的 划分 与 覆盖 性 质 的 运用 ee (147) 
第 11 章 等 式 问题 的 求解 思路 (152) 
1. 适当 恋 形 或 梅 造 (152) 
2 进行 代 换 (155) 
3. 引信 辅助 命题 (158) 
4. 从 多 个 方面 考虑 (160) 
5. 注意 数学 归纳 法 、 反 证 法 等 方法 的 运用 :PN (162) 
第 12 章 方程 问题 的 求解 思路 (166) 
1. 根据 方程 根 的 特定 性 质 探求 (166) 
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解 题 金 钥 是 系列 Rr yp 


, 利用 函数 的 性 质 Ne 
, 利用 不 等 式 取 等 号 的 条 件 
. 注意 取 特 殊 值 试探 
. 注意 数论 知识 及 方法 的 灵活 运用 PR 
. 善于 运用 各 种 方法 来 配合 求解 
第 13 章 最 小 .最 大 问题 的 求解 思路 
1. 先进 行 试探 推导 ,再 构造 确定 …………… ns 
2. 运用 函数 性 质 
3. 利用 著名 不 等 式 
4 
D 


DD NY 


. 进行 计算 推导 a 
, 注意 利用 图 形 性 质 等 综合 知识 推导 PN 
第 14 章 ”适应 性 问题 的 求解 思路 
1. 注意 新 定义 概念 的 关键 述 语 PN 
2, 注意 新 定义 运算 法 则 的 要 古 
3, 注意 给 出 的 要 求 或 规则 的 网 前 


第 三 篇 ”部 署 优势 “兵力 ”一 一 融通 巧 握 几 种 妙 解 技能 
第 15 章 ”运算 性 技能 
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第 一 篇 “装备 精 民 兵 钱 着 
一 一 熟练 活用 几 种 重要 方法 和 
高 
中 
_ 季 地 , 解 题 之 成 功 ,在 很 大 的 程度 上 依赖 于 选择 一 种 最 运 宣 
的 方法 ， 
一 一 囊 特 鹤 斯 (Whitrvworth) 
数学 方法 是 数学 之 精 蒜 . 


一 一 -大 瓦 利 斯 (JNovatis) 


解数 学 问题 需要 一 定 的 方法 . 解决 任何 一 道 数学 问题 ,都 伴随 着 这 样 或 那样 的 方法 ,没有 方法 的 
解 题 是 不 存在 的 ,只 不 过 有 繁 与 简 . 通 法 与 特 法 之 分 罢了 . 不 同 的 解 题 者 解 同一 道 题 也 许 有 许 许多 多 
不 同 的 解法 ,同一 个 解 题 者 解 一 道 题 也 许 有 这 样 的 或 那样 的 解法 ,但 这 些 解 法 都 是 解 题 者 灵活 而 成 
功 地 运用 数学 基本 解 题 方 法 的 结果 . 法 国生 理学 家 贝尔 纳 曾 指出 :“ 良 好 的 方法 使 我 们 更 好 地 发 挥 运 
用 天 赋 的 才能 ,而 拙劣 的 方法 则 会 抑制 才能 的 发 挥 . ”因此 ,我 们 只 有 熟练 掌握 几 种 重要 解 右 方法 , 才 
能 为 灵活 而 成 功 地 运用 打下 基础 ,也 才 有 可 能 不 断 地 提高 解 题 水 平 与 能 力 ,也 才能 在 各 级 各 次 数学 
竞赛 中 取得 良好 的 成 绩 ,这 是 因为 灵活 .适宜 地 运用 几 种 重要 方法 就 是 我 们 求解 数学 竞赛 问题 的 民 
好 方法 . 


。 闻 湛 府 玲子 厢 巷 OO 


”性 六 丘 到 


【学 习 目 标 ) 


解数 学 题 往往 需要 探索 ,解数 学 竞赛 题 更 加 需要 探索 . 数学 竞赛 是 一 种 吸引 青少年 积极 参与 , 激 
励 青少年 跳出 小 圈子 的 智力 活动 . 竞赛 中 的 问题 往往 没有 固定 的 套路 可 以 依循 ,需要 根据 题 设 中 的 
信息 启动 自己 的 头脑 ,运用 智力 自己 去 尝试 ,去 找 路 ,去 尝试 ,去 找 路 就 是 进行 探索 . 探索 法 是 求解 数 
学 竞赛 题 的 重要 方法 之 一 . 

美国 著名 数学 家 .数学 教育 学 家 波 利 亚 (Polya) 极 力 推崇 探索 法 . 在 他 的 世界 名 著 《 怎 样 解 题 ) 一 


书 中 ,有 -部 分 内 容 叫 “ 探 索 法 小 词典 ", 它 的 篇 幅 占 了 全 书 的 后 . 他 指出 :探索 就 是 “一 再 地 去 试 ,多 


次 变化 方法 ,使 我 们 不 致 错过 那 少许 的 宝贵 的 可 能 性 . ” 波 利 亚 曾 列举 了 一 个 例子 ,描述 老鼠 从 鼠 觉 
中 逃脱 的 情况 ;* 它 狂乱 地 在 乱 中 跑 来 跑 去 ,尽力 冲撞 笼子 铁 栅栏 , 东 撞 擂 ， 西 接 撞 ,一 下 子 它 得 遂 了 了， 
它 挤 出 了 和 穹 村 ……: ”他 又 指出 :“ 人 和 老鼠 的 基本 方法 是 一 样 的 ,试探 ,再 一 次 试探 ， 翻新 试探 的 花样 . 
当然 ,在 解决 问题 方面 ,人 总 比 老鼠 高 明 得 多 . 人 不 必用 其 身体 去 冲撞 障碍 物 ,而 只 消 动用 自己 的 智 
能 ,人 比 老鼠 更 会 改变 试探 的 方法 ,并 且 能 从 失败 中 学 会 更 多 的 东西 ， 

这 样 看 来 ,探索 带 有 一 定 的 盲目 性 .偶然 性 . 但 必然 性 是 在 对 无 数 次 偶然 性 的 筛选 及 修正 后 获得 
的 ,这 是 事情 的 一 个 方面 . 

另 一 方面 ,我 们 的 解 题 实践 和 很 多 解 题 高 手 的 成 功 经 验 也 表明 :探索 法 也 有 某 些 基本 规律 . 我 们 
可 从 如 下 十 个 方面 加 以 领会 ， 


【 解 题 钥匙 ) 


1. 探索 常 从 熟悉 的 地 方 开始 


例 1 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 锐角 0 使 关于 z 的 方程 xz? 十 4T， cosb 十 cotb 王 0 有 重 根 , 则 9 
的 孤 度 数 为 (。” ). 
下 、 XT».oN Tn 
A. 6 B. 二 到 75 (-. 下 或 17 D. 12 
解 选 BB. 理由 : 因 题 设 方程 有 重 根 , 故 知 其 判别 式 A= 16cos:0 一 4cot0 二 0. 又 8 为 锐角 , 即 0 二 
4< 了 了 ,由 切割 化 纺 有 16cos20 一 4co 世 = 4cos0(2sin20 一 1) = 二 0, 及 cos9 关 0, 知 2sin20 一 1 一 0, 即 由 


,pg_ 1 得 4g 或 427 
sin20= 了 得 6 一 15 或 y= 15， 


例 2 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 平面 直角 坐标 系 xzOy 中 ,图 数 f(x) 二 asinaX 十 cosaxr(a 之 0) 
在 一 个 最 小 正 周期 长 的 区 间 上 的 图 象 与 孙 数 g(x) 王 Va 十 1 的 图 象 所 围 成 的 封闭 图 形 的 面积 是 _ 


2 


BEE 
解 题 金 钥匙 系列 | 


解 、 填 他 vi 二 理由 :把 函数 f(x) 变 成 熟悉 的 形式 , 即 f(z) 一 VE 二 1sin(az 十 ,其 中 p= 
arctan 二 , 它 的 最 小 正 周期 为 所 ,振幅 为 Va 十 1, 如 图 1- 1. 由 f(z) 一 个 最 小 正 周 期 长 的 区 间 [0， 
下 ] 的 图 象 与 g(z) 的 图 象 围 成 的 封闭 图 形 如 图 1 - 1 中 的 工 、 了 . 亚 部 分 组 成 的 不 规则 图 形 (图 中 阴 


影 部 分 ) ,要 求 其 图 形 的 面积 ,应 找到 一 个 等 积 的 熟悉 的 规则 的 图 形 . 由 该 图 形 中 的 对 称 性 ,可 将 该 图 
形制 补 ( 即 制 去 图 中 部 分 的 四, 补 上 上) 成 长 为 柑 、 宽 为 VE 十 1 的 长 方形 , 故 它 的 面积 是 年 VGz 于 


y=AC+1 sin(ax+9) 


1-1 

例 3 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 将 8 个 半径 都 为 1 的 球 分 两 层 放 置 在 一 个 圆柱 内 ,并 使 得 每 个 
球 和 其 相 邻 的 四 个 球 相 切 , 且 与 圆柱 的 一 个 底面 及 侧面 都 相 切 , 则 此 圆柱 的 高 等 于 

解 ” 填 Y8 十 2. 理由 :如 果 直 接 从 球 的 直径 去 计算 觉得 不 太 好 算 , 能 否 
找到 比较 熟悉 的 几何 图 形 来 计算 呢 ? 由 题 设 ,8 个 半径 都 为 1 的 球 是 分 两 
层 放置 的 ,由 于 上 层 球 的 球 心 到 圆柱 上 底面 及 下 层 球 的 球 心 到 圆柱 下 请 
面 的 高 度 均 为 1, 因 此 ,问题 的 关键 是 求 两 层 球 球 心 所 在 面 之 间 的 距离 . 如 
图 1 - 2, 上、 下 层 四 个 球 的 球 心 A .B.C .D 和 A、B.C、D 分 别 是 上 、 下 两 
个 边 长 为 2 的 正方 形 的 顶点 , 且 以 它们 的 外 接 圆 @@O 和 @O 为 上 下 底面 构 
成 圆柱 . 同时 ,A’ 在 下 底面 的 射影 必须 是 AB 的 中 点 M. 

在 AA'AB 中 ,A'A=AB=AB=2. 设 AB 的 中 点 为 N, 则 A'N=V3， 
又 OM 二 OA 一 Y2,ON==1, 所 以 ， 

MN=/2—1,AM= V(AN)’ ~ (MN)’ 一 V8. 

因此 ,所 求 原 圆柱 的 高 为 V8 十 2. 

例 4 (2002 年 全 国 女子 数学 奥林匹克 题 ) 试 求 出 所 有 的 正 整 数 &, 使 得 对 任意 满足 不 等 式 

klabtbedtca)>5(a’ 二 二 c) 
的 正 数 a.b.c, 一 定 存 在 三 边 长 分 曾 为 a.b\c 的 三 角形 . 

解 ” 先 注意 到 熟悉 的 ap 十 bc 十 ca 与 a? 十 中 十 c? 的 关系 , 即 由 (a 一 0) 十 (6 一 co 十 (c 一 a)" 之 0, 有 

a 二 + 十 cc 之 ab 十 bc 二 ca. 

可 知之 5. 注意 到 上 为 整数 ,因此 ,之 6. 


JE 
下 中 ， 
1 I 
1 


主 录 后 陨 ， 也 并 记 二 孙 滑 芳 O 


二 -4 身 吧 经 典 


由 于 不 存在 边 长 分 别 为 1、1、2 的 三 角形 , 依 题 设 ,有 
k(lIX1 十 ]X2 十 1 XxX2) 志 5(]1* 十 1 十 2 )， 


O 
解 目 即 <<6. 
人 以 下 证 明 一 6 满足 题 设 要 求 . 
钼 由 题 设 条 件 式 中 a、b.c 的 对 称 性 ,可 设 ac 委 6 委 c, 则 
不 6(ab 二 bc 二-ca) 记 5(a 十 扩 十 c)， 
即 Sc: 一 6(4 十 Bc 十 35a’ 十 56 一 6a6<<0. 
， A 一 [6(a 十 站 于 一 4X5(5a2 十 582 一 6 一 64| 一 (Ca 一 站 十 ab] 
<64ab<64( SL) =16(at6)’, 
数 | 因此 ,可 得 
学 6(a 十 站 十 VA 6(ab) +4(a 二 Db) 
C < 一 0 4 二 0 


这 表明 以 a、bc 为 长 度 可 构成 三 角形 . 

注 ”以 下 是 证 明 &=6 满足 题 意 的 其 他 一 些 方法 . 

方法 1 不 妨 设 abc. 各 c 之 a 十 b, 则 

5a 二 5 十 5c: 一 6ab 一 6bc 一 6ca 二 4(4 一 如 ?十 [5c 一 (a 十 0) [cc 一 (a 十 5) 宇 0， 
与 6(abTbcd-ca)>5Ca 二 十 c) 
矛盾 . 故 c 之 a 十 b. 

方法 2 作 函 数 

f(r)=57r —6(a+b) rt3a’ 6 — bab. 

则 fCc)<<0. 


因 f(z 在 区 间 [二 (a 十 四, 十 co] 递增 , 且 


flatD)=5(a+h):—6(a 二 th (a) 二 T5a 十 56 —6ab=4(a—6b) 之 0， 

地 c 达 a 十 bb. 

综 上 可 知 ,探索 时 可 先 从 题目 所 给 的 条 件 出 发 ,充分 利用 我 们 所 熟悉 的 知识 和 技巧 将 所 给 的 条 
件 “ 推 演 ” 开 来 ,扩大 已 知 阵地 ,寻找 到 从 已 知 到 结论 的 通路 . 

心理 学 家 纽 厄 尔 和 西蒙 提出 :熟悉 的 知识 和 技能 是 问题 解决 者 “可 能 信步 漫游 的 网 络 ”. 

熟 能 生 巧 , 巧 办 法 只 青睐 于 那些 有 准备 的 人 . 创造 是 在 继承 基础 上 的 发 展 ,而 不 是 空中 楼 阁 . 因 
此 ,我 们 只 有 充分 重视 自己 基础 知识 和 基本 技能 的 不 断 提 高 与 升华 ,才能 使 探索 的 足迹 走 在 坚实 的 
土地 上 ,探索 才能 成 为 从 未 知 到 已 知 的 一 座 桥 荣 . 

2. 探索 常 从 简单 的 情形 入 手 

例 5 (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 若 (1 十 z 十 妇 ) 的 展开 式 为 ao 十 az 十 az 和 十 … 十 azooo 工 ”， 
则 ao 十 a3 十 Qs 十 Qa 十"…* 十 Ql998 的 值 为 ( ). 

A. 3333 BRB, 3666 C. 3399 n), 32001 

解 ” 选 C. 理 由 :由 于 (1 十 zx 十)”*% 的 展开 式 比较 复杂 ,只 有 当 工 取 一 些 特殊 的 简单 值 时 , (1 十 


ODD” 孙 瑞 清 , 胡 大 同 . 奥林匹克 数学 教学 概论 [Mj. 北京 :北京 大 学 出 版 社 ,1994:125 一 129 
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rt 十 T ) “的 值 才 会 较 简单 一 些 . 由 1 十 z 十 二 的 特别 形式 ,可 分 别 令 z=1,o,o ,得 1 十 x 十 x? 的 值 为 
3 或 0, 即 

令 x 二 1, 可 得 

31°%00 — Ao 十 a 十 as 十 as 十 …… 十 Qzoo0 

令 + 一 ww, 可 得 


0 一 ao 十 Qiow 十 cz 喀 十 as 吧 十 … 十 azooocw2o ;其 中 = 一 十 二 如 i, 风 or =] Hw wt+1=0.) 

令 zx 一 以 ,可 得 

0=a@o Tarw 二 as wi 十 a3 十 十 az000 wn， 

以 上 三 式 相 加 ,得 

3 一 3(ao 十 as 十 as 十 as 十 十 Clsg8 )， 

所 以 ,ao 十 as 十 a6 十 ag 十 *… 十 Ql998 二 3 

例 6 (2004 年 全 国联 赛 题 ) 设 项 数 1;:R 一 R, 满 足 1(0) 二 1, 且 对 任意 x、yER, 都 有 f(xy 十 1) = 
jx。 所 人 一 天 四 一 下 二 2, 则 f(x)= 

解 填 x 十 1. 理由 ;由 已 知 f(0) 二 1, 对 Fy FDS FW fy z+2 中 的 zy 取 一 些 
简单 的 特殊 值 来 试探 : 

邻 rt 二 0,y 二 0 得 f(1)= 二 (0)，f(0) 一 f(0) 一 0 二 2 二 2， 

今 + 二 1,y 二 1 得 f(2) 二 了 (11 十 1 二 ff01)，f(1) 一 了 了 (1) 一 ] 十 2 二 3， 


民 溢 五 羽 。 六 湛 庭 洽 入 斋 纺 OO 


猜测 ”f(x)==z 十 1. 这 事实 上 ,对 任意 的 Xx、yE R, 有 

flixryt =f ym fy) mA 

fry =f TO f(x) OO— yz2. 

大 f(x fy fy) mzr+2= f(y) f(r) fr) y+2, 
即 fx) 十 y= 二 f(y) 十 文 . 

令 y 二 0, 得 f(x) 二 x 十 1. 

例 7 (1985 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 某 足球 邀请 赛 有 16 个 城市 参加 ,每 市 派 甲乙 两 个 队 , 根 据 比 
赛 规则 每 两 队 之 间 至 多 赛 一 场 ,并 且 辣 一 城市 的 两 个 队 之 间 不 进行 比赛 . 比赛 知 干 天 后 进行 统计 ,发 
现 除 A 市 甲 队 外 ,其 他 各 队 已 比赛 过 的 场次 各 不 相同 , 问 A 市 乙 队 已 赛 过 p 

多 少 场 ?请 证 明 你 的 结论 ， “ 

解 ” 先 考虑 3 个 城市 的 情形 : 即 三 个 城市 A.B.C, 每 个 城市 两 个 队 分 别 
记 为 Ar 、Az,、Bs 、Bz .CCz ,用 点 表示 如 图 1- 3. 根据 比赛 规则 ,两 个 队 Cs Cz 
至 多 赛 一 场 ,用 连 线 表示 , 即 两 个 点 之 间 至 多 连 一 条 线 , 同 一 个 城市 的 两 个 
队 不 进行 比赛 , 即 这 两 个 点 之 间 没 有 连 线 . 在 统计 时 ,由 于 这 6 个 队 比 赛 的 
场次 各 不 相同 ,是 最 多 的 队 比 赛 4 场 ,因而 除 Ap 外 的 5 个 队 比 赛 的 场次 只 有 4 
能 是 0.1.2.3、4 这 五 个 数字 , 即 在 图 1 - 3 中 , 除 Asw 点 以 外 的 5 个 点 中 ,每 
个 点 连 出 的 线 分 别 为 0.1.2.3.4.5 条 ,不 妨 设 Bw 赛 4 场 , 则 Bz 只 能 赛 0 1 
场 ,否则 不 合 规则 ; 设 Cz 赛 3 场 , 则 只 能 是 Cr 赛 1 场 , 否 则 也 不 合 规则 . 于 是 只 能 是 Ap 、Az 各 赛 两 
场 ,此 时 ,A 市 乙 队 赛 过 的 场 数 是 3 一 1 二 2. 

从 上 述 简单 情形 的 讨论 可 以 发 现 :同一 城市 两 个 队 赛 过 场次 之 和 均 相 等 ,日 等 于 赛 过 的 最 多 场 


Bs 
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pb er 


2 S Mai: 
p 
数 . 下 面 再 回 到 16 个 城市 的 情形 . 


O 16 个 城市 共 32 个 队 , 除 A 市 甲 以 外 ,31 个 队 赛 的 场次 只 能 分 别 为 0,1,2,…,30 这 31 个 数 , 赛 
昌 过 30 场 的 与 赛 0 场 的 是 同一 城市 的 两 个 队 , 赛 过 29 场 的 与 赛 1 场 的 是 同一 城市 的 两 个 队 ,…, 赛 过 
金 16 场 的 与 赛 14 场 的 是 同一 城市 的 两 个 队 , 这 就 只 剩 A 市 的 两 个 队 了 ,A 市 乙 队 赛 15 场 , 即 为 16 一 
铀 1 二 1]5. 

是 ， 、 2 4 十 35c 4 

例 8 (2004 年 全 国 女子 数学 奥林匹克 题 ) 设 a.b、c 为 正 实数 .求全 十 了 一 
、 a pT 丝 的 最 小 值 . 

解 ” 这 是 一 个 分 式 代数 和 形式 的 三 元 函数 的 最 值 问题 ,三 个 分 式 中 分 母 都 比较 党 林 ( 相 对 来 
数 说 ) ,为 简单 起 见 ,不 妨 用 一 个 字母 来 表示 , 即 


令 a 十 26 十 c= 二 x ,a 十 6 十 2c 二 yya 十 6 十 3c 二 z, 则 有 x 一 y==6 一 c,z 一 y==c. 由 此 可 得 
a 3c=2y—7zx,b=z 二 XxX 一 2y;,C 一 一 >Y. 


a 3c 465 8c 
履 - 十 25 十 c 13 十 bp 十 2c a 十 6 二 3c 


ZY—X | 4(zT x ey) 8(z—») 
并 Z 


一 一 17 十 2 二 十 4 二 十 4 一 十 8 一 
.并 多 多 之 


守 一 17 二 2Y8 十 2 V32 二 一 17 十 12 V2. OD 
上 式 中 的 等 号 可 以 成 立 . 
事实 上 ,由 上 述 推导 过 程 知 ,等 号 成 立 当 且 仅 当 平 均 不 等 式 中 的 等 号 成 立 , 而 这 等 价 于 
yy》_14 工 
工 一 4 y y=27,， y 一 V27， 
(2 即 {-- 
1 之 -8 学 ， ZC—2Yy ,， 之 一 LT， 
Yy 之 


a 十 8 十 2c 一 V2(a 十 20 十 c)， 
亦 即 (gatp+3c=2(a426+e). 
解 此 不 定 方程 ,得 到 
5 一 (1 十 V2)a， 

\ 0443VDa 

易 算 出 ,对 任何 正 实数 a, 只 要 45== (1 十 VY2)a,c 二 (4 十 3Y2)a, 就 都 有 式 中 中 的 等 号 成 立 . 

所 以 ,所 求 的 最 小 值 为 一 17 十 12 v2. 

综 上 ,从 简单 的 情形 入 手 实行 探索 , 既 可 除去 包 在 问题 实质 外 面 的 “装饰 ”, 使 本 质 暴露 得 更 清 
楚 , 又 可 对 问题 的 条 件 和 结论 理解 得 更 加 深刻 ,还 可 获得 部 分 结果 ,增强 解 题 的 信心 ,还 可 从 简单 情 
形 中 发 现 一 些 规律 . 

3. 探索 常 从 考虑 极端 情形 着 手 


例 9 〈2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 删 去 正 整数 数列 1,2,3… 中 的 所 有 完全 平方 数 ,得 到 一 个 新 数 
列 , 这 个 数列 的 第 2003 项 是 ( ). 
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可 经 暴 


解 题 金 铀 是 系列 SS 加 


A. 2046 B. 2047 C. 2048 D. 2049 

解 ” 选 C. 理由 :考虑 比 2003 大 日 与 2003 最 接近 的 平方 数 , 即 45: 一 2025( 因 44? 一 1936). 此 时 ， 
有 2026== a2026_ 4s 1981. 

于 是 ,还 须 考虑 46 二 2116, 此 时 ,2115 二 az15_ 15 二 42070. 由 于 在 从 1981 项 到 第 2070 项 之 间 的 90 
项 中 没有 完全 平方 数 . 又 1981 十 22 二 2003, 则 az00s 一 assl 十 22 一 2026 十 22 一 2048， 

例 10 (2003 年 北京 市 竞赛 题 ) 记 min{a,b,c} 为 a.bc 中 的 最 小 值 , 若 rz、 y 是 任意 正 实数 , 则 


解 填 /2. 理由 :由 题 设 ,有 x 之 M, 广 之 M,y 十 垃 之 M, 则 
1 1 1 1 .2 
yDT ME 
于 是 ,AME 委 2,M< 2 
1 1 1 1 1 
一 2 ， 一 -一 让 ,一 一 V2， 十 一 一 一 十 一 一 2. ,AM 一 2 ， AT 2 
当 z 一 y2,? 一 万 时 ,> ?十 工 一 万 十 万 此 时 v2, 故 M 的 最 大 值 是 V2 


例 11 (2001 年 湖南 省 竞赛 题 ) 设 至 少 有 四 项 的 数列 (a;} 的 前 nn 项 的 和 S, 一 npa,(nEN+ ,PP 为 
常数 ) , 且 ai 关 a2. 试问 这 个 数列 (a， } 是 一 个 什么 数列 ? 并 说 明理 由. 

解 ” 先 考 虑 极 问 的 情形 . 即 

当 n 二 1] 时 ,ai 二 pal 祝 a 二 0 或 p= 二 1. 

当 p=1 时 ,有 Ql 二 dz 二 Za42 Sal 一 C2， 这 与 已 知 Ql1 尖 a2 逆 盾 , 故 p21. 


当 a 二 0 时 , 则 az 关 0, 由 az 一 2paz 有 bp 一 六 


由 dl 二 a» 十 as = 六 a —>03 — 2a,. 
由 ai 十 az 十 as 十 ai 二 2a4 地 a4 二 3a2.5 


由 ai 十 az 十 ca 十 ay 十 as 一 六 ms —>a;s 一 4a2. 


猜想 ;a; = 二 (x 一 1)az (2 之 2) , 即 {a, 从 第 二 项 起 以 后 各 项 构成 等 差 数 列 ， 
用 数学 归纳 法 证 之 : 
当 nn 一 2 时 ,已 知 等 式 成 立 .假设 n=k(& 宇 2) 时 ,有 a4 二 (一 1)az 成 立 . 当 n=k 十 1 时， 


k+l =— O41 — Og = 也 (kk 十 1 )axrri ka 


一 方 (kD)anri 一 方 RE 一 1)az 


从而 ,arti 二 kaz 王 L(R 十 1) 一 1]Jjas 成 立 . 

由 归纳 法 原理 知 当 ”之 2 时 ,命题 成 立 , 即 (a, } 的 第 一 项 为 0, 从 第 二 项 起 以 后 各 项 构成 一 个 等 差 
数列 . 

例 12 (2001 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 题 ) 设 x、y、z 为 正 实 数 , 且 z+ 十 y 十 z 之 ZXyz. 求 
工 十 y 十 x 出 最 小 值 . 


XY 


解 ” 首 先 注意 到 条 件 式 取 等 号 的 情形 . 


尼 泣 了 丘 书 。 针 洲 证 利他 次 滨 0 


旗 于 捷 可 ， 沁 漆 亿 六 取证 守 O 


2 2 2 
即 当 7 一 一 xyV3 时 ,zy 一 zyz, 而 开工 盖 全 一 V3. 


TYZ 
2 2 2 
下 面 证 明王 的 最 小 值 为 V3. 
事实 上 ,有 
] 二 (zyz)2 VSzyz, 如 果 Xxyz>3Y3, 
姑 十 六 十 并 之 全 (Ty 十 2 之 ( 
3 V(rzyz) 之 V3xyz, 如 果 zyz<3V3. 
2 2 2 
改 工 士 羡 二 于 的 最 小 值 为 VS 


例 13 (2004 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 凸 四 边 形 EFGH 的 顶点 、F、G、 有 H 分 别 在 串 四 边 形 


AT AE BF .CC .DR hE 
ABCD 的 边 AB BC.CD、DA 上 ,县 满足 元 有 FE 百 直 一 1 而 点 A.B.C.、D 分 别 在 凸 四 边 形 
FE,F,G Hi 的 边 Hi 局 BR FRIG 、G:Hi 上 ,满足 EFi/EF,FiG FG,G Hi /GH, HPEIV HE. 
EA ,rhC 
已 知 巧 有 一 %, 求 的 值 ， 


解 ” 由 于 凸 四 边 形 的 任意 性 ,不 妨 先 考 虑 它 的 极端 情形 ,再 考虑 它 的 一 般 情况 . 即 
(1) 如 图 1-4, 若 EF/AC, 则 


BE_BE 
EA FC: 
aDH__DG gr 
代入 已 知 条 件 得 至 4 二 EC ,所 以 
HG/ AC. 
i whC_EA_ b, y p 
从 而 ,PNWACN/ 本 G0. 故 GAH 一 图 1-4 
(2) 如 图 1- 5, 车 EF 与 AC 不 平行 . 设 FE 的 延长 线 与 CA 的 延长 线 四 


相交 于 点 工 . 由 梅 涅 劳 斯 定理 得 


CF .BE AT_) 
FB EA TC 


结合 题 设 有 


由 梅 涅 劳 斯 定理 逆 定 理 知 TH、.G 三 点 共 线 . 
设 TF.TG 与 EH 分 别 交 于 点 M、N. 由 B/EF, 得 A= 


下。AN. 有 所以， 


由 


曲 入。 
人 十 会 全 是 天 下 一 SR 


EA EQ AB AS Smapc 


Do 


AH QH AE AD Sa 
同 理 ,二 一 尝 全 


(Li SAL 

所 以 ,二 一 局 全 一 

综 上 ,这 种 直接 抓 住 全 体 对 象 中 的 极端 情形 或 它们 所 具有 某 种 极端 性 质 加 以 探索 :考虑 数量 的 
最 大 或 最 小 .图形 中 的 界限 位 置 . 革 些 极端 地 位 元 素 的 性 质 等 , 则 比较 容易 .简单 .熟悉 .具体 ,以 利于 
找到 解 题 路 径 . 极端 情形 的 解 与 一 般 情形 的 解 往往 有 共性 ,极端 情形 的 解 往 往 能 给 出 怎样 解 一 般 情 
形 的 启示 . 

4. 探索 常 从 不 断 减 小 目标 差 着 手 

如 果 把 题目 的 条 件 与 结论 之 间 的 差异 称 为 目标 差 , 那 么 解 题 的 实质 就 在 于 设计 一 个 目标 差 不 断 
减 小 的 过 程 . 由 

例 14 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 图 1 - 6, 顶点 为 P 的 圆锥 的 轴 截 
面 是 等 腰 直 角 三 角形 ,A 是 底面 圆周 上 的 点 ,B 是 底面 加 内 的 点 ,O 〇 为 底面 
圆 的 圆心 ,4AB | 0B, 垂 是 为 B,OH | PB, 垂 足 为 日, 是 PA=4,C 为 PA 的 
中 点 . 当 三 棱锥 O- HPC 的 体积 最 大 时 ,OB 的 长 为 (” ). 


V5 2V5 
A. 4 B. 
C. 6 D. 236 


图 1-6 


解 ” 选 DD, 理由 :此 题 的 目标 差 是 体积 与 线段 , 即 当 三 棱锥 O- HPC 的 
体积 最 大 时 , 求 线段 OB 的 长 ,而 在 三 棱锥 O- HPC 中 ,点 P.O.C 是 定点 ,此 时 ,目标 差 减 小 到 点 下 
处 于 某 特殊 位 置 时 , 求 点 B 到 点 O 的 距离 . 

因为 AB | OB,AB | OP, 则 AB PDB. 

因为 OH | PB, 则 面 PAB | 面 POB. 所 以 ,OH 1! HC,OH PA. 因为 C 是 PA 中 点 , 则 OCD 
PA. 所 以 ,PC 是 三 棱锥 忆 - GOC 的 高 , 且 PC 一 2. 

在 RtAOBC 中 ,OC=2, 所 以 , 当 GO=HC 时 ,SAac 最 大 ,也 即 Vonpc 一 VPnoo 最 大 . 


此 时 ,HO=V2, 则 HO= 广 OP, 故人 HPO= 30°, 


所 以 ,OB==OPtan30 一 2v6 


例 15 《2003 年 北京 市 竞赛) 已 zx.y 是 正 实数 ,是 满足 xy 十 Xx 十 y 二 71,xy 十 XYy 二 880, 则 
Xx 十 y 一 

解 ” 填 146. 理由 ， 条 件 和 所 求 结果 中 都 是 关于 两 个 字 母 x、y 的 值 ,没有 差异 ,目标 差 在 于 字母 
的 次 数 与 形式 ,要 减 小 目标 差 就 要 探索 条 件 与 所 求 结 果 所 共有 的 形式 . 由 于 zy 十 z 十 y 一 (zy) 十 (Z 十 
yy) ,XIy 十 XY 二 (XYy) (x 十 y) ,十 奖 二 (Xz 十 y)? 一 2(Xy), 从 而 可 得 如 下 结果 ， 


QD ” 罗 增 颂 . 数学 的 领悟 LMJ]. 郑州 :河南 科学 技术 出 版 社 ,1997 :58 


加 家 
ee 
下 
二 
2 


” 
， 


尊 溢 卫 属 。 注 潢 庚 斑 也 高 收 O 


A 


设 4 二 zf 十 y,b 二 xysTy 十 7 十 y 二 a 十 b==7] yx y 十 xy 一 Xxy(Xx 十 y) 二 ab 二 880. 
所 以 ,ep 是 上 一 71 十 880=0 的 两 个 根 . 

解 得 4 一 xz 十 y,0 一 zy 分 别 等 于 16 和 55. 

和 在 并 +y=55,73y 一 16, 显 然 无 正 整 数 解 . 所 以 .只 有 zx 十 y 一 16, zy 一 55. 

因此 ,十 二 (ry) 一 27y 二 146. 


例 16 (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 给 定点 A( 一 2,2), 已 知 点 已 是 于 十 所 一 ! 上 的 动 点 ,下 是 左 


焦点 , 求 |PA| 十 二 1PF| 的 最 小 值 及 忆 点 的 坐标 


解 ” 此 是 的 月 标 差 是 所 求 值 | PA | 十 了 弛 |PF| 系 数 分 别 为 1 和 己 ， 
所 以 我 们 应 寻求 两 数 之 间 的 关系 或 它们 是 否 有 任何 特殊 意义 . 联想 已 p 
知 条 件 , 可知 此 禄 图 的 离心 率 c= 过 ,所 以 二 1PF} 一 汪 量 一 |PP,|, 如 


e 


图 1 -7 可 知 , 当 A.P.P 三 点 共 线 时 , 即 卫 在 点 (二 让,2) 时 ,|PAI 十 


图 1-7 


SIPF|I=|PAI+IPP|=1PAI=H. 


例 17 (2002 年 全 国 女 子 数学 奥林匹克 题 );O， 和 QO。 相交 于 B.C 两 点 ,是 BC 是 @O 的 站 

径 . 过 点 C 作 QO 的 切线 , 交 QO 于 男 一 点 A, 连 结 AB, 交 @O 于 另 一 点 ,连结 CE 并 延长 , 交 

CO 于 加 FF. 设 点 日 为 线段 AF 内 的 任意 一 点 ,连结 HE 并 延长 , 交 @O, 于 点 G, 连 结 BG 并 延长 ， 
A < 续 放 二 占 记忆 计 AH_AC 
可 AC 的 延长 线 交 于 点 D. 求 让 : HF = 


证 明 ”此 题 的 目标 差 是 寻找 到 一 个 量 , 使 人 一 k, 且 人 = 


&. 要 减 小 目标 差 就 要 利用 题 设 条 件 中 两 圆 相交 可 得 一 些 角 的 关 
系 以 及 有 直径 .切线 得 一 些 角 为 直角 来 建立 上 的 表达 式 . 
如 图 1 ~ 8, 因 BC 是 @O, 的 直径 , AC 与 @O, 切 于 C, 部 
LBEC= /FEA= /BCA= /BCD= 90". 
设 人 ABC=a, /CBD=B, 则 AFC=a, /CEG=B 
根据 正弦 定理 ,有 
AH HE 


sin HEA sin HABE’ 
HF HE 

sn/FEH sn 了 有 FE 

四 AH_ cos8 HF_ sing 
HE cosa’HE sina' 


两 式 相 除 得 和 一 号 D 


在 人 LAABC 中 ,SE =tana; 伍 Rt 和 NBCD 中 ,一 tan8 


两 式 相 除 得 ”Ag 一 tang 


CD tan& ~ 
AH AC 
由 全 、 仿 知 万 到 一 CD 后 
po 上 ,不 断 减 小 目标 差 可 以 同时 解决 解 题 中 两 个 最 关键 的 问题 : 从 何 处 和 人手? 向 何方 前 进 ? 从 金 
向 处 入手 9 就 是 从 找 目标 差 开始 ;向 何方 前 进 ? 就 是 向 减 小 目标 差 的 方向 前 进 . 也 许 在 对 某 目 标 大 和 
作出 反应 时 ,又 导致 了 新 的 目标 差 ,但 这 是 向 目标 逼近 了 的 目标 差 , 这 样 再 作出 新 目标 差 的 反应 , 责 | 过 
至 目标 差 的 消失 . 列 
5. 探索 可 从 改变 形式 着 手 高 
例 18 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 工 .y 都 在 区 间 ( 一 2,2) 内 ,县 zy 一 一 ], 则 图 数 w= 十 
2, 
5 二 的 最 小 值 是 人 ). 了 
~Y 
8 2 、12 12 
A. B. 11 C. 了 了 [), 5 
解 、 选 D. 理由 :由 已 知 得 y= 一 元 ' 故 
4 gx’ 35 


ul 
4 9 37 一 (9 十 广 ) 


而 xE(2, 一 十 )U( 汪 ,2), 当 9 一 各 1' 嫩 之 一 和 时 ,9 必 十 二 的 值 最 小 ,此 时 有 最 小 值 首 


例 19 (2000 年 河北 省 竞赛 题 ) 设 区 十 > —27x—2y 十 1 一 0(x,yE€ R) ,网 FCx,Yy) = 下 的 最 小 | 


值 为 
解 ” 原 式 变形 为 (x 一 1)? 十 (y 一 1)* 二 1. 今 f+ 一 1 二 cos0,y 一 1 一 sin9, 则 xz 二 1 十 cosb, y= 1 二 sin 
所 以 一 2 二 05, 设 其 为 六 则 Hpsing 一 2 十 cosg, 即 psin8 一 cosg 一 2 一 全 所 以 ， 


VR +isin(0—9)=2—.. 

(其 中 ‘00 sg-T7 

jin 一 后生 <1 

解 得 /> , 即 P(x,y) 的 最 小 值 为 

pm 20 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 写 <x<5. 证 明 ;2/TTI+ V2 一 3 十 V1537<2/19. 


解 因 a+b 十 c 十 d 和 2/@ 十 区 十 CC 十 d( 当 且 仪 当 4 二 5 二 c 二 d 时 取 等 号 ), 取 a 二 6 二 VX 十 1， 
c= Vz—3,d= V15 一 3zx, 则 
2 /TFI V3 /IS VTi+ /rti+ Vr-3+ V1 37 
< YT TT Hx) + 15—3x) 


-二 纲 疾 经 典 
wy 


一 2 VZ 十 14 近 2 v19. 


如 因为 Vz 二 1, v2z 一 3, V15 一 3x 不 能 同时 相等 ,所 以 2 wz 十 1 十 V2xz 一 3 十 V15 一 37<<2 V19. 
题 例 21 由 49 王 7 ,4489 一 67: ,444889 二 667? ,…, 能 否 有 444:…488:…89 二 66:….67? (nE€ N)? 
金 nn 十 1 个 nn 个 n 个 
铀 解 ”结论 是 成 立 的 ,可 证 明 如 下 : 
2n 二 1 刀 
有 证 法 1 444…488…89 一 4 S$) 10+ 十 8 光 10+ -+9 
列 # 十 ] 个 n 个 和 
。 一 1 十 4(1 十 10 十 10 十 … 十 10”) 十 4(1 十 10 十 … 十 10*”11) 
高 了 nH 十 1 了 dn 十 2 
中 一 | 十 4 9 (10 ] ) 十 4 9g (10 一 |) 
数 
学 于 (4 本 10"+2? 十 4 s 10"+1 十 1 
— (< 时 10” 十 1 


6 ， nt-1 了 工 ， 
一 (了 10 十 二) 


_ n+1 2 和 了 2 
一 [ 9 (10 10) 十 地 “10 十 3 
一 | 6 . (10 十 10" 十 十 10) 十 7 天 一 66…67”， 


局、 


n 个 


证 法 2 444…4606…89 一 444…488…88 十 ] 


Tr mdb 
n 十 1 个 nn 个 n 二 1 个 7 十 1 个 


一 444:…4。1]10"! 十 888.…8 十 1 
—y em 
5 十 1 个 对 十 1 个 
一 4。111…1。，10*+ 十 8。111…1 十 1 


#4 十 1 个 nn 十 1 个 


—4。 11ll51.。 (9°。 ll 十 1) 二 8.。 11.…1 二 1 
二 36 。 (111…1) 十 12。111**] 十 1 
二 (6。111…1 十 1)*. 

nn 二 1 个 


此 例 的 两 种 证 法 都 是 通过 探索 形式 的 变化 而 得 ,比较 两 种 证 法 可 知 , 奉 变形 恰到好处 , 则 可 减少 
推导 过 程 . 

综 上 可 见 ,同一 个 内 容 , 从 不 间 的 侧面 或 不 同 的 角度 来 考虑 、 去 探索 , 它 显示 出 来 的 是 不 同 的 形 
式 .一 个 解法 就 是 对 这 个 问题 形式 的 一 种 认识 . 笔者 曾 认 为 : 解 题 方法 的 实质 就 是 对 问题 形式 的 认 
识 . 山 

在 数学 解 题 中 ,所 考察 的 对 象 .问题 ,总 是 既 有 内 容 又 有 形式 的 .要紧 的 是 ,在 弄 清 它 的 内 容 , 认 
真 进行 剖析 ,着 眼 于 它们 之 间 的 联系 及 其 运动 和 变化 的 基础 上 , 认 清 它 的 形式 . 因为 形式 化 是 数学 的 
特征 ,形式 又 是 具体 的 ,丰富 多 彩 的 ,所 以 在 进一步 认识 它 之 前 须 对 它 作出 明确 的 阐述 ;况且 形式 又 


WD” 沈 文选 .初等 数学 解 题 研究 LMj. 湖南 科学 技术 出 版 社 ,1996.: 158 


: r, 
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下 


是 运动 的 .变化 的 ,是 内 在 的 自身 运动 变化 . 因此 ,我 们 在 探索 一 个 问题 的 求解 时 ,有 时 须 着 眼 于 形式 
的 变化 和 对 变化 形式 的 认识 . 


6. 探索 可 从 变更 问题 着 手 


例 22 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 M=={(x,y) ix 十 2Y = 二 3} ,N= 二 {人 (x,y)|y 二 mzx 十 0}. 着 
对 于 所 有 mER, 均 有 MN 大 促 , 则 5 的 取 值 范围 是 ( )， 


A.T— 本 , 共 ] B (i) C. (一 243 ， 2 2) D.[—2Y3,2Y3] 


解 网 A 各 由 .由 题 设 ,对 于 y 一 mz 十 b, 当 mR 证 .出 知 其 是 过 定点 C0.6) 的 直线 系 方程 因而 
原 问题 中 条 件 MNN 关 2, 可 变更 为 ( 即 相当 于 ) 点 (0,6) 在 椭圆 态 十 22- = 1 上 或 它 的 内 部 ,从 而 将 


点 (0,6) 的 华 标 代入 椭圆 方程 左边 应 满足 22 之 1, 故 解 得 一 点 <b< 


例 23 (2003 年 安徽 省 竞赛 题 ) 已 知 zx、y、z 均 为 正 整 数 , 则 方程 x 十 y 十 z 二 15 有 
组 解 . 

解 填 91. 理由 :由 于 是 求 正 整数 解 ,显然 1 委 zyy,z 委 13. 

于 是 , 原 问 题 可 变更 为 :将 15 写成 15 个 1, 即 1 十 1 十 … 十 1 二 15, 其 中 14 个 加 个 任 取 2 个 ,并 把 
这 两 个 加 号 分 隔 的 1 合并 成 一 个 数 得 到 方程 的 解 . 故 解 的 个 数 是 Ch 二 91 个 ， 

例 24 (2004 年 湖南 省 竞赛 题 ) 一 台 计 算 机 装置 的 示意 图 如 图 1 - 
9 所 示 ,万 .六 表示 数据 入 口 ,C 是 计算 结果 的 出 口 . 计算 过 程 是 由 后、 
J; 分 别 输入 自然 数 m 和 nn ,经 过 计算 后 得 自然 数 & 由 C 输出 . 看 此 种 装 
置 满足 以 下 三 个 性 质 : 

Di、J; 分 别 输 入 1, 则 输出 结 来 1; 

@ 若 J 输入 任何 固定 自然 数 不 变 ,J 输入 自然 数 增 大 , 则 输出 结 k 
果 比 原来 增 大 2; 图 1-9 

@ 若 六 输入 1 万 输入 自然 数 增 大 1, 则 输出 结果 为 原来 的 2 售 . 

试问 :(1) 若 万 输入 1,7 输入 自然 数 n, 则 输出 结果 为 多 少 ? 

(2) 若 输入 1, 呈 输入 自然 数 m, 则 输出 结果 为 多 少 ? 

(3) 若 万 输入 自然 数 2002,.7 输入 自然 数 9, 则 输出 结果 为 多 少 ? 

解 ” 我 们 将 问题 变更 为 用 数学 符号 语言 表述 : 

万 输入 mm,j 输入 nn 时 ,输出 结果 记 为 fm,70). 设 fmm) 二 &, 则 ff(1,1)==1,f(myn 十 1) 二 
fom) 2, fmt1,1)=2f(m,1). 

(1) 因 为 f(1,n 十 1 二 f01,) 十 2, 胡 (01,1 ,了 (01,2) 8712) 组 成 以 f(1,1) 为 站 项 .2 为 
公差 的 等 差 数 列 . 

所 以 ,ff(1,n) 二 f(1,1) 十 20n 一 1) 二 2n 一 1. 

(2) 因 为 fn 二 1,1) 一 210n 1 ), 故 f(1,D) ,了 C2,D 了 fm,1),… 组 成 以 (1,1) 为 首 项 .2 为 
公 比 的 等 比 数列 . 

所 以 ,fm,D)=f0,D) * 2" 1=2"™ 1, 

(3) 因 为 fmn 十 了 二 ffm) 十 2; 故 fm) ,fm;2) ,fms,n),… 组 成 以 f(m,1) 为 首 项 2 
为 公差 的 等 差 数列 : 
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译注 皇 融 。 了 泣 准 估 站 了 秒 雇 入 O 


伍 渤 和 可 。 妾 洪 认 赤色 测 营 0 


钢 误 经 


” 本 关 匡 : 曲 
入 


Br fmsn)= fm,1)+2n—1)=2" 1 二 +2n—2,f(2002,9) 一 2 十 16. 

例 25 (2004 年 全 国 女子 数学 奥林匹克 题 ) 一 副 三 色 纸 牌 , 共 有 32 张 ,其 中 红 黄 蓝 每 种 颜色 的 
牌 各 10 张 , 编 号 分 别 是 1,2,…,10; 男 有 大 小 王牌 各 一 张 ,编号 均 为 0. 从 这 副 牌 中 任 取 硅 干 张 牌 , 然 
后 按 如 下 规则 计算 分 值 :每 张 编号 为 上 的 牌 计 为 2 分 ; 若 它 们 的 分 什 之 和 为 2004, 则 称 这 些 牌 为 一 
个 "好 牌 组 ”… 试 求 " 好 牌 组 "的 个 数 . 

解法 1 变更 原 问 题 的 表述 . 

称 原 题 为 “两 主 问 题 ”. 若 增加 一 张 王牌 ( 称 为 “中 王 ?), 编 号 也 为 0, 再 考虑 同样 的 问题 , 则 称 为 
“二 于 问题 

先 考 虑 “三 王 问题 ” 将 大 中 小 三 张 王 牌 分 别称 为 红 王 . 黄 王 . 蓝 王 , 于 是 ,每 种 颜色 的 牌 都 是 11 
张 , 编 号 都 分 别 是 0,1,2,…,10. 将 分 值 之 和 为 n 的 牌 组 的 个 数 记 作 u,. 每 一 个 牌 组 都 可 能 由 红 组 . 黄 
组 、 蓝 组 组 成 . 将 其 中 红 组 、 黄 组 、 蓝 组 的 分 值 之 和 分 别 记 为 +、y、z, 则 有 

工 十 y 十 之 一 n， 

由 于 任 一 非 负 整数 的 二 进 制 表示 方法 惟一 ,所 以 ,一旦 x、y、z 的 值 确定 之 后 , 红 组 、 黄 组 、 蓝 组 的 
构成 情况 便 惟 一 确定 . 而 方程 + 十 y 十 z= 二 7 的 非 负 整数 解 的 组 数 等 于 Csiz ,所 了 以， 

Un — Cee = 

现 考虑 原 题 中 的 “两 王 问 题 ”. 对 于 zE {1,2,…,2004}) ,用 a, 表示 分 值 之 和 为 n 的 的 牌 组 的 个 
数 ， 

当 n= 二 2k 夺 2004 时 ,对 于 分 值 之 和 为 2k 的 任 一 牌 组 ,有 : 

(1) 若 组 内 无 王牌 , 则 该 牌 组 就 是 “三 王 问题 ”中 的 一 个 分 值 之 和 为 2k 的 无 王牌 的 牌 组 . 如 采 将 
其 中 每 张 牌 的 分 值 都 除 以 2, 就 得 到 “三 王 问题 ?中 的 一 个 分 值 之 和 为 & 的 且 人 允许 包括 有 王牌 的 牌 组 . 
易 见 ,这 种 对 应 是 一 一 的 ,所 以 ,这 种 牌 的 个 数 为 uu. 

(2) 若 组 内 有 王牌 , 则 组 内 必 有 2 张 王牌 (大 小 王牌 都 在 组 内 ). 去 掉 王 牌 后 ,就 化 归 为 分 值 之 和 
为 2k 一 2 的 无 王牌 的 牌 组 . 从 而 ,这 种 牌 组 的 个 数 为 -1. 所 以 ， 

一 人 


二 (此 十 1)“ ,让 二] ,2,*'** ,1002. 
特别 地 ,所 求 的 “好 有 牌 组 ”的 个 数 为 
az004 = 1003’ = 1006009. 
解法 2 将 原 问题 变更 表述 . 
对 于 aE {1,2,…,2004) ,用 a, 表示 分 值 之 和 为 n 的 牌 组 的 个 数 , 则 a, 等 于 函数 
fr)=(+x )? 十 (1 十 xz? )3(1+x )3 (1] 十 好 7) 的 展开 式 中 x 的 系数 (约定 jz <1). 由 


Uo — Mk 十 二 一 1 


fn)= Lt ) CE CF) lt ) 有 


1 
(二 zx)(l—zx) 
1 

(1—x:)(l— zx) 


而 n<2004<21 ,所 以 ,ww 等 于 二 一 zsc7 一 5z 的 展开 式 中 z 的 系数 . 又 由 于 


. “9 ， 
5 ' 1 ' . 
r 
由 ， 
二 ， "1 
a 


(1—zx )3 


1] 
1—x )3 ， 
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1 
(1—x)(—x) 1 (lx) 
二 《十 二 十 十 一 十 XxX 十)。 (1 十 27 十 3 十 十 (2k 十 x 人 十 …')， 

故 若 x” 的 系数 为 

a 二 1 十 3 十 5 十 … 二 (28 十 1 二 Ck 十 1)? ,一 1,2… 

从 而 ,所 求 的 "好 牌 组 ?的 个 数 为 

caoot 一 1003- 一 1006009， 

综 上 ,在 探索 一 个 提 法 有 些 生 下 .概念 有 些 模 糊 等 的 问题 的 解法 时 ,对 问题 进行 适当 变更 , 邯 用 
自己 熟悉 的 语言 .问题 ,重新 叙述 .表述 一 下 ,一 次 不 好 ,再 换 一 次 ,直到 透彻 理解 为 止 , 这 是 日 己 对 原 
问题 认识 和 理解 程度 的 深化 . 如 果 对 问题 的 含义 在 自己 头脑 中 都 没有 清晰 而 准确 地 把 握 , 又 直 能 去 
解决 它 呢 ? 

7. 探索 可 从 类 比 着 手 

波 利 亚 十 分 重视 类 比 , 他 在 《怎样 解 题 》 一 书 中 描述 了 :在 我 们 的 思维 .日 常 谈 话 .一 般 结 论 以 及 
艺术 表演 方法 和 最 高 科学 成 就 中 无 不 充满 了 类 比 . 类 比 可 在 不 同 的 水 平 使 用 ,人们 常常 使 用 含糊 不 
清 的 .夸大 的 、 不 完全 的 或 没有 完全 弄 清楚 的 类 比 ,但 类 比 也 可 以 达到 数学 精确 性 的 水 平 . 所 有 各 种 
类 比 在 发 现 解 答 方面 都 可 能 起 作用 ,所 以 我 们 不 应 当 忽 略 任何 一 种 . 

所 谓 类 比 , 就 是 某 种 类 型 的 相似 性 . 波 利 亚 指出 “相似 的 系统 在 某 个 方面 彼此 一 致 ,类 比 的 系统 
则 其 相应 部 分 在 某 些 关系 上 相似 ,如 果 两 个 系统 各 自 的 部 分 之 间 , 在 其 可 以 清楚 定义 的 一 些 关 系 上 
一 臻 的话, 那么 这 两 个 系统 就 可 作 类 比 .” z 


例 26 已 知 ai,bERG=1,2,… 70) ,> 一 4, >W=9, 求 癌 aib; 的 最 大 值 
解 先 看 当 ai 十 a 二 4,0f 十 区 二 9 时 ,如 何 求 aipi 十 azb2 的 最 大 值 . 


由 于 1 二 ( 儿 二 (这,1 一 (入 十 (名 这, 则 (全 二 (名 2 于 一 全 (学 二 (学) 之 


‘一 外 人 , 即 2 一 ( 钳 六 十 (多 十 (这 站 十 (党 之 时 时, 故 ab 十 gz 扣 忆 6, 其 中 符号 当 


2 


且 仅 当 绎 一 经 一 子 时 取得 


类 比 上 述 求 法 ,可 知 dpi ab Tanb, 的 最 大 值 是 6, 

注 ” 直 接应 用 柯 西 不 等 式 也 可 求 得 结果 . 

例 27 〈《 数 学 通报 ;数学 问题 1434 题 ) 设 正 数 x、y、z 均 不 为 1, 且 xy 十 yz 十 zr 二 1, 试 求 f(x ,yy， 
zz) 二 X71 一 (一 忆 ) 十 y(1 一 它 )(1 一 廊 ) 十 z(1 一 xz)(1 一 y ) 的 最 大 值 . 

解 ” 从 所 给 条 件 式 结构 上 上 类比, 联想 到 有 三 角 公 式 cota ， cotB 十 cotB。cot7Y 十 cotY 。 cota 二 1. 


(x ) 于 是 ,可 令 二 cotary 二 cotB,z 二 coty, 其 中 a、B.Y 均 为 锐角 且 都 不 为 人 .由 已 知 条 件 可 得 ( x) 
式 , 即 有 

tana 十 tan8 十 tan7y 一 tana，tand。，tany. 

即 ”tan(a 十 记 一 一 tan7y 一 tanCx 一 7)， 

于 是 ,可 得 a 十 Bb 一 7 一 7, 即 a 十 BY 二 x. 

从 而 ”tan2a 十 tan2B 十 tan27Y 二 tan2a * tan2B ， tan27. 


恰 洋 五 避 。 痊 湛 府 淮 队 订 汶 0 


所 以 TV 一 (一 i C1—y)(— x )(7 


十 十 coty ) 


— cot’a 1 cor 1—cot* 7 


tan ol tan’ B—1 , ta y 一 上 一 tana 十 tanf 十 一 tany ) 
tan’ a tan’pB tan’ 7 “1—tan’a tar 1—tan’y 


一 l—tan a , 一 tan b , 1 — tan’ 2 2tana 十 2tanp | 2tany 


tana * tand 。tany 2tana 2tang 2tany 1—tan’a Te BT 1 一 tan: zy) 


~—(]—cot’a) (1—cot (1 cot 7) (3 


ana. tang. tany * cot2a * cot2p+ cot27* (tan2a tan28 二 tan27) 


ta tang. tany *» cot2a » cot28 。 cot27Y »* tan2a » tan2p *» tan27y 


芋 入 后 下 。 妾 洪 记 温 钞 谓 入 O 


tana。tang 。tany 
因为 tane* tanB， tan7==tana 十 tanp 十 tan7 宕 3 Vtana。 tang8，tan7y， 
所 以 ”tana * tanf *， tan7y 宇 3V3 


4 _4y3 
从 而 A 9 ， 


故 ” 当 且 仅 当 tana 一 tan8=- tany, 即 x 一 y 一 2 一 忆 时 ,f(z,y,z) 取 得 最 大 值 人 V3 


例 28 (1987 年 第 2 届 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 AlA;A;A, 是 一 个 四 面体 ,Si 、S; 、S;、S4 分 别 是 
以 Ail、As、A;、Ai 为 球 心 的 球 , 它 们 两 两 相 切 . 如 果 存 在 一 点 Q, 以 这 点 为 球 心 可 作 一 个 半径 为 了 的 
球 与 $S1 .S$: .S .Ss 都 相 切 ,还 可 作 一 个 半径 为 R 的 球 与 四 面体 的 各 楼 都 相 切 .求证 :这 个 四 面体 是 正 
四 面体 . 

证 明 ”将 这 个 问题 降 维 类 比 , 有 平面 几何 中 的 问题 : 

设 有 人 Ai4:4: ,SS 、S: 分 别 是 以 Al、A; 、As 为 圆心 的 加 ,它们 两 两 相 切 ,如果 存 在 这 一 点 ， 
以 这 点 为 圆心 可 作 一 个 半径 为 > 的 圆 与 Si .S: 、S; 都 相 切 ,还 可 作 一 个 半径 为 及 的 圆 与 AAA:A; 的 
各 边 都 相 切 , 则 人 AAA4:A4; 为 正三 角形 . 

事实 上 ,(1) 先 设 S1、S; 、S; 两 两 外 切 . 

QD 圭 OCr)( 即 以 半径 为 + 的 图 ,下 同 ) 与 S;、S:、Ss 均 外 切 ,如 
图 1- 10, 设 @O(GR) 为 人 AAA:A4; 的 内 切 圆 ,与 A;A; 切 于 点 D, 令 
圆 Si 、Sz 、S; 的 尘 和 到 分别 为 msr2 sa, 癌 rlr 十 272 ) 全 民 : ， 则 A,D= 
V (ni 十 2 六 一 展 放 7z ,从 而 AD 一 ,推出 >(r 十 2r ) 天 民 ， 

同 理 , 由 rCr 十 27;) 二 R? 可 推 得 r(Cr 十 2rm) 盖 民 ,又 可 推出 
r(7 十 27;2 ) 过 R* ,引出 矛 逢 . 

同 理 , 设 r(r 十 27r2 ) 之 R? 也 推出 矛盾 . 

所 以 rlr+2r)=R'. 

同 理 ,r(r 二 271) 一 r(r 十 27z ) 二 r(r 十 273) 二 Rr , 推 得 i 二 72 一 


3 。 


从 而 人 AAA:4; 的 三 边 相 等 , 即 为 正三 角形 . 


n 加 2 er 
Ry 四 下 
1 : | 
“ 1 
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奥赛 经 典 yy 


大 避 OC(r) 与 S; 92 、 3 均 内 切 ;类似 于 人 ,只 需 把 7 十 2 sr Vr ,sr 二 Or 相应 地 改 为 广 一 Frl1 
7 一 272 7 一 2 六 即 可 , 仍 可 证 得 人 AAA:A: 为 正三 角形 (不 考虑 OCR) 为 八 AlA;As 的 劳 切 圆 的 情形 )， 


(2) 再 设 S11 、S; .S$s 中 有 一 对 外 切 ,两 对 内 切 , 则 易 证 得 0 点 必 在 人 AAA:A4; 外 ,不 可 能 作 @OOGR) 


为 人 A1AsAs 的 内 切 圆 . 易 知 S; 、S; 、Ss 不 可 能 再 有 其 他 情形 . 

至 此 ,平面 几何 中 的 结论 正确 ,类 比 到 空间 , 回 到 原 问题 的 证 明 . 

当 Si 、S; .Ss 、S1 两 两 外 切 时 ,用 完全 类 似 于 类 比 命题 证 明 (1) 中 的 方法 ,可 推 得 人 AAA:As ,…， 
八 AsAsAi 均 为 正三 角形 ( 亦 即 应 用 “ 圆 寡 定理 ”的 推广 * 球 朝 定 理 ”). 从 而 得 四 面体 4 4;A4:A, 为 正 
四 面体 . 

当 Si .S, .S; .Si 不 两 两 外 切 ,用 类 似 于 类 比 命题 证 明 中 的 (2) 的 方法 ,也 易 知 不 可 能 作 球 OCR) 
与 六 条 楼 A1 A ,… ,AsAs 均 相 切 .证 毕 . 

综 上 ,由 于 类 比 把 人 们 对 甲 类 事物 的 认识 推移 到 对 乙 类 事物 的 认识 ,扩大 了 认识 领域 . 所 以 ,类 
比 是 温 故 而 知 新 ,发 现 新 想法 .新 解法 的 有 力 工具 ,也 帮助 我 们 从 固有 的 探索 模式 中 解放 出 来 ,启发 
我 们 多 方 探求 ,思维 活 泌 善 变 

8. 探索 可 从 美学 角度 考虑 

利用 美的 启示 ,发掘 美 的 因素 ,认识 美的 结构 ,追求 美的 形式 ,发 挥 美 的 潜意识 作用 来 进行 数学 
问题 解法 的 探索 ,是 探索 法 的 一 个 重要 方面 ,因为 数学 中 的 简单 美 .对 称 美 .相似 美 .和 谐 美 .奇异 美 
充满 了 整个 数学 世界 . 数学 美的 客观 内 容 及 对 美的 追求 促进 了 数学 的 发 展 ,美感 为 数学 爱好 者 提供 
了 极 大 的 兴趣 与 动力 . 

例 29 《2004 年 全 国联 赛 题 ) 如 图 1 - 11, 设 点 O 在 AABC 内 部 ， 


3 和 A 
和 且 有 OA 十 2 OB 十 3 CC=0, 则 和信 ABC 的 面积 与 人 AOC 的 面积 的 比 为 ] 
( ). 

3 

A.2 B. 2 

D 

C.3 . 1). 3 全 

解 ” 选 C 理由 :由 题 设 O 在 AABC 内 部 , 且 有 0 十 2 OB 十 3 CC 
0, 这 是 一 个 非常 美的 条 件 式 ,说 明 O 点 应 是 一 个 三 角形 的 重心 (或 从 2 6 
力 的 平衡 角度 来 看 ) ,延长 OB 到 了 ,使 OB =20B ,延长 OC 到 Ci 使 图 1-11 


OC 二 3OC, 连 AB .BC .AGC ,显然 0 为 人 ABiC 的 重心 ( 因 C 关 十 ( 玉 上 + 起 =04 十 2 0B+3 CC= 
0). : 


] 
此 时 DA4OB = SAB CC = SAAX, = IAB 。 


] [ 
而 SAMX = 3 IAN = OAABIO 3 


] 
SAADB 一 SAAOB, = 6 OMA ' 


1 
2 
1 LL 
2 


| 
SA 一 "3 IAB 8 DAAB) Ci Bl 


l ] ] ] 
Saaspc = SSAAx 十 DA 十 DAOKC (TE tg ) SAAB 一 了 AAA ， 


证 烷 后 可 。， 尝 状 座 查 秒 讽 汶 0 


SEE 


”| 坪 经 典 


ls 
故 SAag _ 3 eB] OO 
SAAX 工人 
Q B10 
例 30 (2003 年 北京 市 竞赛 题 ) 已 知 孙 数 jz 一 全 一 记 FL 十 (2) 十 : :十 f(1000)==m， 


态 广 ) 十 太志 ) 十 … 十 FT 一 则 zx 十 n 的 值 是 


解 ” 填 2998. 5. 理由 ;由 题 设 中 出 现 的 f(2) 与 f( 志 )，…，f(1000) 与 FT 5) 的 自 变量 互 为 倒 


数 的 对 称 式 , 启 引 我 们 将 其 组 合 起 来 进行 解 题 试探 , 易 知 x 关 一 1, 由 于 
l 


2 十 一 
Fi 十 F 工 ) 一 2z 工人 2 十 写 十 (2z 十 1) 


]+-x 1 十 工 一 3， 


又 f(D)= i =- 方 ,从 而 


mn 一 [f(D 十 /2) 十 … 十 fC1000)][f( 闻 ) 十 1( 计 ) 十 … 十 /055)] 


=f(1)+999。 fx) + f=)] 


一 之 十 2997 一 2998. 5， 


TCZT 一 y)T 一 zZ) 一 3， 
例 31 (第 53 局 罗马尼亚 数学 生 林 玫 克 是) 六 和 组 | yy) (一 <) 一 3 
Z(2—X) (2— y)=3 
的 复数 解 . 
解 ”由 于 题 设 字 母 zx、y、z 的 对 称 性 ,从 而 启 引 我 们 进行 对 称 性 探求 . 
易 知 x 关 0,y 天 0,z 关 0,X 了 yy 关 Z,Z 关 X. 
由 方程 组 中 前 两 个 方程 相 除 可 得 x? 十 y= 二 yz 十 zx. 
同 理 , 可 得 十 z= 二 xy 十 zx , 芝 十 XT 二 Ty 十 yz. 
将 以 上 三 式 相 加 ,得 ”Zz 十 十 芝 二 zy 十 yz 十 zx 
义 将 上 述 三 式 中 前 两 个 相 减 ,得 x 一 z? 二 yz 一 xy， 
好 x(x 十 y) 二 xz(y 十 z) ,从 而 xz 十 y 十 zx 一 0， 
由 (x 十 y 十 z)? 二 0, 得 Ty 十 yz 十 < 二 0. 
将 二 十 交 二 yz 十 zx 代 人 名 得 二 ryy 即 这 = XYZ. 
同 理 , 可 得 x 二 y= 二 xyz. 


设 Tyz 二 a, 册 于 十、 人 之 互 不 相同 , 砚 设 7 一 Vi yy 一 wa。 wz 一 Va 。 以 ,其 中 (一 


一 1 十 V3i 
一 7 


将 其 代入 原 方程 组 中 每 一 个 方程 均 得 a(1 一 w)(]1 一 ww) 二 3, 即 有 a (2 一 w 一 忆 ) 二 a 。 


a 二 ], 


因此 , 原 方程 组 的 解 (x,y,z) 为 {1 ,wo ;的 一 个 全 排列 . 
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则 


《让 


例 32 〈2003 年 第 32 届 美 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 a、b.c 是 正 实 数 ,证 明 : 


《24 十 8 十 ec) 上 《20 十 c 十 d) (2ctatb) <- 
202 十 (8 十 c)2 282 十 (c 十 ac 2c 十 (a+b 一 


分 析 ”由 于 所 证 不 等 式 左 边 式 中 a.b.c 的 对 称 性 ,因而 探索 证 明 过 程 应 注意 对 称 性 考虑 . 
证 法 1 因为 a.b.cER, 由 柯 西 不 等 式 , 知 


8. 


(十 ec) 


V2,,, ~、 ¥2 
2 - V2a 十 六 (6 十 c) 十 7 B+) futpte) 
2 | a Ej 


(b+e) 
2 之 3 3 


从 而 2 必 十 (8 二 ce) > 二 《a 十 六 十 c) 


同 理 2 十 (eta 之 福 (atbte) 20 十 (a+) 之 全 (at+bto)? 


车。 da 之 b 十 c,40 之 c 十 a,4c 之 a 十 上 ， (1D) 
(2& 十 8 十 c) 9 (4a—b—c) (be) 
2a: 十 (2 十 ce 2a 十 (十 ce) 
3(4ap 十 4ac 一 上 李 一 2pc 一 c) 
2(c 十 8 十 ce 
_ 《28 十 c 十 CD) 3(4pc 十 456 一 好 — 2ac—c) 
辣 理 2 Ta et 2(a 十 8 十 ce) 
(2c 十 G 十 六 3(4catdcb—a’ —2ab—P) ,一 2 
pa et 2(a 十 pb 十 c) 以 上 三 式 相 加 ,得 
(24 十 5 十 c) (285 十 c 十 ca ， (2c 二 a 二 
2c2 十 (8 十 c)2 26 二 (ciTa) 2c 二 (a 二 ob) 
3(6cp8 十 6p8c 十 6ca 一 24 —26 —2c’) 
2(c 十 8 十 cy) 
,33(atbte)’ Sa — 5b 50°] 
2(4 十 六 十 ce 
15 ,a te te 
2 (at+b+c)” 


十 


< 2 十 


十 二 


<6 十 


2 3 一 
若 个 不成立, 不 妨 设 4a<<8 二 c, 则 4a(6 十 中 之 (6 十 ec) ,两 边 同 时 加 上 4@2 十 (+c) ,得 
(2a 十 0 十 co) 
Da TOOT ~ 
由 柯 西 不 等 式 , 得 
[6 二 6 十 Ce 十 a] 很 [ 习 十 恬 十 Cc 二 a)?j*，(1 十 1 十 DD， 


C2b+ eta)’ 
故 2 T(tay 


(2ctatb)’ 
同 理 ,5 5 于 (ap 


所 以 《24 二 6 十 (26+ecta): | (2ctato)” 
2 好 十 (5 十 < 一 3 十 (c 十 ao)5 2c+(atb) 


< 8. 


和 “ 1 一 
-人 加 | ， 
LH ps 2 i 


k | 


上 屿 滩 五 羽 。 冯 淇 应 琅 和 除 启 和 攻 O 


" 沁 洪 外 于 和 由 清光 


酝 素 王 吉 


A 二 
. py 
“里 


-4 身 员 经 典 


证 法 2 注意 到 在 探索 证 明 中 既 从 变更 问题 着 手 , 又 从 美学 角度 考虑 , 则 可 简 证 如 下 : 
因 a.b.cERT 及 abc 的 对 称 性 ,可 对 a.bc 乘 一 个 合适 的 因子 ,满足 a 十 6 十 c 二 3, 故 原 问 题 变 
更 为 证 明 ， 
(a 3)° (p+ 3) (c+ 3)° 
om 3 a tap pb: 23 ee 


令 。 f(x) 二 + 十 3) , 则 问题 又 变更 为 证 明 ， 


27 十 (3 一 x ) 

Fa) 十 0 十 CD 委 8. 

由 于 f(n) = . rt 
< = (rt+4). 


从 而 f(D 二 f(D 十 f(O< 汪 (4a 十 4 十 46 十 4 十 4c 十 4) 二 8. 其 中 等 号 不 发 且 仅 当 4 一 6 一 c 二 x 一 


1 时 取得 ， 

9. 探索 须 充分 利用 已 有 信息 

单 增 教 授 阐 述 探索 法 时 , 曾 说 过 中 ,老练 的 解 题 者 喜欢 将 信息 重新 编排 (题目 的 复述 ,各 种 各 样 
的 解释 等 ) , 变 为 容易 记忆 、 便 于 运用 的 形式 . 已 知 条 件 是 信息 ;在 中 间 过 程 得 到 的 结果 或 引 理 也 是 信 
息 ;要 证 的 结论 ,要 求解 的 目标 等 更 是 重要 的 信息 . 如 果 题 做 不 出 ,最 好 再 看 看 这 些 东西 ,或 许 会 有 新 
的 局 发 . 


例 33 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 过 抛物 线 y 二 8(x 十 2) 的 焦点 下 作 倾 斜 角 为 60 的 直线 . 奉 此 
直线 与 抛物 线 交 于 A、.B 两 点 , 弦 AB 的 中 重 线 与 zx 轴 交 于 点 了 P, 则 线段 PF 的 长 等 于 ( ). 
A. 加 B. 和 C. 16.3 D. 8V3 


解 ” 选 A. 理由 :充分 发 气 题 设 信息 , 知 抛物 线 焦点 与 坐标 原点 重合 ,; 故 家 线 AB 的 方程 为 y 一 
tan60° 。 X=V3x. 
因此 ,A.B 两 点 的 横 坐 标 满足 方程 3x 一 8x 一 16 二 0( 即 将 y 二 VY3zx 代 人 yy? 二 8(x 十 2) 得 ). 由 此 求 


得 弦 AB 中 点 的 横 坐 标 zo= 二 (za 十 zao) 一 十 .总 一 亿 , 纵 坐标 一 /3z 一 全 ,进而 求 得 其 中 重 线 


V3 
4 1 4、 人 人 、 ， 4 16 _16 
方程 为 > 一 先 一 一 廊 (x 一 合 ). 令 3 一 0, 得 点 了 的 权 坐 标 + 一 4 十 所 一 3 , 即 PF 一 3， 
例 34 (2002 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 ) 设 a.B 为 方程 + 一 + 一 1=0 的 两 个 根 , 令 a 一 和 二 ， 
7 一 [1 ,2 ……. 


(1) 证 明 :对 任意 正 整 数 n, 有 n+2 一 人 十 1 十 Ci; 
(2) 求 所 有 正 整数 xc .0,a<<p, 满 足 对 任意 正 整数 mn 有 4 整除 <, 一 22a"， 
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解 〈1) 由 题 设 条 件 可 知 全 一 a 十 1, 订 = 有 1 即 有 w 王 一 o 十 opB 一 十 序 , 从 而 
op (oto) (p+P) 


Wnt2 一 a—pb l a 一 B 


(2) 由 条 件 可 知 6 (a 一 24) 1, 由 ai 一 9,as 一 < 局 十 如 一 司 及 韦 达 定理 可 知 41 一 4s 一 1. 于 


是 ,5b1(1 一 24) ,注意 到 1] 委 2 一 1<20 一 1<20, 而 24 一 1 是 65 的 倍数 , 故 6=2a 一 1. 
又 利用 题 设 信息 ,有 6b|(as 一 60°) ,注意 到 a 二 (a 十 好 * 一 ap 一 2, 即 有 (2a 一 1)|(6a’ 一 2). 
而 60 一 2 二 3a (24 一 1 十 34: 一 2, 故 (C24 一 1)|1(3a 一 2). 从 而 (2a 一 1)|(6a’ 一 4). 
从 而 ,2a 一 1)|(C2a 一 6) ,而 24 一 5 一 (2a 一 1) 十 5, 于 是 (2a 一 1)|5. 
所 以 ,24 一 1 二 1 或 5. 但 24 一 1==1 推出 a= 一 6 二 1, 与 a 之 5 矛盾 . 
故 24a 一 1 二 5, 进 而 a 一 3,6 二 5. 
下 面 证 明 ;对 任意 nEN, 均 有 51(a, 一 2n，3”). 
对 此 ,可 利用 数学 归纳 法 予以 证 明 ( 以 下 略 )， 


10. 探索 也 可 以 尝试 跟着 感觉 走 


探索 ,就 意味 着 必须 自己 去 找 路 山 “ 从 某 种 程度 上 ,从 某 种 意义 上 说 , 解 题 者 必须 靠 他 的 无 法 说 
清 的 感觉 . ”( 波 利 亚 语 多 感觉 , 常 可 以 帮助 你 估计 方向 或 猜 出 结果 . "事实 上 ， 任 何 认真 考虑 过 他 的 
问题 的 人 对 于 解 的 接近 程度 和 问题 进展 的 步子 都 会 有 一 种 明确 的 感觉 ,他 或 许 没 有 用 言词 去 表达 ， 
但 是 他 会 敏感 到 比如 : 这样 做 是 对 的 , 解 可 能 就 在 这 附近 ”或 痢 这 样 太 慢 了 , 解 还 是 高 得 很 还 ,或 
者 "我 卡 住 了 ,一 点 没有 进展 ,或 者 ' 我 正在 偏离 问题 的 解 ,等 等 . "( 波 利 亚 语 ) 事 实 上 ,头脑 灵活 , 感 


觉 敏锐 的 人 ,往往 会 考虑 到 各 种 不 同 的 途径 ,以 供 选择 . 当 一 条 途径 行 不 通 时 , 便 转向 其 他 途径 . 


例 35 (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 图 1 ~ 12, 由 曲线 x 二 4y, 让 二 一 4y,7 二 4,X 二 一 4 围 成 的 图 
形 绕 > 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 为 Vi ;满足 让 十 yy 肆 16, 区 十 Cy 一 2) 之 4 十 (yy 十 2) 之 4 的 


点 (z,y) 组 成 的 图 形 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 为 V2, 则 (  ). 


图 1-12 


A. VY) = 二 VV 已. Vi = 乞 V: (人 W 一 V ， EY. V 1 一 2V， 


解 ” 选 C. 理 由 :观察 图 1 - 12, 感 党 阴影 部 分 的 两 图 面积 似乎 相等 , 且 变 化 趋势 都 是 由 小 增 大 ， 


再 减 小 ,答案 可 能 应 选 C. 下 面 , 我 们 实际 推导 看 看 : 


中 单 增 . 数学 竞赛 研究 教程 LMJ, 南 束 :江苏 教育 出 版 社 ,1993:11 


娃 巡 - 廿 可 。 也 并 和 岂 十 入 亢 镶 0 


oe EE 


如 图 1 ~ 12, 两 图 形 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 体 夹 在 两 相距 为 8 的 平行 平面 之 间 . 用 任意 一 个 与 y 轴 
第 百 的 平面 堆 这 两 个 庭 转 体 , 设 截面 与 原点 距离 为 jy| , 则 所 得 截面 积 

Si 一 T(4 一 4|y|) 9 = 一 交 ) 一 古 4 一 (2 一 1y |] 一天 (4 一 4 yy 故 S 一 9 

由 祖 虑 原理 知 ,两 几何 体 体积 相等 , 即 和 一 V2:. 

例 36 〈1992 年 日 本 数学 奥林匹克 题 ) 设 以 去 (1 一 已 的 比例 内 分 人 AABC 
的 三 边 BC CA、AB 的 点 为 PQ、R, 以 线段 AP、BQ.CR 为 三 边 的 三 角形 面 


积 为 K, 人 ABC 的 面积 为 了 上 .求全 (用 4 表示) 
解 由 题 设 ,感觉 到 线段 AP、BQ、CR 可 移动 而 组 成 一 个 可 以 计算 其 面 
积 的 三 角形 ,这 样 便 可 求 出 比例 六 


如 图 1 - 13, 平 移 线 段 CR 至 CA 处 , 则 得 平行 四 边 形 ARCC . 如 果 连 结 
PC ,县 有 PC 二 BQ 便 可 达到 初步 目标 . 事实 上 , 连 CQ 在 ACCQ 和 和 AABC 
中 , 令 BC=a,AC=b,AB=c, 由 CQ=1b,CC =AR=t AQCC 一 CAB, 知 人 CCQcAABC. 

因此 ,CQ=ia,; 即 CQ=PB. 

又 由 三 角形 相似 ,有 人 CCQ= 人 人 ABP, 则 CQ/N PB. 

于 是 , 知 BPC Q 为 平行 四 边 形 . 故 有 CP 二 QB. 

因此 ,以 AP、BQ.CR 为 三 边 的 三 角形 是 人 APC . 

从 而 ,KK 一 Shape 一 SA4ABC 十 OAac 一 SAaBp 一 9ARC 


=L 十 See 一 Sup 一 本 (1 一 Da es 1c * Sin(x—B) 


二 上 十 tL 一 tL 一 t(1—2)L. 
=(f t+1)L. 
故 ”六 = 一 :十 1 为 所 求 
例 27 (2004 年 第 33 届 美 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 a、b.c 为 正 实数 ,证 明 .: 
(C3) 十 3) Cc 二 T+3) 之 (at+btc) 
分 析 “和 欲 证 不 等 式 左边 的 三 个 因 式 ,每 一 个 均 是 关于 一 个 宇 母 独立 的 形式 相同 的 因 式 , 且 字 和 母 
的 次 数 较 高 ,这 使 我 们 感觉 到 :可 先 单独 考察 一 个 因 式 , 且 应 关注 减 小 目标 和 变更 问题 的 探索 方法 的 
运用 , 即 若 能 找到 某 一 个 其 值 小 于 这 个 5 次 式 的 3 次 式 , 来 变更 这 个 不 等 式 . 我 们 试 试 看 能 否 成 功 ， 
还 会 遇 到 什么 挫折 ? 
证 明 注意 到 a 二 0, 有 
(一 a 二 3) 一 (a 十 2) 二 ”一 a 一 a 十 1 
=a’(a Cm—1)—(a—1)=(a’—1)(a’—1) 
一 (a 一 1)?(a 十 1)(a’ 十 < 十 1 之 0. 

所 以 a 一 a’ 十 3 之 a’ 十 2. 

同 理 一 太 十 3 宇 访 十 2,0 中 一 0 十 3 之 0 十 2. 


Eg 


图 1-13 


从 而 ,只 需 证 明 ( 十 2) 《十 2)(C 十 2) 之 (a 十 6 十 c) (x) 
为 证 ( x ) 式 ,我 们 可 考虑 更 一 般 的 结论 :对 任意 正 实数 Xi sy; ,Zi(1=1,2,3). 均 有 
(Zi 十 入 十 Zi ) (7? 十 yz 十 zz ) (x3 十 3 十 下) 之 ( vv YiZa3 十 y Vy1 VY2 3 十 Y 2] 2 之 3 ) (XX) 


- : 1 村 ?，、 机 
- 和 和 “下 
. 本 | 二 . 
" | “rr J 
， . pp 国 四 


EE 


事实 上 ,二 V Tl X27 
wv 人 十 V1 十 之 I " 十 zo ) (Xs 2 十 之 3) 


A Ty Te Nz re +zs NV TT 十 zs3 


污 ] 


< 一 二 ee _ ~ ~ 
人 3 (= 十 yi 十 之 ] 元 下 二 之 + 二 十 之 3 ) 


同 理 : Vv y1 y2 W3 
Ci) 
3 XIITz ZX 二 Tz Xs 十 Ya 十 之 3 
Vy 之 1 之 2 之 3 
Vr ty ta) Cr ty Te) (rs ty zs) 


] ZI1 十 之 2 之 3 


< 一 (一 > 3 
3 村 ] 十 1 十 之 Z2 十 好 十 2 二 六 干 六) 
上 述 三 式 相 加 , 取 x 一 a ,yi 二 zi 二 1; 二 妨 ,Xi 一 避 一 1;z3 二 0 ,Xa 二 yy 一 1, 即 证 得 (x ) 式 成 


从 而 , 原 不 等 式 成 立 . 
注 对 于 (*) 式 ,也 可 以 直接 运用 卡尔 松 不 等 式 ( 即 nxXm 非 负 实 数 矩 阵 中 ,m 列 每 列 元 素 之 和 
” 1 1 
的 几何 平均 值 不 小 于 矩阵 中 行 每 行 元 素 的 几何 平均 值 之 和 ) 即 证 . 构造 矩阵 | bi 
1] 1 oe 


应 用 卡 


尔 松 不 等 式 , 即 得 ( x ) 式 . 

以 上 ,我 们 从 十 个 方面 ,简介 了 探索 法 的 一 些 规律 . 从 列举 的 例子 中 ,也 可 以 看 到 ;在 探索 中 常会 
遇 到 一 些 挫折 ,但 这 种 情况 不 一 定 有 害 . 因为 ,这 便于 我 们 总 结 经 验 教训 ,权衡 利 六 ,保留 成 功 的 部 
分 ,修正 失败 的 部 分 ,这 正 是 通 加 成 功 的 必由之路 . 有 些 挫 折 , 也 许 正 反 映 了 解 题 者 知识 结构 方面 的 
缺陷 , 它 可 以 催 人 否 发 ,去 攀登 新 的 高 峰 . 


从 广义 上 说 ,一 切 解 题 的 方法 都 可 以 说 是 探索 法 . 但 从 思维 、 思 路 ,操作 等 各 个 不 同 层面 考虑 的 


侧重 点 不 同 又 可 有 各 种 称呼 的 解 题 方法 . 这 就 是 我 们 在 后 面 各 章 所 介绍 的 一 些 解 题 方法 . 


【 解 题 尝试 】 
A 组 
1. (2000 年 河北 省 竞赛 题 ) 当 0<z 委 1 时 ,下 列 不 等 式 正 确 的 是 ( ” ). 
A. Sinr (Sinz)z<<Sinz B, (IE) < 
a ya x x 
C (Sm < < SInx D Sinz <) 一 Sm 


2.(2001 年 湖南 省 竞赛 题 ) 若 log, <1, 则 的 取 值 范围 是 ( 。 ) 


i 
3 ™ ， 
由 


解 题 金 钥匙 系列 alee ‘SG 


上 账 泽 五 避 。 漆 府 世 季 克 纺 0O 


“也 洪 枚 坦 秒 币 区 O 


志 


B. o> 二 上 且 4 天 | 


C <a<l D 0<<a< 广 或 a>1 


3. 《2001 年 湖南 省 竞赛 题 ) 正 方 体 ABCD 一 Al1B1CID; 中 ,EE 为 AiA 的 三 等 分 点 ,FF 为 C1,C 的 三 等 分 
太 ,AE 二 2A1E,CFP 二 2C1F. 过 BE、F 作 正方 体 的 截面 .下列 所 示 的 截面 在 相应 面 上 的 投影 图 中 ， 
错误 的 是 ( ). 


人 RAR TAR 


4. 《2002 年 安徽 省 竞赛 题 ) 一 个 三 棱锥 的 三 个 侧面 中 有 两 个 是 等 腰 直 角 三 角形 , 另 一 个 是 边 长 为 1 
的 正三 角形 ,那么 ,这 个 三 棱锥 的 体积 大 小 ( ) 
A. 有 惟一 确定 的 值 B. 有 2 个 不 同 值 
C. 有 3 个 不 同 值 ID) 有 3 个 以 上 不 同 值 

5. (2003 年 山东 省 竞赛 题 ) 已 知 a.p 均 为 锐角 ,cos(a 十 月 二 一 . 若 设 sin8 二 x ,cosa 二 y, 则 y 与 x 的 


绥 数 关系 式 为 ( ). 


D 
A 


心 潍 五 虱 


A. y= 一 三 VI 十 言 z(0<xr<D) HB y= 一 让 VI 十 计 z( 生 一 7<]) 
、 4 了 3 4 4 > 3 
C. y= Vv 1—zx sr(s rl) 1), y》 二 一 V l—x 一 下 TO< TS]1) 


6. (2003 年 山东 省 竞赛 题 ) 设 等 差 数 列 的 前 四 项 的 和 为 26 ,后 四 项 的 和 为 110 ,这 个 数列 的 所 有 各 项 
的 和 为 187. 那么 ,这 个 数列 的 项 数 是 ( ) 
A. 11 B. 22 C. 8 D. 16 


7. 已 知 r\y\z 为 互 不 相等 的 实数 ,是 z 十 二 一? 十 过 一 z 十 二 ,求证 :zz 区 共 一 1 


8. (第 31 届 IMO 国家 集训 队 试 题 ) 实 数 x、y、z 满足 x 十 y 一 z 一 1 
xy 一 z 一 ?7z 十 14 
问世 十 y 的 最 大 值 是 什么 ? 在 z 为 何 值 时 x 十 y 取 最 大 值 ? 
9. (2003 年 安徽 省 竞赛 题 ) 设 a€E R, 沙 数 f(x)==ax: 十 x 一 a(|x| 志 1). 


(01) 车 la| 志 1, 求 证 :| f(z)| 志 之 ， 


OO 


(2) 求 使 函数 f(z) 有 最 大 值 攻 的 a 的 值 
10. 已 知 函 数 f(x) 二 x 十 x 一 2. 
(1) 试 求 滑 数 g(7) 一 | 汪 丰 人 台 的 解析 式 ; 
(2) 车 a>0 时 ,直线 y=ar 十 b 与 曲线 y=g(x) 交 于 三 个 不 同 的 点 , 试 确定 a 与 6 的 关系 式 ,并 男 


fd 


Dw 


CA 


pp 


图 表示 以 a. 为 坐标 的 点 (a,5) 所 在 的 区 域 . 


B 组 


.( 第 28 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 设 cc 为 正 数 , 有 a 十 8 十 c=3. 证 明 ;Ya 十 V6 十 Yc 之 ab 十 bc 十 


Cu. 


.第 29 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 数 集 M 由 2003 个 不 同 的 数组 成 ,对 于 M 中 任何 两 个 不 同 的 元 


素 a.b, 数 w? 十 bY2 都 是 有 理 数 . 证 明 : 对 于 M 中 任何 数 a, 数 a V2 都 是 有 理 数 . 


.〈 同 上 )@O 和 Os 相交 于 点 A、B, 过 点 和 A 所作 的 两 圆 的 切线 分 别 与 BO; 和 BC 相交 于 所 于 和 


L. 证 明 :;KL//OO,. 


.《〈 第 28 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 试 求 出 具有 如 下 性 质 的 最 小 的 正 整数 : 它 可 以 表示 为 2002 个 各 


位 数字 和 相等 的 正 整数 之 和 ,又 可 以 表示 为 2003 个 各 位 数字 之 和 相等 的 正 整数 之 和 . 


. (第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 设 a.b、c 为 三 个 不 同 的 实数 ,使 得 方程 十 az 十 1 二 0 和 去 十 


bx 十 c 二 0 有 一 个 相同 的 实 根 ,并 上 且 使 方程 x 十 x 十 a 二 0 和 十 cx 十 6 二 0 也 有 一 个 相同 的 实 根 . 
试 求 a 十 b 十 cc 


.( 第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 设 锐角 三 角形 ABC 的 外 接 圆 o 的 圆心 为 0. 经 过 A.OC 三 扣 


的 圆 w 的 圆心 为 K, 且 与 边 AB 和 BC 分 别 相交 于 M 和 NN, 现 知 点 上 L 与 K 关于 直线 MN 对 称 .证 
明 ,BL | AC. 


. (2002, 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 (地 区 级 ) 题 ) 设 EF 是 坊 ABCD 的 边 AD、CD 上 的 扩 ， 


AEB 一 AFB 二 90°,EG/ AB, 晶 EG 与 BF 交 于 点 G. 奉 AF 交 BE 于 上 扩 日 ,DH 交 BC 于 点 1， 
证 明 .FILGH. 


. (2002, 保 加 亚 利 国家 数学 奥林匹克 (地 区 级 ) 题 ) 定 圆 上 两 定点 A、B 及 动 点 C 构成 的 人 ABC 是 镜 


角 三 角形 ,AB 的 中 点 M 在 边 AC .BC 上 的 投影 分 别 为 点 EE、 下 证明:EF 的 中 垂 线 经 过 一 定点 . 


.( 第 19 届 希 腊 数 学 奥林匹克 题 ) 设 实数 a.B.7Y 满 足 By#0, 且 1 >0. 证 明 :10(x 十 B 十 YY 一 BY ) 之 


PY 
2a0 十 5ay 


10. (希腊 第 43 届 IMO 选拔 考试 题 ) 设 +、y.a 是 实数 ,有 满足 xz 十 y= 地 十 六 二 十 六 二 a. 求 a 的 所 


有 可 能 的 值 . 


11. (第 52 届 白 俄罗斯 数学 奥林匹克 (决赛 已 类 ) 题 ) 已 和 正 实数 a、b、c、d. 求 证: 


Vilatcy FoOrda < Vatp+ vetad 


2lad~bc| | 
aT TOTa i de 
(a 二 oo) 二 (5+ad) 


12. (第 53 届 罗 马 尼 亚 数学 奥林匹克 (决赛 ) 题 ) 对 所 有 非 负 整数 z、y, 求 所 有 函数 f:N->N, 满 足 f 


(3Xx 十 2y) 二 f(x) f(y) 其 中 人 为 非 负 整数 集 ， 


= i 
人 


沿 | 和 公明 罗 、 
VA 


- 主 加 -号 融 。 党 冰 秽 浊 除 证 汶 O 〇 


。 半 漆 使 贡生 精细 O 


芋 涨 乓 二 
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其 


第 2 蔓 化 归 法 


【学 习 目 标 ) 

前 苏联 莫斯科 大 学 教授 C。A' 雅 诺 夫 斯 卡 娅 曾 说 过 : 解 题 就 是 把 题 归 结 为 已 经 解 过 的 题 . ”这 
就 是 说 ,我 们 在 求解 数学 问题 时 ,在 充分 搜集 题 设 信息 的 基础 上 ,进行 一 系列 的 加 工 处 理 , 并 不 断 地 
变换 输出 ,一些 步 地 推 滨 ,最 后 使 条 件 和 目标 建立 起 和 谐 的 联系 而 获得 问题 的 解决 ,但 这 种 加 工 的 方 
法 或 变换 的 手段 中 ,化 归 法 占据 春 极为 重要 的 地 位 ， 

化 归 法 也 是 数学 家 处 理 问 题 的 一 种 独特 的 思维 方法 . 匈牙利 数学 家 罗 莎 ， 彼 得 (Rosza Peter) 曾 
对 此 作 过 十 分 生动 形象 的 描述 “假设 在 你 面前 有 煤气 灶 、. 水 龙头 .水 过 和 火柴 ,现在 的 任务 是 要 九 
水 ,你 应 当 怎 样 去 做 ?问题 很 简单 , 谁 都 知道 先 在 水 壶 中 关上 水 ,点燃 煤 气 ,再 把 水 谈 放 到 煤气 灶 
上 . "接着 , 罗 莎 又 提出 第 二 个 问题 ”假设 所 有 的 条 件 都 和 原来 一 样 , 只 是 水 壶 中 已 有 了 足够 的 水 ,这 
时 ,你 又 应 该 怎样 去 做 ?对 于 这 一 问题 ,人 们 往往 会 回答 说 :点 燃 煤 气 , 再 把 水 赦 放 到 煤气 灶 上 .“ 但 
是 , 罗 范 认为 这 并 不 是 最 好 的 回答 ,因为 "只 有 物理 学 家 才 会 这 样 做 , 而 数学 家 则 会 倒 去 壶 中 的 水 ”， 
并 且 声 称 “ 我 已 把 后 一 问题 化 归 成 先前 的 问题 了 .” 

罗 荡 的 比喻 固然 有 点 夸张 ,但 却 道 出 了 化 归 法 的 基本 特征 :在 解决 一 个 问题 时 ,人 们 的 眼光 并 不 
落 在 问题 的 结论 上 ,而 是 去 寻 更 .追溯 一 些 已 知 的 结果 ,尽管 向 前 走 几 步 也 许 能 达到 目的 ,但 我 们 也 
情愿 退 - 一 步 回 到 熟悉 的 、 原 来 已 知 的 问题 上 去 . 化 归 法 解 题 的 基本 过 程 如 下 : 


困难 容易 


数学 竞赛 中 的 问题 ,基本 上 都 是 一 些 新 间 题 . 在 求解 这 些 新 问题 时 ,我 们 应 在 对 问题 作 细致 观察 
的 基础 上 ,展开 丰富 的 联想 (譬如 接近 联想 、 类 似 联想 ,对 比 联 想 , 关 系 联想 ,特征 联想 等 ) ,以 求 唤起 
对 有 关 旧 知识 的 回忆 ,开启 思维 的 大 门 , 侧 重 于 顺利 地 借助 旧 知 识 . 旧 经 验 来 解决 面临 的 新 问题 的 解 
题 方法 ,我 们 称 之 为 “化 归 法 ”. 


【 解 题 钥匙 

化 归 法 的 应 用 十 分 广泛 ,采用 的 方式 也 各 种 各 样 . 在 这 里 ,我们 从 思维 的 角度 介绍 化 归 法 运用 的 
四 种 形式 . 

1. 横 回 化 归 

横 化 化 归 就 是 通过 对 问题 的 有 关 量 进行 代 搞 或 转换 、 等 价 变换 论题 或 运用 同 构 变换 等 手法 将 生 
足 、 复 杂 、 困 难 的 问题 化 归 为 熟悉 ,简单 .容易 的 问题 来 达到 简捷 求解 目的 . 


例 1 〈2004 年 全 国 高 中 联赛 三) 不 等 式 Vicgsz 一 1 十 方 log} 也 十 2>0 的 解 集 为 ( 。 ). 


A. [2,3) B. (2,3) C. [2,4) D. (2,4] 解 
Viogzz 一 一方 logzx 十 分 十 方 之 0 人 
解 站 IN 外 
log: xz 一 1 之 0， 
是 
:一 六 刀 十 广 广 一 0， 系 
设 Visgzz1 一 +. 则 有 | 
解 得 0 过: 二 1, 即 0 过 logs x 一 1 过 1. 所 以 
2 二 TT< 之 4 数 
例 2 〈2000 年 河北 省 竞赛 题 ) 当 4 二 1 时 ， ,车 不 等 式 -十 gr 十 直 之 二 (logsniz 一 | 学 
jog.z 十 1) 对 于 不 小 于 2 的 正 整 数 n 恒 成 立 , 则 之 的 范围 是 ( ). 
A. 2<+<< 生 B. 0<z<1 C.0<zx<4 D, x>1 
解 ” 选 DD. 理由 :将 原 不 等 式 化 归 为 简单 的 不 等 式 形式 . 设 /(n)= 一 十 二 5 十 十 二 于; 则 
jn 上 +D= Am 十 元 和 十 下 3 一半 一 疙 DO 十 一 m3> fn). 
所 以 , Fa) 为 增 图 数 , 故 f(D) 之 f(2)== 古 . 
人 


(logs+17— logz 十 D)< 了 5 3» Bh log 11X< logsx. 


由 于 a>>1, 从 而 xz 守 1. 

例 3 (2002 年 湖南 省 竞赛 题 ) 设 长 方 体 的 长 . 宽 、 高 分 别 为 a.b、c, 其 对 和 角 线 长 为 L. 试 证 : 
(al) 12a be, 

证 了 明 ” 原 不 等 式 等 价 于 

(三 一 D( 千 一 D( 夺 一 D>512. 


设 x 一 每 ,y= 与,z== 与 , 则 z 十 yz=1, 且 原 不 等 式 可 化 归 为 


l ] l 
1 ， 局 一 z)4L 十 z) (yy 十 z)(X 十 y 十 z 十 ) 
由 于 一 1 72 2 


~ V yzZ(2T 十 2 V yz) 
一 人 2 
净 


~< Vyz* 4 VY Vyz 8 VT 之 
其 中 ,等 号 当 且 仅 当 z=y 一 zx 时 取得 . 


谋 六 后 陨 。 兰 凑 库 二 取 商 区 O 


以 上 三 式 相 乘 , 即 证 得 原 不 等 式 成 立 . 

例 4 (第 53 届 罗马 尼 亚 数学 奥林匹克 (决赛 )) 求 所 有 实数 a、b、c.d、eE[L 一 2,2j, 使 得 

4& 十 8 十 c 十 & 十 e 王 0,4 十 下 十 十 十 一 0 十 让 十 中 十 看 十 ”二 10. 

解 ” 进 行 变 元 代 换 化 归 , 设 4 一 2cosr,6 二 2cosy, c= 二 2coszd 一 2cost,e 一 2cosu, 由 于 2cos5z 一 


(2cosz) 六 一 5(2cosz) 十 5(2cosz) 一 忆 一 5d 十 5a, 所 以 , 记 闷 表示 循环 和 时 ， 


>)2cos5xz 一 2 一 52103 十 5204 一 10, 即 ”2cos57x 一 5. 
从 而 ,cos5r 一 cos5y 一 cos5z 一 cos5t 一 cosS5U 一 1. 
由 cos5T 二 1, 得 5x 二 2k7,kED. 


因为 cos0 二 1] ,cos 2 , COS +l ,所 以 ,acsdeE (2,81,— +l), 


自习 a 一 0 知 这 5 个 数 一 定 是 1 个 2,2 个 ,2 个 一 于 


如 上 的 a.b.c.d.e 满 足 a; 二 0， 
例 5 (2002 年 罗马 尼 亚 为 IJMO 和 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 选拔 考试 供 题 (第 二 轮 )) 在 一 次 国 


际会 议 上 ,有 四 种 官方 语言 . 任意 两 名 会 议 代表 可 以 用 这 四 种 语言 之 一 进行 讨论 .证 明 : 至 少 有 60 色 
的 会 议 代 表 能 讲 同 一 种 声言 . 


证 明 将 问题 化 妇 : 假 设 这 四 种 语言 分 别 为 1,2,3,4. 
(1) 若 存在 一 名 会 议 代 表 只 会 一 种 语言 , 则 显然 其 他 代表 均 会 这 种 辜 吝 . 
(2) 每 名 会 议 代表 至 少 会 两 种 语言 , 且 只 讲 两 种 语言 的 代表 中 没有 公共 语言 . 因此 ,对 称 地 将 会 


议 代 表 分 成 如 下 的 8 类， 


(1 9 2) 9 (1 ， 3) | (2 9 3) ,Cl] 9 2 9 3) by (1 9 2 ke 4) bb 
(1,3,4),(2,3,4),(1,2,3,4). 
如 果 能 讲 语言 1,2,3 的 会 议 代表 少 于 60% ,用 zi… 表示 会 讲 语言 i,j… 的 会 议 代 表 的 数 日 , 则 有 


3 
1l2 十 X13 十 X123 十 124 十 X134 十 革 1234 < 2 -和 
于 
3 
X12 十.T23 十 X123 十 124 十 .234 十 T1234 一 三 之 ， i 9 
jp 


X13 十 XTX23 十 X123 十 X134 十 234 十 工 1234 一 二 2 i 
je 
以 上 三 式 相 加 得 
2 > Ti 十 123 二 T1234 < 二 2 省 了 
7 ij 


即 到 2 Ti 二 T123 二]1234 << 0U， 
矛盾 . 


(3) 每 名 会 议 代 表 至 少 会 两 种 语言 ,只 讲 两 种 语言 的 代表 中 有 一 种 语言 是 公共 的 . 类 似 地 ,将 会 


六 三 考 ， 


议 代 表 分 成 如 下 的 8 类 ， 
(1,2),(1,3),(1,4),(1,2,3),(1,2,4), 
(1,3,4),(2,3,4),(1,2,3,4). 

若 结 论 不 成 立 , 则 有 


3 
X12 十 TC13 十 XTi4 十 X123 十 X124 十 X134 十 工 1234 < 下 2 过 证 
六 六 
3 
X12 二 X123 十 TX124 十 .234 十 T1234 ~ 2 i 
jj 
3 
Tl3 十 人 X123 十 区 134 十 立 234 十 1234 ~ 2, i 
iyj ee 


X14 十 廊 124 十 X134 十 Tz234 十 X1234 < Dr ， 

将 第 一 个 不 等 式 乘 2 再 与 其 他 不 等 式 相 加 ,得 

3(T12 十 X13 十 X10) 十 4(riz3 十 wl24 十 34) 十 3zza4 十 5T1234 3 Ty ， 
即 ”2 十 Zi 十 Za 十 27z1234<0. 
矛盾 . 

2. 纵 回 化 归 

纵向 化 归 是 把 面临 的 新 间 题 ,通过 减 元 ( 消 元 ) .降格 (或 降 次 、 降 维 、 降 价 ) 等 加 工 的 方法 或 手段 
化 归 为 已 经 解决 了 的 问题 ,或 是 化 归 为 熟悉 的 .简单 的 .特殊 的 .有 具体 的 问题 ,通过 对 新 问题 的 解决 而 
将 原 问 题解 决 . 


™w 


解 题 金 铀 是 系 列 ahem va 


例 6 (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 高 为 8 的 圆 台 内 有 一 个 半径 为 2 的 球 O , 球 心 CQ 在 圆 台 的 轴 


上 , 球 O, 与 圆 台 上 底面 .侧面 都 相 切 . 圆 台 内 可 再 放 和 人 一 个 半径 为 3 的 球 ,使 得 球 QO 与 球 CO 图 
台 的 下 底面 及 侧面 都 只 有 一 个 公共 点 . 除 球 Cs , 圆 台 内 最 多 还 能 放 人 半径 为 3 的 球 的 个 数 是 (。 ). 
A.1 B. 2 C. 3 D. 
解 ” 选 B. 理由 :进行 降 维 化 归 , 作 过 O: 的 圆 台 的 轴 截 面 ,如 图 2- 1(1), 下 作 过 O; 与 贺 台 的 轴 
垂直 的 截面 ,过 截面 与 圆 台 的 轴 交 于 圆 0, 如 图 2- 1(2). 


这 个 问题 等 价 于 : 连 以 O 为 圆心 ,4 为 半径 的 圆 上 , 除 C 外 最 多 还 可 放 几 个 扩 , 使 这 些 点 及 (人 


为 圆心 ,3 为 半径 的 圆 彼此 至 多 有 一 个 公共 点 .由 图 2- 1(1), 知 sin45"<sing= 闻 <sin60”， 从 而 45" 一 


六 潍 五 世 。 冯 湛 府 注入 何 惟 OO 


主演 共 副 。 泽 洪 何 浊 取 唐 沪 0 


与 莫 经 典 


A 


0 一 60* ,所 以 最 多 还 可 以 放 入 [399-] 一 1 一 3 一 1 一 2? 个 点 ,满足 上 述 要求 , 即 圆 台 内 最 多 还 可 以 放 人 入 半 


径 为 3 的 球 2 个 . 

例 7 (2003 年 安徽 省 竞赛 题 ) 曲线 2z2 一 zy 一 光一 zx 一 27y 一 1=0 和 3z2 一 4zy 十 光一 3z 十 y 一 0 
的 交点 有 ( “) 个 . 

A.2 B. 3 C.4 D. 无 穷 多 

解 ” 选 D. 理 由 :进行 降格 化 归 , 由 27x 一 xy 一 一 x 一 2y 一 1 二 0 有 (2z 十 y 十 1)(z 一 2 一 1 二 0, 部 
由 此 曲线 退化 为 两 条 直线 2r 十 > 十 1 一 0 或 一 y 一 1 一 0 由 3z? 一 4xy 十 一 3X 十 y 二 0 有 (3z 一 3) 
(x 一 y 一 1) 二 0, 即 此 曲线 退化 为 两 条 直线 3z 一 > 一 0 或 zx 一 > 一 1 一 0. 而 两 曲线 退化 的 直线 中 有 一 对 
直线 重合 , 故 两 曲线 有 无 穷 多 个 公共 点 . 

例 8 (2003 ae rx、y、z 均 取 正 实数 ,日 x 十 y 十 z 二 1, 求 三 元 晴 数 
后 十字 入 十 学- 六 的 最 小 值 ,并 给 出 证 明 
解 ” 由 于 三 元 涵 数 式 中 的 三 个 分 式 函 数 都 是 独立 变 元 式 , 且 分 子 分 母 均 含有 2 次 变 元 ,进行 降 


次 化 归 ,为 此 ,我 们 先 来 考察 函数 g(D) 一 工 上 ,可 知 gC) 为 奇 函 数 .由 于 当 :>0 时 ,地 十 :在 (0,1) 内 


f(r,y12) = 


递减 , 易 知 g(t) = ] 在 (0,1) 内 递增 ,而 对 于 fi ,ts E(0,1)H t= 时 ,有 


tt 
(t1—t2) g(t)— g(t;) |>0. (x) 


所 以 ,对 任意 TE 0 


lx i 
a 一 这 
帮 洒 二 -2 > 所 (3z 1). 
3 yy 3 33 
同 理 ， 1 十 区 > (3y 1 );，; 1 十 zx 2 > (3z— ] )， 
A 有 
f(r, yz2) = 十 3 六 一 > 二 32 一 3 [3(x+ y+z)—3]=0. 


下 1 十 交 1 十 2 之 10 

当 zr 二 y=z 一 计时 ,f(x,y,2) 二 0, 获 所 求 最 小 值 为 0. 
注 ”利用 函数 的 单调 性 作出 形 如 因 式 的 不 等 式 , 是 证 明 不 等 式 及 求 其 些 最 值 的 一 种 重要 方法 ， 
ZX 十 y 十 2 一 3xYy， 


例 9 (2003 年 保加利亚 国家 数 半生 林 下 克 且 ) 玉 各 组 | 十 十 二 3X%， 
三 十 风 十 一 3 


OOO 


的 实数 解 组 的 个 数 . 
解 ” 这 是 三 元 三 次 方程 组 ,进行 减 元 降 次 化 归 求 解 . 
显然 ， 当 y 三 0 时 ， 由 也 得 太一 一 xz, 皇 由 人 推出 并 一 之 一 必 ， 于 是 ,三 元 组 (0,0,0) 满 足 方程 组 . 


设 y 关 0, 令 oa 一 了 b= 于 是 , 原 方程 组 化 为 


30 


解 题 金 铀 是 系 列 


la 二 b= 3ay, 
{ie +b 二 3ab， 用 -2 替换 y, 可 得 
y(l 二 a 二 8 )=36. 
(1 十 < 十 2 人 (1 十 性 十 要) 一 9ap， 
1+a? 十 b? 二 3ab. 
取 w= 二 a 十 56,v 二 ab, 可 得 
(1+w (lw — 3uv) 一 97， 
lu —2v= 3v. 


因此 ,v= 和 于 是 ， 


0 二 wi 十 丰 一 6w 十 wu 一 2 二 (4 一 2)(w 十 32 十 1). 

当 w 一 2 时 ,可 推出 v= 二 1, 即 有 a= 二 b=1. 

于 是 得 到 一 组 解 (z,y,z) 一 (1,1,1). 

冉 考虑 图 数 用) 二 丰 十 3 十 1, 当 ww 一 一 2 时 ,取得 局 部 最 大 值 ; 当 x=0 时 ,取得 局 部 最 小 值 . 
由 于 0) 王 1>0, 方 程 f(w) = 二 0 有 惟一 的 实 根 w ,其 中 ww 二 一 2. 于 是 


,+1_ 三 一 4 


2 wT—4 
us —4 5 E 放 0. 从 而 ， 


一 一 一 一 


a 十 6 二 wo 
方程 组 \, us 十 1 有 两 组 解 . 
9 


因此 ,我 们 得 到 了 给 定 方程 组 的 另外 两 组 解 . 故 所 给 方程 组 共有 4 组 实数 解 . 

3. 同 向 化 归 

同 向 化 归 就 是 把 面临 的 新 闻 题 进行 命题 分 割 成 分 解 ,化 归 为 某 一 (或 几 ) 个 可 简捷 求解 的 子 问 
题 , 通 过 解决 这 一 (或 几 ) 个 子 问题 ,从 而 也 就 可 解决 所 有 子 问 题 ;或 者 在 推演 中 ,进行 同 理 推导 , 同 解 
变形 化 简 等 . 这 种 化 归 就 是 在 同一 层次 上 “平行 转化 ”. 

例 10 (1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 正方 体 的 8 个 顶点 ,12 条 楼 的 中 点 ,6 个 面 的 中 心 及 正方 体 
的 中 心 共 27 个 点 中 , 共 线 的 三 点 组 的 个 数 是 { ). 

A. 57 B. 49 C. 43 D. 37 


解 选 B. 理由 :进行 情形 分 割 化 归 . 两 端 皆 为 顶点 的 共 线 三 点 组 共有 二 28( 个 ); 两 端 皆 为 


面 的 中 心 的 共 线 三 点 组 共有 2 二 3( 个 ); 两 端点 各 为 各 楼 中 点 的 共 线 三 点 组 共有 -2 二 18( 个 )， 
2 2 


日 没有 别 的 类 型 的 共 线 三 点 组 ,所 以 总 共有 28 十 3 十 18 二 49 个 共 线 的 三 点 组 . 

例 11 (1981 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 给 出 长 方 体 ABCD 一 AB'C'D', 下 列 12 条 直线 :AB’ 、BA'、 
CD .DC .4AD .DA’ .BC .CB’ .AC.A'C’' .BD、B'D' 中 有 多少 对 异 面 直线 ? ( ). 

A. 30 对 B. 60 对 C. 24 对 D. 48 对 

解 ” 选 A. 理由 :进行 分 解 化 归 , 所 给 12 条 直线 都 为 长 方 体 ABCD 一 A'B'C’D' 各 侧面 上 的 对 角 
线 . 先 考虑 直线 AB ,与 它 相交 的 对 角 线 有 A4AC.AD 、B'D'、B'C .A'B ,与 它 平行 的 对 角 线 有 DC ,所 以 
与 AB 异 面 的 对 角 线 共有 5 条 :CD'、A'C’、BD、BC .A'D. 同样 地 ,对 于 长 方 体 侧面 上 的 每 条 对 角 线 ， 
都 有 另 五 个 侧面 上 的 5 条 对 角 线 与 它 异 面 . 这 样 ,12 条 侧面 对 角 线 将 形成 60 对 异 面 直线 组 (有 重复 


“ . 1 '. 
. 的 “ 
- 量 呈 和 和 
ns 1 
站 nm 
了 ， 
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的 计算 ). 但 在 上 述 计数 中 ,每 对 异 面 直线 都 计算 了 两 次 (相互 计算 一 次 ), 因 此 ,只 有 30 对 异 面 直 线 . 


例 12 (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 用 电阻 值 分 别 为 ar az .as .aa 、 
as ai (a 之 Q2 之 Qs 之 qt 之 as 这 ae) 的 电阻 组 装 成 一 个 如 图 2- 2 的 组 件 ， 
在 组 装 中 应 如 何 选 取 电 阻 ,才能 使 该 组 件 总 电 姐 值 最 小 ?证 明 你 的 结 


论 . 

解 设 0 个 电阻 的 组 件 , 如 图 2-3 的 总 电阻 为 下 Fr， 当 KK; 一 Gi 一 
2,3,4,5,6,， ,ki 是 Ul ,U2 的 任意 排列 时 ,Ra 最 小 . 

证 明 如 下 : 


(1) 设 当 两 个 电阻 Ri .Rs 并 联 时 ,所 得 组 件 阻 值 为 R. 则 去 = 起 十 


芋 沪 重 醒 。 沁 漆 谋 汗 取 简 水 0 


起 . 故 交 换 二 电阻 的 位 置 ,不 改变 尺 值 , 且 当 R 或 R 变 小 时 ,R 也 减 
小 ,因此 不 妨 取 民 > 及，. 
(2) 设 3 个 电阻 的 组 件 如 图 2-4 的 总 电阻 为 Ras ,有 
RR 


R, 
Rap RR, 十 RR， kK; A B 


_h kk, 十 Rl Kk; + | 
Ri FR 2 


显然 ,Ri 十 Rz 越 大 ,Ra 越 小 . 所 以 ,为 使 Ra 最 小 ,必须 取 Rs 为 所 取 三 个 电阻 中 阻 值 最 小 的 一 


个 
1~. 
(3) 设 4 个 电阻 的 组 件 如 图 2 - 5 的 总 电阻 为 Ra ,有 人 Rp 
A 了 
1 ll ww 
Rw Rs R > > 
_kik, + RiRs RR RR tt kK 
hl RR t+ Rk Rt RR Rh 2—5 
奉 记 31 一 2 RK, ;2 一 2, RRKR, ; 则 S12 为 定 值 . 
1 1 
/ _ SK RR 
于 是 , Re 一 S, — RR . 
只 有 当 RR 最 小 ,RiR:Rs 最 大 时 ,Row 最 小 , 故 应 取 Ri 一 Rs ,Rs 一 Ra ,Rs 一 Ri, 妈 得 总 电阻 的 阻 
值 最 小 . 


(4) 对 于 图 2- 3, 把 由 Ri 、Rs Rs 组 成 的 组 件 用 等 效 电 阻 Rap 代 圭 . 要 使 Re 最 小 ,由 (3) 必 须 使 
Re 过 Rj; ; 且 应 (1) ,应 使 RE 最 小 .由 (2) 知 要 使 Re 最 小 ,必须 使 R; 二 RR , 是 应 使 Ro 最小. 

而 由 (3) ,要 使 Rp 最 小 ,应 使 RR; 二 R; 有 R 二 Rs<RRi. 

这 就 说 明 ,要 证 结论 成 立 . 

例 13 (1986 年 首届 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 四 边 形 PiP; PP 的 四 个 顶点 位 于 和 人 4BC 的 边 
上 .求证 :四 个 三 角形 人 PP P, 人 AP PP APP:P 以 及 人 PP:P 中 ,至 少 有 一 个 的 面积 不 大 于 
A 人 ABC 的 面积 的 1/4. 

证 朋 四边形 Pi P, P; 已 的 四 个 顶点 落 在 人 4BC 的 边 上 ,有 两 种 情形 ;如 图 2 - 6. 不 过 图 中 (2) 
可 以 化 归 到 图 中 (1) 的 情形 :去 掉 四 边 形 AP, PC, 即 把 A 移 到 Pi,C 移 到 P,, 便 得 到 . 此 时 ,人 ABC 
的 面积 还 减 小 了 ,从 而 只 有 顷 证 明 图 中 (1) 的 情形 即 可 . 
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与 更 丝 典 vy 
人 


C z 

Pp, O 

解 

题 

P, 金 

铀 

诈 

系 

A P Pp, 8B 列 

。 . 

(2) 高 

2-6 上 
(1) 当 PsP,//PiP; 时 ,车 P,P; 为 其 中 位 线 , 则 有 Sacpsr 一 地 Sanee ,而 学 


1 
SAP PasP, = SAcp, p, ; 故 AP Psps 一 才 DAABC. 


此 时 结论 成 立 . 
当 P;P 平移 到 P';P'， 时 ,人 A 人 PP3:P， 的 面积 不 增 , 即 


1 
SAPIP3P4 SA SAABC. 


] my， 
SAP, P,P TPsP*h, 
全 34 广 PaP 。 hh, 


了 了 Po 
开工 


Ah 
=4— 4(1 一 A)4 


(2) 当 PP 与 AB( 或 PiP) 不 平行 时 ,如 图 2-8, 过 PP 作 P,P';/ 
AB 交 PP 于 点 P, 则 PP 在 Pi、P; 之 间 ,P 到 PiPs 的 距离 介 于 Ps、P， 
到 PP 的 距离 之 间 ， 

则 Sapp,p, Smin{ Sap, Pp, » SAPsPIP, 上 

又 ”SApp,Pp, 委 Sep pp (了 在 线段 PiP ;上 )， 

从 而 ,mint SAP, P,P ， DAPi P3 P4 ;<IAPP, Ps < 地 SAABC. 

故 命题 获 证 . 

4. 刻 癌 化 归 

我 们 在 解决 数学 竞赛 时 ,一 般 是 按照 习惯 的 思维 途径 去 进行 思考 ， 
运用 习惯 的 化 归 方 法 去 转化 问题 . 但 按照 这 种 思考 方式 或 化 归 方 式 在 很 多 时 候 也 会 出 现 较 繁 或 较 难 
入 手 的 情形 ,或 出 现 一 些 逻 辑 上 的 困惑 . 这 时 ,从 辩证 思维 的 观点 出 发 ,从 问题 或 其 中 的 某 个 方面 的 


图 2-8 


。 沁 漆 斌 浊 庙 证 汶 O 


性 汛 执 吉 


多 


可 经典 


A 


另 一 面 入 手 进行 思考 ,例如 针对 常规 解法 ,针对 问题 条 件 、 结 论 程序、 推理 步骤 进行 逆向 化 归 , 采 取 
顺和 紧 则 道 、 正 难 则 反 的 适时 化 归 措 施 ,如 升格 ( 升 维 、 升 次 、 增 项 、 增 元 、 补 形 、 扩 域 等 )、 倒 推 , 反 求 , 举 
反例 、 反 证 等 等 . 

例 14 (1982 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 果 凸 nn 边 形 下 (n 宇 4) 的 所 有 对 角 线 都 相等 ,那么 ( ). 

A. FE ( 四边形) : 

B. FE {五 边 形 } 

C. FE 1 四边形 } 局 { 五 边 形 ) 

D. FE { 边 相 等 的 多 边 形 } UU {内角 相等 的 多 边 形 } 

解 ” 选 CC. 理由 :用 正 五 边 形 作 反例 可 否定 结论 A; 用 正方 
形 作 反例 可 否定 结论 B; 用 等 腰 梯 形 作 反 例 可 否定 结论 D. 因此 4， A 
正确 的 结论 只 能 是 C. 事实 上 ,如 果 要 从 正面 肯定 C 正确 , 尚 须 
证 明 ,”<6. 我 们 用 反 证 法 证 , 假设 mw<<6 不 成 立 , 则 ”之 6 成 立 ， 
即 存在 在 6 边 以 上 的 凸 多 边 形 , 它 的 所 有 对 角 线 都 相等 ,这 时 我 A 
们 选 AiA;A…A(n 宇 6) 这 个 是 多 边 形 的 边 上 AAA， 和 A; 和 A ， 如 图 2-—9 
图 2- 9. 连 AiA;、AA;, 则 AiA; 左 侧 有 顶点 Az ,AA; 右 侧 至 少 要 有 一 个 顶点 As ,换言之 ,AlA;、 
AAA， \ Ai: \ AAA， 都 是 凸 多 边 形 的 对 角 线 . AlA; 二 Al A = A,;A, = A,A, >AlAn 十 AsA, 一 AAA: 十 
A4A, ,但 由 四 边 形 性 质 ,A,A, 十 4:A,>AiA: 十 AAA ,得 出 矛盾 . 所 以 ,所 有 对 角 线 都 相等 的 凸 多 边 
形 的 边 数 不 能 之 6, 即 只 能 是 四 边 形 或 五 边 形 . 由 正方 形 及 正 五 边 形 为 例 表 明 , 所 有 对 角 线 相等 的 凸 
四 边 形 与 凸 五 边 形 是 存在 的 . 

例 15 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 四 面体 ABCD 中 , 设 4AB=1,CD=v3 ,直线 AB 与 CD 的 距 


离 为 2, 夹 角 为 地. 则 四 面体 ABCD 的 体积 等 于 ( _). 


V3 1 、 1 V3 
A. 了 BB. 人 (_. 3 1), 3 
解 ” 选 B 理由 ;进行 补 形 化 归 . 如 图 2-10, 过 C 作 CE 瘙 续 AB, 以 和信 CDE 为 底面 ,BC 为 侧 棱 作 


棱柱 ABF - ECD , 则 所 求 四 面体 的 体积 Vi 等 于 上 述 棱柱 体积 V; 的 
于 而 Spe = 三 CE . CDsin “ECD,AB 与 CD 的 公 垂 线 MN 就 是 楼 
柱 ABF 一 ECD 的 高 , 故 


TV = 三 MN .CE. CDsin 了 ECD= 六 


例 16 甲乙 、 丙 三 堆 棋 子 按 如 下 方式 挪动 : 先 从 甲 堆 中 取出 棋 C 
子 , 按 乙 、 丙 两 堆 中 的 棋子 数目 放 信 乙 、 丙 两 堆 ; 再 从 乙 堆 中 取出 棋子 ， 图 2- 10 
按 甲 两 两 堆 中 的 棋子 数目 放 人 甲 两 两 堆 ;: 最 后 从 两 堆 中 取出 棋子， 
按 甲 乙 两 堆 中 的 棋子 数目 放 入 甲乙 两 堆 . 经 过 这 样 挪 动 之 后 ,三 堆 棋 子 都 是 8 颗 , 问 各 堆 原 有 棋子 
多 少 颗 ? 

解 ”按照 挪动 顺序 求解 ,不 易 人 手 , 由 于 知道 三 堆 棋 子 挪动 后 最 终 都 是 8 颗 , 故 可 反 推 化 归 求 
解 ,列表 反 推 如 下 : 
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一 

ET 
EE 
EE 
om 


故 甲乙 .到 三 堆 原 有 棋子 分 别 为 13,7,4 颗 . 
例 17 (第 2 届 全 苏 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 数列 al ,az as ，…… 其 中 wa 一 1,az 一 al 十 二 an 一 


0 十 一 证 明 :14 二 aiw 二 18. 
1 


证 了 明 | 再 求 aio 的 范围 ， 站 a 的 一 般 范围 考虑 . 
当 展 1 时 ,一 (as 1 十 可 7 ] 十 2 十 一 一 2 ->1， 


从 而 路 一 ao 十 2 十 一 一 >a- 1 十 2， 


a 42412a 43. 
于 是 2< a 一 Qt- 1 二 3. 
即 有 2 一 oz 一 ax 1<<3， 

2< a —a’_2 < 了 3， 


2<a3 — as <3, 

2 一 性 一 < 一 3. 
将 上 述 n 一 1 个 不 等 式 相 加 ,得 
2(7—1)<ai—~a? 3(n~1). 
而 a 二 1, 有 2n 一 1<a:< 过 3n 一 2. 
即 V2n 一 1<Za, 达 V3n 一 2. 
故 当 n= 二 100 时 ,有 V199< 过 aiw 过 V298. 
从 而 14<aioo<18. 


例 18 (2002 年 罗马 尼 亚 为 IMO 和 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 选拔 考试 供 题 ( 第 三 轮 )) 设 整数 
1 闻 4,a ,a2 ，"…' yan 是 正 实数 ,使 得 ai 外 “十 一 1. 证明. 


1 n—1 Cn ， 
导 二 十 关上 十 “十 十- 克之 与 E (ai wail 十 az Was 十 … “十 Qn Va )’. 


证 阴 ”进行 这 样 的 逆向 化 归 : 对 欲 证 不 等 式 左 边 进行 等 价 变形 后 看 能 否 应 用 什么 不 等 式 得 出 与 
欲 证 不 等 式 右边 比较 接近 的 结 采 . 于 是 ， 


站 下 (Cauc ny 个 生 ， ,得 


(ai 十 az 十 … 十 av ) 
和 + 二 > 十 Tz 十 十 TZ， 


性 汶 拉 可 ， 尘 漆 雇 浊 和 髓 汕 区 o 


尊 溢 五 如 。 间 淋 府 济 除 订 莪 O 


奥赛 经 典 


- : 十 RE 于， 
区 人 解 题 金 钥匙 系列 


其 中 yl 92 9 Tn 为 任意 正 实数 . 从 而 ,有 


Ul 
a3 十 1 1 1 


. Qn 
-二 i 人 "Tg? Fas pr 


《al wal 十 aa Vaz 十 … 十 Q，wVa，)2 
之 ata5 -asas 十 … “十 asai 十 1 


因此 ,只 须 证 明 aifai 十 afaf 十 … 十 qsaf 志方 ;其 中 nt 宇 4， 有 at "+ 上 as =1. 
一 般 地 ,对 于 正 数 zz ,Ti, 当 nn 之 4, 且 诺 十 Tz 十 十 XT; 二 1 时 ,有 

Ti 十 Ti 十 … 十 ZoX1 所 六 

当 n 为 偶数 时 ,有 

TX2T XT 十 十 nT 人 (TI 十 Ta 十 十 X11) (Xz 十 XT4 十 :十 区 ) 志 地， 


4° 
当 ff 为 奇数 , 且 n 之 5 时 ,不 妨 假设 人 1 之 二?、 因为 T1Z2 TT TT Tl (zz + zs )》 十 《zz 十 3 ) 


-人 4 ,用 T1 9XT2 TT Ts Ta 9 Tn 代替 92 9""*9 Tn ,所 证 不 等 式 的 左 端 恋 大 ,利用 项 数 为 偶数 时 的 情形 即 
知 结论 成 立 . 


例 19 〈《 数 学 通报 ;数学 问题 1478 题 )a,6 为 正 整 数 . 试 证 : 2 二 (4 十 二 0 天 和 十 4 十 2 

证 法 1 对 种 证 不 等 式 进行 如 下 可 逆 推 演 : 

a ++(ato) +o +at2 

a 一 六 十 (a 十 5b) 一 a 十 b 一 1 关 1 

E30 —b 二 (a tabtb aiob—lAl~ab 

Cama abt + (a Tabt+F)~—at+b—1l 关 1—ab 

和 (好 十 ab 十 天)Ca 一 8 二 划一 (Ca 一 5 十 1) 尖 1--aB 

(4 一 6 十 (十 ab 十 基 一 1) 天 1 一 az， ( 关 
考察 不 等 式 (* ): 当 a,5 同 为 1 时 ,A 的 右 端 为 0, 左 喘 为 2. 当 a,b 不 同 为 1 时 ,A 的 右 端 为 负 


1)(0a2 十 ap 十 下 一 二 1 他 a 十 aa 十 天 一 Ice 一 1 一 右 端 的 绝对 值 . 于 是 (* ) 式 成 立 , 欲 证 不 等 式 获 证 . 


证 法 2 (1)a,b 都 是 1 时 ,不 等 式 经 验证 是 成 立 的 . 


> 加 q2 tp 加 
(2) 当 a,b 不 同 为 1 时 ,显然 a 十 六 之 a 十 六 十 ab 一 1. 国 此 二 证 a 一 1 1 是 真 分 数 . 而 a 一 6 十 2 


是 整数 ， 故 恒 有 :一 -2 二 和 天 a 一 0 十 2. 移 项 整理 后 即 得 和 + at bp 十 a 十 2. 问题 获 证 


逆向 化 归 , 也 可 以 是 逆 用 公式 .下面 ,我们 逆 用 等 比 数列 各 项 和 公式 证 一 类 分 式 不 等 式 . 

例 20 以 数学 通报 》 数 学 问题 845 绢 ) 已 知 1 i 9 ERT , 且 二] 十 工 十 … 十 Xz, 二 1, 求 证: 
Xi l z 

I—x 1 一 m lx nl 


正明 有 -1 9 二 2 9 本 , 电 . X 十 十 … “十 工 ， 一 1， Pb On I < ， 
(x 十 好 十 好 十 = 二 2x 十 


之 这 二 一 民 ， 


(Px) (Dz) (Pr) 
十 一 十 一 十 …， 


n 


~ 二] 
二 
n 


Eye 
> 
1 
1.1 il,... L 4 zj 一 x 一 … 二 x, 时 取 等 号 
一 7 1 1_ 工 1 一 2 一 取 可 )， 
n 
【 解 题 尝 试 ) 
A 组 
5 2sin20 cos20  。 
. VS 
1 (1999 年 河南 省 竞赛 组 ) 化 向 一 ye /Te ( 
— 1 
A. v1—sind0 : B. O00 ino 
C.1 D.—1 
2. (2003 年 湖南 省 竞赛 题 ) 如 图 ,S -ABC 是 三 条 楼 两 两 互相 垂直 的 三 棱锥 ,O ‘ 
为 底面 ABC 内 一 点 . 车 /AOSA=a, AOSB=B, OSC 二 7, 那么 ,tana ， tan8， 
tany 的 取 值 范 于 是 ( ). 
A.[2VvV2, 十 co B. (0,2 V2) fr 4 
C. [1,2vV2] D.(1,2V2) 
3. 《2003 年 北京 市 竞赛 题 ) 如 果 a、 bc 是 正 数 ,求证 : 
a3 ~>2 十 2 十 < B 


9. 


PDT Tb tr 


. 已 知 :a 十 6 汪 2. 求证 :a’ 十 之 2. 
> 设 ar U2 9 ”yn 是 日 然 数 ] ,2,** ,nn 的 某 一 排列 . 对 于 1 2 的 所 有 排列 , 求 和 式 3 |ai 一 1 十 


az 一 2 十 …… 十 | 一 中 的 最 大 值 . 


. 在 同一 平面 上 ,有 三 个 半径 各 不 相同 的 圆 且 两 两 不 相交 ,每 两 个 圆 的 两 条 外 公 切 线 相交 于 一 点 ,可 


得 三 个 这 样 的 点 .求证 这 三 点 共 线 . 


. (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 使 不 等 式 sinz 十 acosz 十 双全 1 十 cos 对 一 切 XER 恒 成 立 的 负数 a 的 


取 值 范围 ， 


.《2002 年 湖南 省 竟 赛 题 ) 已 知 &i 王 1,az 一 3,a 一 (2 十 3)anorl 一 (2 十 2)a. 车 当 mm 之 n 时 ,a 的 值 


都 能 被 9 整除 ， 7 的 最 小 值 . 


3 
设 nEN ,求证 :六 tt + 4 


10. (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 曲线 C + 一 1(a 为 正常 数 ) 与 CG ;Y= 二 2(x 十 mr) 在 z 轴 上 方 仅 


有 一 个 公共 点 P 

(1) 求 实数 m 的 取 值 范围 (用 a 表示 ); 

(2)O 为 原点 , 若 Ci 与 z 轴 的 负 半 轴 交 于 点 A, 当 0<a< 方 时 , 试 求人 OAP 的 面积 的 最 大 值 (用 
4 表示 ). 


™ t 
my 本 


并 涟 丘 避 。 半 漠 永 浴 了 从 廊 纺 O 


pd Ee 


主 汪 性 台 ， 


| Es 
| 
y 


届 玫 经 典 


A 


[5 


CA 


. 《2003 年 全 国 高 中 联赛 加 试题 ) 设 三 角形 的 三 边 长 分 别 是 整数 im.n, 目 /会 加 人 于 已 知 { 立 


(第 26 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 求 和 [过 3 十 [于 和] 十 [全 十 [ 乞 -十 十 | 
.第 28 必 傻 罗斯 数学 奥林匹克 是 ) 希 膨 神 话 中 的 。 多 类 巡视 由 一旦 头 各 大 了 组 成, 每 “条 珊 了 过 


B 组 


“(第 29 届 俄 罗 数 学 奥林匹克 题 ) 数 集 M 由 2003 个 不 同 的 正 数组 成 ,对 于 M 中 任何 三 个 不 同 的 元 


系 a .bc, 数 a? 十 bc 都 是 有 理 数 . 证明 ;可 以 找到 一 个 正 整数 n, 使 得 对 于 M 中 任何 数 a, 数 avn 都 
是 有 理 数 ，. 


《2003 年 天 津 市 竞赛 题 ) 关 于 x 的 不 等 式 a? 十 2a 一 sin? x 一 2acosx>2 的 解 集 是 全 体 实 数 , 求实 数 a 


的 取 值 范围 . 


. “2003 年 天 津 市 竞赛 题 ) 已 知 A(zi ,yi) ,B(x yy ) 是 棋 圆 把 二 总 一 1(a>>p>0) 上 的 两 个 动 点 ,O 


为 坐标 原点 , 且 OA 1 OB. 求 线段 4B 长 的 最 小 值 . 


2000 
. 《<001 年 上 海 市 竞赛 题 ) 实 数 T1929" X200] 满足 之 | xx 一 RAT | 一 2001. 


2000 
令 久 一 友 Cn 十 也 十 …… 二 和) 一 12,,2001. 求 电 | 闪 一 wii 的 最 大 可 能 值 


“2003 年 湖南 省 竞赛 题 ) 设 函数 y= f(z) 的 定义 域 为 R, 当 x<0 时 F(z)>1, 且 对 任意 的 实数 z、y 


ECR, 有 f(x 十 y) 二 AX) 了 f(y) 成 立 .数列 {a,) 满 中 a 二 了 (0), 且 


flat1) = (nnEN). 


1 
f(—2—a;,) 


i0 /一 


(i 二 {7) 其 中 (x) =x 一 [x], 而 [x] 表 示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 求 这 种 三 角形 周 长 的 最 小 值 


《2003 年 全 国 女 子 数 学 奥林匹克 题 ) 对 于 任意 正 整数 nn, 记 n 的 所 有 正 约 数组 成 的 集合 为 S,. 证 


表 ,S, 中 至 多 有 一 半 元 素 的 个 位 数 为 3. 


乡 ] QOD 


3. 


接 两 个 头 . 每 砍 下 一 剑 ,可 以 斩 断 由 某 一 个 头 A 所 连 出 的 所 有 的 颈 子 ,但 是 由 头 A 立即 长 出 一 些 
新 的 贷 子 联 向 所 有 原来 不 与 它 相 连 的 头 (每 个 头 只 连 一 条 颈 子 ). 只 有 把 “多 头 蛇 ” 斩 为 两 个 互 不 连 
通 的 部 分 , 才 算 战 胜 了 它 . 试 找 出 最 小 的 自然 数 N, 使 得 对 任何 长 有 100 个 颈 子 的 “多 头 蛇 ” 神 , 至 
多 只 要 砍 不 多 于 N 剑 , 就 可 以 战胜 它 . 


10. (2003 年 美国 数学 奥林匹克 ) 平 面 上 的 一 个 凸 多 边 形 已 ,被 它 的 所 有 对 角 线 分 割 成 小 凸 多 边 形 . 


若 多 边 形 已 的 所 有 边 和 角 线 的 长 度 都 是 有 理 数 . 证 明 ; 分 割 而 成 的 所 有 小 多 边 形 的 边 长 也 都 是 
有 理 数 . 


FE 


解 题 金 钢 是 系 列 交代 《人 、 


第 3 和 章 苇 换 法 


【学 习 目 标 ) 
在 数学 解 题 的 思维 活动 中 ,侧重 于 实现 问题 的 规范 化 .模式 化 的 考虑 ,来 进行 一 系列 加 工 处 理 是 
设 信息 而 解决 问题 的 方法 ,我 们 称 之 为 “转换 法 ” 


转换 可 以 是 将 某 一 原型 迅速 恰当 地 提炼 转变 到 某 一 模式 上 ;或 可 以 是 将 一 个 领域 内 的 模式 快 | 


捷 、 灵 活 地 转移 到 男 一 个 领域 ;也 可 以 是 将 某 个 具体 .形象 的 模式 创造 性 地 转换 成 其 他 的 或 抽象 综合 
的 模式 . 

转换 具有 双向 或 多 向 性 、 层 次 性 和 重复 性 等 特点 , 为 了 实现 有 效 的 转换 , 既 可 以 变更 问题 的 外 部 
形式 ,也 可 以 变换 问题 的 内 部 结构 ; 既 可 以 变换 问题 的 条 件 ,也 可 以 变换 问题 的 结论 ; 既 可 以 从 问题 
的 原始 形态 着 手 , 又 可 以 从 问题 的 变化 形态 人 手 等 . 这 就 是 转换 的 双向 或 多 回 性 . 转换 的 方法 既 可 应 
用 于 沟通 数学 各 分 支 学 科 的 联系 ,从 宏观 上 实现 学 科 间 的 转换 ,又 能 调动 各 种 方法 与 接 术 ,从 微观 上 
解决 多 种 具体 问题 ,这 是 转换 的 层次 性 . 而 解决 问题 中 可 以 多 次 使 用 转换 ,使 问题 逐次 达到 规范 化 ， 
这 是 转换 方法 应 用 的 重复 性 . 

转换 方法 有 三 个 基本 要 素 :转换 的 对 象 .转换 的 目标 和 转换 的 方法 . 在 求解 数学 况 赛 问题 中 ,我 
们 侧重 于 转换 方法 的 掌握 与 灵活 运用 . 


【 解 题 钥匙 ) 


1. 命题 转换 

例 1 (1993 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 f(x) 二 asinx 十 PYX 十 4(a,b 为 实数 ) 且 Flglogs 10) 王 5, 则 
fl(lglg3) 的 值 是 ( ). 

A. 一 5 B. 0 C. 3 D. 随 “,2 取 不 同 值 而 取 不 同 值 

解 选 C, 理由 :因为 f(x) 一 4 二 asinx 十 b YX 二 g(x) 是 奇 消 数 , 故 g( 一 zx) 二 一 g(x), 即 
太一 4) 一 4 一 一 LAFGz) 一 4], 即 f( 一 xz) 二 一 f(r) 十 8, 而 lglg3 二 一 lglg310, 从 而 , f (lglg;) 一 
乒 一 jglogs10) 三 一 乒 ]gliogs10) 十 8 一 一 5 十 8 一 3， 

例 2 已 知 > 十 这 十 元 一 十 六 十 这 ,求证 :rz\y\ 中 至 少 有 2 个 相等 

证 明 ”命题 转换 成 只 要 证 出 (x 一 y)(y 一 z)(z 一 xX) 的 乘积 为 0 即 可 . 

事实 上 ， 因 > 十 之 + 二 一 六 十 六 十 过 ,所 以 既 z 十 部 十 到 一生 了 十 交 z 十 和 yy， 

(xT— yy—z)(z—7x)=ryzt+ (rx zt+y r+ y)— (Ity tr y)—xryz=0, 

则 《x 一 y)、(y 一 z)、(z 一 z+) 中 至 少 有 1 个 等 于 0, 故 x,y,z 中 至 少 有 2 个 相等 . 

例 3 (2003 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 点 I、 日 分 别 为 锐角 入 ABC 的 内 心 和 垂 心 ,点 Bi、Ci 分 


站 淡 五 民 。， 闻 并 应 惠子 麻 芒 O 


式 党 匡 副 。 冯 漆 您 音色 并 芍 O 


He 


奥 豆 经 典 


A 和 于 间 


别 为 边 AC、AB 的 中 点 .已 知 射线 B 工 交 边 AB 于 点 Bs;(B; 关 B) ,射线 CT 交 AC 的 延长 线 于 点 Cz， 


B,C, 与 BC 相交 于 天 ,Ai 为 人 BHC 的 外 心 . 试 证 :A、I、Ail 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 人 BFKB。 和 
和 A 人 CKC: 的 面积 相等 ， 


BB 


形 ABCD 的 两 组 对 边 所 在 的 直线 分 别 交 于 EF 两 点 ,两 对 角 线 的 
交点 为 P, 过 吕 作 PO EF 于 O. 求 证 :BOC= /AOD. 


平分 线 , 也 是 DOB 的 平分 线 即 可 . 


瓦 定理 可 得 


证 明 命题 转换 成 证 两 个 充 要 条 件 . 

首先 ,证 明 ATAi 三 点 共 线 会 人 BAC 王 60 . 
如 图 3-1, 设 OO 为 人 ABC 的 外 心 , 连 B4 ,CA , 则 连 BH,HC, 有 人 BHC=180 一 人 人 BAC. 
BAC=2(180 — ABHC)=2/BAC. 

因此 ,BAC 王 60" 全 一 BAC 十 人 BAIC 王 180- 
SA 在 人 ABC 的 外 接 圆 OiO 上 

OAIT 与 AA, 重合 : 

AT.Al 三 点 共 线 . 

其 次 ,再 证 Sagks, 二 Sacxc, 伟人 BAC= 60 . 
作 IP | AB 于 点 P,1Qj4 AC 于 后 Q@, 则 


Snsis, = 方 IP* ABs+ 51Q* AB,. 
设 IP==r(r 为 人 ABC 的 内 切 圆 半 径 ), 则 IQ=x. 


3—1 
25 
A BC, ra AP 一 mM ;,— A 
又 今 BC ay LA b,AB cy 由 六 a +b+te 
注意 到 SDAAB, B, = 地 AB: . AB, 。 sinA. (2 


由 OD.@ 及 AB 一 也,24ABi sinA=h, = 
bc 


则 AB 一 一 和 一. 

. bc z 

同 理 ,AC “a 十 cb 

由 SABKB, = SYAckC, ,有 SAABC = SOAAB,C, . 
于 是 ,bc 二 bc ， pc 


a 二 6 一 c 4 十 c 一 六 

a 二 好 十 局 一 bc 伟 由 余弦 定理 , BAC 一 60. 
注 ”两 个 充 要 条 件 的 其 他 证 法 可 参见 《中 等 数学 》2003 年 第 6 期 . 
例 4 (2002 年 IMO 中 国 国 家 队 集 训 选 拔 曙 试题 ) 设 上马 四 边 


证 了 明 ”把 证 BOC= 人 AOD 转换 为 证 明 OP 既是 人 AOC 的 


如 图 3-2. 不 妨 设 AC 交 EF 于 Q, 考 虑 人 AEC 和 点 和 上 ,由 星 


EB AQ CD_ 
BA “QC ° DE™+: 山 


40 


解 题 金 钥 是 系 列 


天 考虑 和信 AEC 与 截 线 BPD ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 


DC “ EA "BE 一 1 @ 是 每 
比较 (D .@ 两 式 可 得 是 
A Ec @ 和 
AQ™ QC: 是 
过 也 作 EF 的 平分 线 分 别 交 OA .OC 于 工 , 则 有 系 
PI_AP JP_PC @ | 殉 
QO™ AQ’QO™ QC 。 
由 图.@ 可 得 高 
PI _JP 中 
又 OP] TJ, 则 OP 平分 人 人 IO]J， 和 


即 OP 平分 AOC. 
同 理 可 证 : 当 BD 与 EF 相交 时 ,OP 平分 人 DOB; 而 当 BD/ EF 时 ， 
过 B 作 ED 的 平行 线 交 AC 于 G, 如 图 3-3, 则 


故 GD/CF,， 

从 而 ,BCDG 为 平行 四 边 形 . 
于 是 ,P 为 BD 的 中 扣 . 
因此 ,OP 平分 人 人 DOB. 


例 5 (2002 年 IMO 中 国 国家 队 集 训 选 拔 赛 题 ) 设 aa = 二 Cr 一 二 (1 十 or- 六 ,72 之 2. 求 最 小 实 
数 和, 使 得 对 任意 非 负 实数 1 9 2 9 ”9 省 2002 ,有 


2002 


和 A Adz002 。 


A 
(Th 十 *** 二 X2002 十 7 十] 


证 明 根据 题 意 , 原 问题 转换 成 问题 链 的 证 明 ， 
此 时 , 令 3) 一 太一 1D) ,下 面 考虑 一 系列 引 理 ， 


图 3-3 


yy 4 
引 理 1 对 任意 实数 a 之 0,c>>0,0>0, 函 数 f(z) 二 二 Fp 十 才 革 py 


、 (一 oa)p 十 2c 1 《1 十 a)3 
当 > 一 1 十 a 时 , 取 最 大 值 二 5 十 rc 。 


人 ~ 一 


Fz 一 一 (8 十 oO) 交 十 (Lo)y 一 一 (6 二 oOy 一 到 .1 十 < 


1 。1 十 a (1 一 a)0 十 2c1 
于 是 , 当 y 一 -了 FT 则 z 一 1 十 < 时 ， 


二 人 的 上 .". 
四 ,i. » ee : 的 “ 
Ti | mE - 四 了 
ee 了 下 用 0 
. 1 
. nm 本 i 1 下 
- i Li Ei z | 下 
Lr 站 rr t LE 训 Lr 和 


EY 


人 号 强壮 经 典 
A 


2 
f (nm = 


引 理 2 设 al== 本 ,ao 一 元 (1 二 ao )? ,n>2. 则 a; 满足 0<<a,<1， 


rl ] ， 
引 理 3 对 任意 ?之 1 之 和 Yo ;上 且 可 以 取 等 号 . 


事实 上 ,由 引 理 1, 有 

A 一 上 。 1 a 

(oF IA4 To 十 十 过 十 2 ro 十 … 十 并 十 2 山 
旦 当 X! 三 Xz 十 十 十 3 时 , 取 最 大 值 


zw 十 十 Xs 十 2 xz 十 *… 十 二 于 7 (zz 十 十 并 十 2) 
(+a) -和 四 
ZT3 二 十 Tx 十 4 二 十 十 ,十 4 


一 a ) (zs 十 … 十 Zz 十 4) 十 4 
且 当 2 一 1 -二 ai 时 ， 取 最 大 值 元 十 ,， rt 


性 溢 吾 羽 。 泣 洪 记 班子 廊 棉 O 


人 A 


41， 
4 


Un—2?2 十 Ti 1 一 (7 一 二 
T 1 十 如 十 GO 一 1 十 ] (zc 十 和 十 2 一 1 十 1 
1 。 (1-H+a, 2)° _ tn—1 
4 Dl +) 十 1 
[QQ 一 az 十 8(2 一 1) 十 1) 十 2(2 一 1) 
且 当 之 pn 一 1 -一 1 Ta, ，» 


CN 一 | 
时 , 取 最 大 值 一 $c; 寺 1: 
dn-l 十 -让 
2 十 CC 十 1 NE 


< 一 。 (1 十 ce) 
4 6 十 十 1 = Fi 


y (1—a_1) 00) 二 1) 十 2n 
且 当 = la i 时 ， , 取 最 大 值 5 工行 二 


由 中, 由，……， 相 加 ,得 


于 ] 
BAF DFI 
(1—a,..; ) (O04+ D+2n 
县 当 z 二 1 下 ao 


(1 一 a 2) 十 On 一 也 十 巧 十 2 一 2 
1 十 a， 2 


十 n 一 1 一 


(一 Ci (x3 十 -十 zo 十 和 十 4 
2 1 十 ai 


ly 十 … 十 2 十 3 
时 ,等 导 成 立 . 
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区 


由 引 理 3 ,我 们 得 到 


加 ] 加 1 
A F20037 41 ”2003 XxX 1001 十 1 


2. 模型 转换 

形态 各 异 的 数学 问题 实质 上 是 数学 模式 或 数学 模型 的 组 合 与 转移 、 变 更 与 转换 . 数学 模型 的 转 
换 形 式 是 多 方面 的 ,可 以 是 学 科 转 换 .结构 转换 .形态 转换 等 等 . 

例 6 (2000 年 河北 省 竞赛 题 ) 已 知 apER+ ,ER 人 0 十 六 六, 邻 M 一 V7zaz2 十 72 ， 
N==a 十 b, 则 M 与 N 的 关系 是 (  ). 

A. M>N B. M<N C. M=N D. 不 能 确定 

解 ” 选 A. 理由 :由 题 设 模型 克之 a2n 十 到, 知 Tw 开关 0. 对 这 个 不 等 式 两 边 同 除 以 mn ,得 
所 十 每 <1. 此 不 等 式 两 边 再 同 乘 mw 十 必 ,得 模型 


性 涟 五 台 。 间 湛 府 班 黎 说 蕉 O 


a ， 臣 
mtn 人 (十 和 六 有 十- 一) 
n nn 
二 
i in 
之 性 十 区 十 2ap 一 (十 0) 
例 7 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 a.b.c.d 均 为 正 整数 ,是 log = 了 ,logd 一 守 , 若 “一 一 
解 填 93. 理由 :将 题 设 对 数 模式 条 件 转换 成 指数 模式 条 件 ,有 坟 一 ,个 一 d, 即 ac 一 (全 )?,c 一 


(EE), 因此 ,albyc|d. 又 由 于 a 一 c=9, 易 得 模型 


2 
(之 二 千 )( 芝 一 握 ) 一 9. 从 而 
以 C 
2 
了 +4+ 夸 = 4 之 一 5， 
i C 因而 u 
2 2 
ud 区 Cc 


由 志 一 5 及 号 二 6b 解 得 ua 一 25, 从 而 6 一 125,c 一 16,d 一 32. 
例 8 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 a.6 是 方程 4x! 一 4tr 一 1=0(1E R) 的 两 个 不 等 实 根 ,函数 
f(z) 二 全 二 {的 定义 域 为 [a 有] 


(1) 求 g(2) 二 maxf(x)—minf (x); 


(2) 证 明 ; 对 于 wi 人 (0, 了)(i 一 1,2,3), 若 Slnz] 十 Stnzi? 十 sinw3 一 1, 则 二 + erm + 
1 3 
gtanu) ~ 4 V6. 


解 ”由 于 题 设 条 件 是 一 种 模型 的 组 合 模式 ,从 而 在 求解 时 ,应 恰当 地 进行 模式 的 变更 与 转换 . 
(1) 设 cszi < 三 8, 则 4x1— 4tz1 —10,4x5 一 4tzo 一 1 和 0. 所 以 ， 
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5 < a 


4( 好 十 好 ) 一 44zZI 十 zz ) 一 2< 妇 0， 


2 人 A — (Xl zy) 一 方 之 0 
ZXx2—t 1 Zri—t 
zx3 十 1 zxi 十 1 


_ (zz xr)[i(x tz) 2 x +2) 
(zx? 十 1)(xi 十 1) 


因此 , /z) 在 区 间 [e, 有 上 是 增 函 数 ， 
因为 a 十 B=t,o8= 一 广 , 所 以 ， 


g(2)=maxf (zx)—mmnf(r)= f(P— fla) 
{8—a)li(a 二 + 一 2ap8 十 2 
二 
_8 v 上 十 1(02 六 十 5) 
162+T25 


人 等 式 模型 ,有 
8 十 3) 


( 
COSU; COS’ wi 


而 f(x2)— f(z) = 


>0. 


性 灵 匡 融 ， 也 凑 认 者 队 证 汶 O 


ti(tanu; ) 一 


16 十 24cosu; 
_ COs ~ Vv 16X24 
16+9cos:u “16 二 9cos’w; 


16 V6 


一 1 十 gas 一] 23) 


3 l 
故 2 Cranie ) < 6+ 90 wu; ) 


_ 1 16X3 二 9X3 一 9ysinz u; ) 
16V6 一 


因为 由 柯 西 不 等 式 模 型 有 sin 4 Psinw 2 一 1. 而 柯 西 不 等 式 与 均值 不 等 式 中 ,等 号 不 能 
同时 成 立 , 故 


1 1 1 一 1,_3_ 
sa) aan + peama) eS— ”x 3 )= 4Y6 


例 90 已 知 椭圆 三 + 各 二 1(m 之 0,n>0) 过 点 PC3V35,1), 求 m 十 n 的 最 小 值 ,并 求 出 mw 十 n 取 


最 小 值 时 的 椭圆 方程 
解法 1 将 了 点 坐标 代入 椭圆 方程 


i 二 


mn 


/mi 27 


由 刘 赋 声 , 李 家 权 . 趣 解 点 系 椭圆 [Lj]. 中 学 数学 ,2001(11)7:30 
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m2 2 
| 2 et 一 > 一 一 
2Cm 一 27) 十 54 7 一 27 十 27 


VR 一 2 


2 2 21 
= 十 2 Vi 一 27 十 一 二 一 一 + ttl 


二 jm? 十 


[Gm 一 27) 十 一 和 一 十 一人 一 元 ] 十 [LV 2+ Vm 2 + i 


Vm—27 Vm— 


>>3 V27 十 3 V27 十 28 一 64， 
从 而 ,区 十 n 宇 8， 
2 07 2 vi A 
此 时 zm 一 27 二 (或 V 1 一 2 — 7) 
于 是 ,m= 二 6. 
进而 求 出 n=2, 故 所 求 的 椭圆 方程 是 


cos’a Ssinacosa sin’a 


27(sinatcos’a) , 6V3(sin’at cos’a) sin’ at cos’a 
coOs:a sinacosa sin:a 
_ 27sin 27siga | 6V3sine | 6V3cose | cosa | 28 
cos’a cOSC sina sin’ a 
. 
一 (27sin e 33cose | 3Y3cose) | (co e | 3V3sine | 3V3sine 
cos2a sina sina sin’a COSQ cOSa 

之 3 272 十 3 V27 十 28 二 64. 
从 而 7 十 1 之 8， 
此 时 3V3sinsa 一 cosza， 
于 是 ,tane 一 贤 


进而 推出 ” m 二 6,n 二 2. (下 略 ) 


1 
则 tt 


二 (十 2mn 十 磺 )( 毕 十 十 ) 
m: nn 


5 十 28 


证 连 攻 融 。， 冯 洪 侈 坟 角 和 清 苞 0 


剑 注 手 柄 。 了 洪 库 二 了 凤 认 区 0 


秽 况 经 典 


二 27 十 下 十 35 二 2 十 2 对 十 1 
2 
i 2) ya 二 加 2 二) 十 28 


3 V277 十 3 ya7 F286 

从 而 ,m 十 n 宇 8, 此 时 m= 二 277. 

于 是 ,mm 一 3n， 

从 而 解 出 m= 二 6,n 二 2. (下 栈 ) 

例 10 (2003 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 a.b、c.d 为 正 实数 ,满足 ab 十 cd 二 1, 点 Pi (zx; ,yi) (i 一 


1,2,3,4) 是 以 原点 为 圆心 的 单位 圆周 上 的 四 个 点 .求证 : 


c+d’ 


2 2 
ay toy teys tdy) Cartbrstert adr) < + ). 
证 法 1 将 欲 证 不 等 式 左边 绪 构 形态 进行 蔡 换 、 变 更 .转换 , 即 
令 u=ayi 二 byz ;v=cy3 二 dy 二 dari 十 brs ;Vi 二 cx 十 dx;, 则 
us (ayl +by,) 二 (ax —br) = 十 六 十 2ab( yi yz 一 并 1T2 )， 
2 2 ,2 
即 nin ye 人) 
of crstdr) +cy —dy) = d+2cd(ri zr ~— yy2), 
2 2_ 
即 yy nn (© 
十 多 得 
au ,c+d—v 
0OS 0 2cd 
w+ + 
Bh bt 26 ab + cd 
qm Wetd ateb 
同 理 , 二 + 二 cd 下 ap | 
由 柯 西 不 等 式 , 有 
(uo) 二 (w a=(Vab 一 二 十 Vcd 一生)? 十 (Vab* 一 上 十 Ved ' 一) 
HU ti TT Vab ab Ved ed (全 交友 Vcd ed 
2 2 2 2 
Sot Dp bt et gt <2[ he + 一 一 一 


证 法 2 将 欲 证 不 等 式 左边 形态 进 # 了 恒 等 变 形 转 换 . 令 QU Yl Voy, ey jay =Q,ax 十 DOxzs 十 
czz 十 Cri 一 上 
由 柯 西 不 等 式 模 型 ,有 
a 一 (ay 二 by, 十 CYy3 dy) 


一 (wadyi， \/ .3 TVEye Ey,. E+ Vady /4 


[CVaady) + Vbeya) +t (Vbeys) + (Vady)’ L/S) + + E+ 


/ 4 
( )° 


四 En, 
有 | 
:2 et 

wr 


E> 


=—(ady tb +bcR +tadh) (全 二 之 十 二 十 仑 )， 


同 理 ,B 和 (aqdxi 二 bczx3 二 bcx? 二 adxi ) (地 二 之 十 方 + 所 ). 


以 上 两 式 相 加 ,并 利用 十 x 二 1(i 二 1,2,3,4),ab 十 cd 二 1 得 


Pr 二 (24d 二 2bO( 台 十 也 十 所 十 后 )=2(ad+be) (te + ee) 


2 
_2Kad 上 bo)( 革 十 十) 一 2( 生 十 卫 十 卫 十 二 ) 一 2( 生 击 人 十 二 全) 


例 11 已 知 A4A .BBCC 是 人 ABC 的 三 条 角 平 分 线 ,4 B .Ci 分 别 在 边 BC,CA,AB 上. 记 


BC=a,CA=b,AB=c. 若 A1、Bi、C、B 四 点 共 圆 , 试 求 F 对 十- 诗 5 十 = 千 5 的 最 小 值 ， 


解 ” 如 图 3-4, 设 Ai、Bi ,Ci,B 四 点 确定 的 圆 交 直线 AC 于 一 点 D. 因 
为 点 A.C 在 圆 外 ,Bi 在 圆 上 , 且 Bi 在 边 4AC 上 ,从 而 也 也 一 定 在 边 Ac 上 . 
由 割 线 定理 ,有 AC: * AB 二 AD.， AB. 


又 由 角 平分 线性 质 ,有 AC; = (AC 十 G1B) 2 一- 人, AB 一 


AC+CB atb’ 
(AB. + BO . A -和 
同 理 ,CD=(e-+c) 。 二 
从 而 5 一 AC=AD 二 DC 一 (e 十 OCT 十 2)， 
tt * 
于 是 ， 借 弄 c+ tr ta -和 


今 a 十 b= 二 xb ee y,C 十 4 一 z, 则 a+6 十 c 二 方 (x 十 y 十 zx), 即 有 a= 0 一 一 


Ys 一 ,此 时 由 ( * ) 式 转换 并 得 
1 十 广 十 六 十 训 一 1 


之 .二 
之 二 十 二 十 1 之 xz 。 _ 4 了 1， 
TT Yy XYy 
其 中 等 号 当 且 仅 当 x 二 >y 时 取得 . 
再 令 z 二 > 一 … 则 上 式 又 转换 为 之 二 十 1 
由 上 式 求 得 ! 写 方 (1 十 VD) 或 和 了 (1 一 V17)( 舍 去 ) 


bp zty-z_t_ _ 工人 上 /1 
从 而 ,于 二 pp 和 2 2 之 4 ( 17 1 ). 


. 
四 ， 
| 机 _ nn , 


他 二 
a 
和 
| 


主办 - 匡 融 ， 院 凑 低 考取 浅 移 0 


酝 于 所 可 。， 阅 梁 佑 滥 阴 册 区 o 


总 经 曲 


A 十 RE EA 
A 解 题 金 钥匙 系 列 


wu C 一 
改 t+ = -> 了 (VI 1). 


其 中 等 号 取得 充 要 条 件 由 和 

3. 变换 转换 

变换 有 几何 变换 与 代数 变换 . 

解数 学 部 赛 题 的 几何 变换 ,主要 有 平移 .旋转 、 反 射 ( 轴 对 称 )、 恰似 (包括 位 似 )、 位 似 旋转 、 等 积 、 
反 演 等 变换 ;代数 变换 主要 有 同 解 变换 、 同 构 变 换 、 等 价 变换 等 . 

例 12 (2003 年 全 国 高 考题 ) 已 知 长 方形 的 四 个 顶点 A(0,0),B(2,0),C(2,1),D(0,1). 一 质点 
从 AB 的 中 点 Po 沿 与 AB 夹 角 为 8 的 方向 射 到 BC 上 的 点 Pi 后 ,依次 反射 到 CD.D4 和 AB 十 的 点 
P; .Ps 和 Pi( 人 射 角 等 于 反射 角 ). 若 PP 与 Po 重合 , 则 tanb 一 ( ). 

A. 去 B. < C. 六 D. 1 

解 ” 选 C. 理由 :根据 题 意 , 按 步 可 以 求解 ,但 就 是 步骤 太 多 ,运算 
太 芝 .事实 上 ,对 图 形 实施 轴 反 射 变换 如 图 3 - 5 所 示 的 拼接 ( 翻 折 四 
个 矩形 , 且 各 矩形 长 均 为 2, 宽 均 为 1), 则 CP’,==CP;,DiP’;=DP;， 
AiP =AP' (AP,), 容易 发 现 Po, Pi ,P;,P;,P, 在 一 条 直线 上 . 由 题 2 
>。 P, 的 坐标 是 (1,0), P, 的 坐标 是 (5,2)， 这 样 可 求 得 tan6 一 


A 
5=1= 2 3-5 

例 13 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 过 圆 外 一 点 卫 作 圆 的 两 条 切线 
和 一 条 基线 , 切 点 为 4A.B, 所 作 割 线 交 圆 于 CD 两 点 ,C 在 P.、D 之 间 , 在 攻 CD 上 取 一 点 Q ,使 
人 DAQ 二 人 PBC. 求 证 :DBQ= 人 PAC. 

证 阴 如 图 3-6, 连 AB. 

由 人 ABC= ADQ, BAC= /PBC= /DAQ,， 


知 /ABCD ADQ， = 各 0 


_AC 4 一 
PB_ BC A\ 


注意 到 PA==PB, 见 Ac DE. © 


由 OO 得 == 1 

义 人 DAQ 一 人 PDB, 故 人 和信 ADQRI 八 DBQ, 

于 是 ,AQBD= /ADP= /PAC. 

例 14 (第 41 届 IMO 预选 题 ) 已 知 两 圆 相交 于 X.Y. 证 明 : 存 在 四 个 点 满足 :对 于 每 一 与 两 个 给 
定 的 圆 分 别 相 切 于 4A.B 的 圆 交 直 线 XY 于 C.D, 则 4AC.4AD.BC.BD 经 过 这 四 个 点 之 一 . 

证 明 设 Q2 是 一 个 与 给 定 两 贺 相 切 于 A、B 的 圆 ,因为 与 直线 XY 相交 , 则 与 两 给 定 的 圆 要 么 都 
外 切 , 要 人 么 都 内 切 . 内 切 时 也 有 两 种 情况 ,不 妨 只 对 其 中 的 一 种 情况 给 予 证 明 . 
如 图 3-7, 设 CA 交 圆 AXY 于 P,CB 交 圆 BXY 于 Q, 则 CA ， CP=CX .。CYy=CB .CQ, 所 以 ， 
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A.B.P.Q 四 点 共 加 ,于 是 ,CAB= 人 CQP. 

过 C 作 阅 Q 的 切线 CR,R 与 B 在 直线 XY 的 同 侧 , 有 
/BCR== /CAB= /CQP. 所 以 ,CR PQ. 

考虑 分 别 以 A 和 8B 为 位 似 中 心 的 两 个 位 似 变 换 , 将 圆 2 变 
为 两 个 给 定 的 圆 . 以 A 为 位 似 中 心 的 位 似 变换 将 直线 CR 变 为 圆 
AXY 在 点 P 的 切线 ;以 B 为 位 似 中 心 的 位 似 变换 将 直线 CR 变 R 
为 圆 BXY 在 点 Q 的 切线 , 且 这 两 条 切线 均 平 行 于 CR. 因此 ,这 
两 条 切线 与 直线 PQ 重合 , 即 这 两 个 圆 的 公 切 线 ,. 所 以 ,CA 、CB 
分 别 过 点 己 、Q. 

综 上 所 述 ,两 个 给 定 圆 的 两 条 外 公 切 线 与 这 两 个 圆 的 四 个 切 
点 即 为 满足 条 件 的 四 个 点 ， 

例 15 (第 42 届 IMO 预选 题 ) 设 mm ,xz，… ,x 是 任意 实数 . 证明. 


TT I ti 


证 阴 由 柯 西 不 等 式 ,对 于 任意 实数 Hl 9 2 9 9 有 
Qi 十 @z 十 十 an 寺 Vn，Vaf 十 十 … 十 as. 


练 污 世 柄 。 沁 洪 合 本 入 座 芍 Oo 


人 上 了 。。。 
~ Ck 1 十 好 十 十 < ,上 1 .2， sl, 


因此 , 原 不 等 式 变 换 转换 为 证 明 


2 


_ +1 ~\? 2 2 ,,, Hn ?2 
当 上 之 2 时 ,有 
2 
全 
(Ti ~ 


1 十 对 十 十 天” (1 十 Xf 十 十 X11) 十 Xi 十 … 十 Xk) 
ll 1 
1 于 二 和 1 1 二 如 十 … 十 如 


we 1 ~ 小] 2 1 
当 有 =1 时 ,(- 一 一 ) 委 1 [十 志 ,因此 ， 


1 十 zi 
SS 1 
IFA Sl 1 
4. 映射 转换 


映射 ,是 一 种 特殊 的 对 应 关系 . 

映射 转换 的 主要 形式 就 是 数学 方法 论 中 的 关系 一 一 映射 一 一 反 演 原理 :在 一 个 数学 问题 里 , 常 
有 一 些 已 知 元 素 与 未 知 元 素 ( 都 称 为 “ 原 象 ”) ,它们 之 间 有 一 定 的 关系 ,我 们 希望 由 此 求 得 未 知 元 素 . 
如 果 直 接 求解 比较 困难 ,可 寻找 一 个 映射 (最 好 是 一 一 映射 即 双 射 ), 把 “ 原 象 关系 ”映射 成 “ 映 象 关 
系 ”, 通 过 映 象 关 系 求 得 未 知 元 素 的 映 象 ,最 后 以 未 知 元 素 的 映 象 通过 “ 反 演 ? 求 得 未 知 元 素 ， 

例 16 〈2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 两 个 实数 集合 A= (alyaz，…aio} 栖 了 一 人 2， 
bso }. 在 从 A 到 | Bb 的 映射 了 使 得 B 中 每 个 元 素 都 有 原 象 , 且 f lai ) 夺 f(a ) < Jaaioo ) , 则 这 样 的 
映射 共有 ( ) 个 . 


证 冰 妇 台 。 也 沐 你 浊 皮 证 车 


qTEED 
A i 


忱 天 经 


A. Clo B. C3 C, Co0 D, Cg 

解 选 也 理由 :不 妨 设 bb bso ,将 A 中 元 素 CC29 ,aio 按 顺序 分 为 非 空 的 50 组 . 定 
义 映 射 f;:A->B, 使 第 i 组 的 元 素 在 f 之 下 的 象 都 是 5;(i1 二 1,2,…,50), 易 知 这 样 的 f 满足 纠 设 要 
求 ,每 个 这 样 的 分 组 都 一 一 对 应 满足 条 件 的 映射 . 于 是 ,满足 题 设 要求 的 映射 的 个 数 与 按 趾 码 顺 
序 分 为 50 组 的 分 法 数 相 等 ,而 A 的 分 法 数 为 Ca , 则 这 样 的 映射 共有 C3 个 . 

例 17 (第 43 届 IMO 预选 题 ) 求 函数 f:R 一 R, 使 得 对 于 任意 实数 xz,y, 有 f(x) 十 y) 二 2zx 十 
ff(y)— x). 

解 ” 设 y= 二 一 了 fz), 则 ff(0) 王 2x 十 ff( 一 了 (xX)) 一 Xx)， 

由 ff(0)—27= 二 ff(— f(x))—X)) 
对 所 有 >z 成 立 . 

从 而 ,对 任意 实数 (0) 一 2+=y, 存 在 实数 ,使 得 y= f(z), 即 函数 三 是 满 射 ， 

因此 ,存在 实数 a, 使 得 f(a) 二 0. 

设 x 二 a, 则 原 函 数 方 程 转换 为 

f(y =2at ff (yy) —a), 

BB f(y)—a=f(f(y)—a)ta. 

由 于 f 是 满 射 ,对 于 每 个 实数 x, 存 在 一 个 实数 y, 使 得 z= 二 f(y) 一 a. 所 以 ,z= 二 (x) 十 a, 
f(x) 二 Xx--aQ 对 所 有 实数 xz 成 六 . 

经 验证 a 为 任意 实数 ,f(x) = 二 x 一 a 均 满 足 原 靖 数 方程 . 

例 18 (1991 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 $= 和 {1,2,…,n) ,A 为 至 少 含有 两 项 .公差 为 正 的 等 差 数列 ， 
其 项 数 都 在 S 中 且 当 将 S 的 其 他 元 素 置 于 A 前 或 后 时 , 均 不 能 构成 与 A 有 相同 公差 的 等 差 数 列 , 求 
这 种 A 的 个 数 ( 只 有 两 项 的 数列 也 看 作 等 差 数 列 ). 

解 ” 当 nn 二 2k 为 偶数 时 ,满足 要 求 的 每 个 数列 A 中 必 有 连续 两 项 ,前 一 项 在 L1,2,… ,kj 中 ,后 一 
项 在 {& 十 1,& 十 2,…,n) 中 .反之 ,从 {1,2,…,k} 和 {十 1, 十 2,…,n}) 中 各 任 取 一 数 ,并 以 二 者 之 差 为 


公差 可 作出 一 个 满足 要 求 的 数列 A. 这 个 对 应 是 双 射 (或 一 一 映射 ). 故 知 A 的 个 数 为 如 一 二 到 
当 n 二 2& 十 1 为 奇数 时 ,情况 完全 类 似 , 惟一 的 不 同 在 于 这 时 仍 十 1,k 十 2，,…,n) 有 卡 十 1 个 元 聚 ， 
故 A 的 个 数 为 ACE 十 1) 一 十 ( 严 一 1). 


例 19 (1990 年 全 国 高 中 联赛 题 )8 个 女孩 和 25 个 男孩 围 成 一 圈 ,任意 两 个 女孩 之 间 至 少 站 两 
个 男孩 , 问 共 有 多 少 种 不 同 的 排列 方法 (只 要 把 圈 旋 转 一 下 就 重合 的 排 法 认为 是 同一 种 ). 

解 ” 固 定 女 孩 中 的 一 个 记 为 A, 对 任何 一 个 满足 要 求 的 圆 排列 ,从 A 开始 按 顾 时 和 针 方 向 将 它 变 
成 一 个 直 排 . 由 于 每 个 女孩 后 面 至 少 有 两 个 男孩 ,我 们 将 每 个 女孩 连同 紧 跟 其 后 的 两 个 男 护 对 应 于 
一 个 黑 球 ,而 其 余 的 9 个 男孩 每 人 对 应 于 一 个 白 球 , 则 不 妨 只 计 男 孩 与 女孩 的 不 同 而 不 计 女 孩 与 女 
孩 . 男 孩 与 男孩 之 间 的 不 同时 ,这 个 对 应 是 双 射 . 由 此 导致 的 排列 间 的 对 应 也 是 双 射 . 于 是 问题 转换 
为 8 个 黑 球 与 9 个 白 球 且 第 一 球 为 黑 球 的 所 有 排列 数 的 计算 ,显然 ,这 时 不 同 排列 方法 共有 Cts 种 . 

对 于 黑 球 与 白 球 的 每 种 排列 ,其 中 每 个 黑 球 对 应 于 一 个 三 人 组 ,其 中 第 一 人 为 女孩 ,后 两 个 为 男 
孩 .将 除 A 以 外 的 7 个 女孩 分 别 排列 后 7 个 三 人 组 中 ,共有 7! 种 排列 法 ;将 25 个 男孩 排 人 到 25 个 


位 置 , 计 有 251 种 不 同 排 法 . 由 乘法 原理 便 知 , 所 求 的 排列 共有 67 种 . 


解 题 金 负 是 系 列 


5. 领域 转换 


运用 某 一 学 科 的 知识 将 面临 另 一 学 科 的 新 问题 转换 ,我 们 称 之 为 领域 转换 . 例如 代数 问题 的 几 


| 何方 法 求解 以 及 平面 几何 问题 的 三 角 法 ,解析 法 、 疝 量 法 等 求解 都 是 领域 转换 法 求解 . 
例 20 (1992 年 全 国 数 学 竞赛 题 ) 国 数 
fx) 二 Vx 一 3 一 6X 十 13 一 Vx' 一 xX 十 1 的 最 大 值 是 . 
解 ” 填 V10. 理由 : 先 对 函数 的 表达 式 进 行 有 目的 的 转换 . 
f(r)= Vr —3r—6rxt13— Vri—7ri+1l 
一 V(x—3) (x 2):— V(r—0)+(r 1), 
再 把 它 看 作 几 何 问题 . 
它 的 几何 意义 是 抛物 线 > 一 地 上 的 点 Pi (zy ) 到 点 A(3,2) 与 B(0,1) 的 
距离 之 差 . 如 图 3- 8, 连 接 AB 并 延长 交 抛 物 线 于 己 , 由 三 角形 性 质 可 知 : 
IPA|—|1PB|I<IAB|= (3 一 0) 十 (2 一 1)2 一 V10. P， 
所 以 函数 f(x) 二 Vx 一 37? 一 6x 十 13 一 V 刀 一 好 十 1 的 最 大 值 是 V10. WI 4 
例 21 (2001 年 全 国 高 中 联赛 加 试题 )AABC 中 ,O 为 外 心 ,三 条 高 AD、_PC 人 EA 
BE、CF 交 于 点 五 ,直线 ED 和 AB 交 于 点 MM, 直 线 FD 和 AC 交 于 点 NN. 求证 : " 
(1)OB LDF, DC DE; z 3 8 
(2)OH | MN. 
证 法 1( 三 角 法 ) (1) 过 C 作 0O 的 切线 CT. 如 图 3-9, 则 OCLCT, 且 人 TCA 人 ABC= 
ADEC, 则 DE/CT, 故 OC 4DE. 同 理 OB {DF. 
(2) 过 MM 作 MK /AC, 交 DF 延长 线 于 点 K. 下 证 人 OBH cn 
ANKM. 


因 MK KF 
sin MEFK sin KMA 
则 长 

sinC sinA' 


MF FE Y 二- -一 9 _ 


2 一 BFNME 一 一 日 一 一 A， 


MF FE 
从 而 sr 180 "一 2B) sin(B—A)' 
x AP 
sinB sin(B—A) 
则 ME 上 E , sin2B 
MA AE sinB. 


AE_ EF 

sinC sinA 

MF sinA 
则 yA =2c0sB SInL 


谋 沪 世相， 联 洪 您 坦 取 渭 入 Oo 


十 与 昌 经 殿 
人 和 


由 MK// AC, 有 区 入 一 六. 


- MA 
央 则 KF=KN . 2cosB .Sn 
金 MK KF 2cosB 
sinC™ sinA KN sinG 
系 于 是 ,玉生 一 2cosB 

列 

高 FE = 一 2cosB， 
中 H MK 

数 MOB =KN: 

学 


x MKN= /FNA=/C— /A, 

LOBH=(90°— /A)—(90°— /OO=/LC— LA, 

从 而 MKN= /OBH. 

因此 ,和 OBHODANKM. 

又 OB | KN,BH | KM, 

故 OH | MN. 

证 法 2( 向 量 法 ) (1]) 设 人 ABC 外 接 圆 半径 为 R, 则 有 
OB . DE=0B . (DB-+BE) 

=08. DB+OB 。 BE 

-BO. BPD-BO. BF 

|BO| IBD| 。 cos/ DBO— |BO 。 BE * Cos FBO 

—R. |BPlsin BAC-—-R. |BE|sin/ ACB 

= 方 | 六 | .| 臣 | 一 | 配 | .|X|. 

因 四 边 形 AFDC 为 圆 内 接 四 边 形 ， 

则 |BE| . |BA|=|BD| . (BC|. 

从 而 上 OB . DFE=0. 

故 OB | DF, 即 OB | DF. 

同 理 ,OC DER 

(OF . MN=O0F . (AN—AMD =0F . AN—OF . AM. 

而 O08. AN= (O44+O0B+O0O .AN 

=(OA+OC) . AN+OB . AN 

=08.AN [ 因 (OA+CXY) | AN] 

=08. (FN—FA) 

08. FN—O$. FA 

一 一 (入 .FA ( 因 OB | FN) 

~BO. FA= |BO| . |FA| .« cos/OBA 

=R. |AC| . cos/BAC. sin/ ACB 


了 a, 


奥赛 经 典 


解 题 金 铀 是 系列 ie ~ a 


2B| 。 cosLBAC= 才 AC . APB. 


同 理 ,0O 亦 ， AM= > AC .AB. 


则 O 疡 。MN==0. 
有 OF | MN. 妈 OH | MN. 
证 法 3( 解 析 法 ) (1) 建 立 直 角 坐 标 系 如 图 3- 10, 设 A(0,a),B(b， 


0) ,Clec,0). 则 
AB 方程 为 
AC 方程 为 
CF 方程 为 
BE 方程 为 


因 BC 中 垂 线 方程 为 了 一 “4， 
AC 中 垂 线 方程 为 ?一 全 一 元 (z 一 玉 )， 


则 HK0, 一 空 ),O( 


az 十 py 一 0 一 0， (QD 
az 十 cy 一 QC= 一 0， (D) 
pz 一 Gy 一 上 一 0， 


CZ 一 4 一 并 一 (0. 


u 


be a:+be 


2 2%a ). 


又 因 FD 为 过 下 的 直线 ,其 方程 为 
(az 十 py 一 Ga) 十 ACBzr 一 ay 一 pc) 一 0， 


FD 过 原点 ， 
册 | 一 一 全 


”整理 得 FD 的 方程 为 (ac 一 ab)x 十 (bc 十 a?)y 二 0. 
由 EDC= LAFDB(AEDC= /EHC, /FDB=/AFHB), 
知 DE 的 方程 为 (ab 一 ac)z 十 (pc 十 0 )y 一 0. 


则 krp 。 kop 


故 OB 1 DF. 

同 理 ,OC_|L_DE. 

(2)MN 为 既 过 NN 又 过 M 的 直线 ,故人 存在 实数 如 4z ,使 
(az 十 cy 一 ac) 十 四 。[(ac 一 ab) 工 十 (pc 十 民 )y] 一 0， 


(az 十 Dy 一 


成 立 . 
整理 得 


ab)+h * [Cab—ac)zx+t+ (bcta:)yj=0 


af 1 二 A CD) jx 十 Lc 十 (Bc 二 a’)j]y 一 ac 二 0， 
df 1 十 (2 一 c) jx [6 Cbcta’ ) jy 一 ap 一 0. 


化 简 为 


ab[ 1+Ai Cc—b) |=acL 1 十 2 (6—c)j， 
(ret (bea’) |=cL6TAs (pc 十 ca )]， 


桂 演 生机。 包 洪 斌 说 秀 座 芍 C 


十 奥 医 经 蜡 


| 一 Ai 十 cAs 9 
《_) 和 (px, 一 CA2， 
解 ] 
题 从 而 和， op 
全 MN 的 方程 整理 为 
嫩 《ac 十 上 pz 十 (十 30c)y 一 2apc 一 0 
系 , actab .at3bc 
列 于 是 kv * ko 一 a2 op ac tab 二 一 1. 
训 故 OH | MN. 
中 6. 思维 转换 
唯物 辩证 法 认为 ,质量 互 变 规律 ,对立 统一 规律 和 否定 之 否定 规律 是 支配 自然 界 .社会 和 人 类 思 


维 最 一 - 般 的 规律 . 解数 学 区 赛 题 的 思维 转换 法 就 是 遵循 这 些 规律 ,对 数学 问题 对 象 庆 慎 双 方 的 相互 
联系 和 相互 制约 关系 进行 认识 的 思维 方式 , 思维 转换 要 求 我 们 善于 从 不 同 的 角度 不 同 的 侧面 去 观 
察 .分 析 问 题 ,产生 新 的 联想 , 理 出 思路 . 思维 转换 的 常用 形式 有 :一 般 与 特殊 的 转换 、 抽 象 与 具体 的 
转换 、 整 体 与 部 分 的 转换 、 正 与 道 的 转换 、 低 与 高 的 转换 、 直 与 曲 的 转换 \ 动 与 静 的 转换 等 等 . 

例 22 (2002 年 湖南 省 克 赛 题 ) 在 如 图 3- 11 所 示 的 6 块 地 上 ,种 上 


不 都 种 甲 种 蔬菜 , 则 共有 种 蔬菜 的 方案 数 为 _ . 


解 填 21. 理 由 :在 6 块 地 上 种 甲 种 蔬菜 的 块 数 可 能 是 0,1,2,3( 最 多 3-11 
只 能 为 3). z 

先 把 6 一 n(n 二 0,1,2,3) 块 种 十 乙 种 蔬菜 , 青 用 nn 块 申 种 蔬菜 禁 到 它们 形成 的 含 两 端 在 内 的 空当 
中 去 ,得 到 选用 n 块 种 甲 蔬菜 的 方案 有 Gy1 种 . 今 n= 二 0,1,2,3, 得 共有 方案 数 为 人 GG 十 十 十 GG = 
21. 

例 23 (2002 年 全 国 高 中 联赛 加 试题 ) 在 世界 杯 足 球赛 前 ,上 国教 练 为 了 考察 Al ,As,…,A’i 这 
七 名 队员 ,准备 让 他 们 在 三 场 训练 比赛 (每 场 90 分 钟 ) 都 上 场 ,假设 在 比赛 的 任何 时 刻 , 这 些 陵 员 中 
有 且 仅 有 一 人 在 场 上 ,并 且 A, ,A; ,4A: ,A, 每 人 上 场 的 总 时 间 ( 以 分 钟 为 单位 ) 均 能 被 7 整除 ,As ,As， 
A; 每 人 上 场 的 总 时 间 ( 以 分 钟 为 单位 ) 均 能 被 13 整除 . 如 果 每 场 换 人 次 数 不 限 ,那么 按 每 名 队员 上 | 
场 的 总 时 间 计 算 , 共 有 和 多少 种 不 同 的 情况 ? ] 

解 ” 设 Al ,Ai ,A; ,A 的 时 间 分 别 为 7k ,7k; ,7ks ,7A ,和 为 x ;As ,As ,A;: 的 时 间 分 别 为 13ks， 
13ks ,13&7 ,和 为 vy. 

则 原 题 即 为 满足 7(&i 十 十 ks 十) 十 13(k; 十 ke 十 1) 二 33X90 二 270 的 正 整 数组 (ki ,ks ，… ,ki) 
的 总 组 数 . / 

270 一 13 


对 7z 十 13y 一 270 一 7 过 >4, 解 得 
一 33， 二 20， 工 二 了 7， 
(y=3; {y=10; (y=17. 
故 满足 题 意 的 只 有 三 组 (x ,>). 
klik, +k; 二 ki =33, 
解 方 程 组 { 


ks 十 ke 十 天 7 = 3; 


54 


aE 下 
a 人 


kj 十 十 k， 十 Rj 一 20， kk 二 民 ， 十 有 3 十 Rs 一 7， 


k; 十 Ri 十 R7 一 10; ks 十 ke 十 k; 二 17. 
共有 正 整数 解 G3, 十 CG 十 G09 二 42244 组 ,日 每 组 解 对 应 着 一 种 时 间 分 布 情况 . 
故 共 有 42244 种 情 疯 . 
【 解 题 尝试 】 
和 A 组 


1. 定义 在 R 上 的 奇 晴 数 f(x) 为 增 函 数 , 偶 明 数 g(x) 在 区 间 [0, 十 co) 上 的 图 象 与 f(x) 的 图 象 重合 ， 
设 a>p>0, 给 出 下 列 不 等 式 : 


(1) Fp) 一 六 一 四 全 g(a) 一 &( 一 六 ; (2) f(D)— f(a)<g(a)—g(—b); 
(fa)— f(D gh) — g(—a); (4) fla) — fC—) gb)—g(—a); 
其 中 成 立 的 是 ( ). 

A. (1).(4) B. (2) (3) C. (1) (3) D. (2) (4) 


2. 解 方程 (zz 十 37 一 4)2 十 (2 妇 一 7z 十 6 六 一 (3 六 一 4z 十 2) 
3. 已 知 :a .bER, 设 f(r)== 式 十 ax 十 by 则 | 了 C1)|、| fC2)|1、| fC3)| 中 至 少 有 1 个 不 小 于 广 ， 


4. 已 知 a.bpcER' ,和 且 a 二 b+c 二 1,y 二 V4a 十 1 十 V46 十 1 十 V4c 十 1. 
求证 :,y 盖 5. 

5. 已 知 @OC:z 十 见 一 27 一 6y 一 15 一 0, 直 线 1 (1 十 34)z 十 (3 一 28)y 十 4 一 17 王 0. 求 证 :对 任意 实数 
&,! 与 OC 总 有 两 个 区 点 ， 

6. 已 知 三 棱锥 S-ABC 的 底面 是 边 长 为 4V2 cm 的 正三 角形 , 棱 SC 上 底面 
ABC, 其 长 为 2 cm, DE 分 别 是 AB、BC 的 中 点 , 若 P 在 SE 上 移动 , 求 
和 人 PCD 面积 的 最 小 值 . 

7. 已 知 等 差 数 列 {a,) 中 ,S, 是 其 前 2” 项 的 和 , 若 S$, 二 gq,S, 王 p(p 关 9)，, 试 求 


Sp+4 的 值 . 
8. 如 图 3 — 12, 若 椭圆 集 点 为 Fi 、 了 2 :PP 为 椭圆 上 任 一 点 ,和信 久 PF 中 人 P 
的 平分 线 交 椭圆 长 轴 于 D. 求证 ;人 和信 FiPF; 的 内 心 1 分 PD 为 定 比 . 3-12 


9. (1977 年 第 9 必 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 正 圆锥 的 底面 半径 是 1 ecm， 
母线 长 是 3 cm,P 是 底面 圆周 上 一 点 ,由 PP 绕 着 圆锥 回 到 P 的 最 短路 线 如 图 3 - 
13 所 示 , 由 顶点 V 到 这 条 路 线 的 最 小 距离 是 多 少 ? 

10. (2002 年 首届 女子 数学 奥林匹克 题 ) 设 Pi ,P;,…,P, ln 之 2) 是 1,2,…,n 的 任意 


Pip tp ipt tp stp, PtP nt2 


P 
11. (2001 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 实数 zE [0, 子 ] ,使 得 (2 一 sin2z) 


图 3-13 


本 Re 
人 


注 涟 五 于。 台 湛 府 洁 和 除 摧 洲 O 


评述 乓 了 台 。 也 洪 认 二 孙 疮 党 0 


| 本 关 远 : 本 也 
区 解 题 金 钥匙 系列 


时 芝 红 曲 


sin(z 十 地 ) 一 1 ,并 证 明 你 的 结论 


12. 说 Xz 之 zz 之 XT 守之 2 用 zi 十 Xz 十 Xi 这 x). 


He 


求证 : (1 十 2 十 .zs 二 Xn ) Ar Tr TT. 


B 组 


.( 第 29 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 设 ay 为 正 数 , 对 一 切实 数 zx, 都 有 sinaz 十 sin&z 一 sinyz 十 


sinzx. 证 明 ;a 二 7 或 x 二 
(第 51 届 捷 克 和 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 (决赛 )) 已 知 作 KLM ,A 在 LK 的 延长 线 上 . 试 构造 矩形 
ABCD, 使 得 B.C、D 分别 在 边 KM、KL、LM 所 在 的 直线 上 . 


(第 42 届 IMO 试题 ) 在 人 ABC 中 ,AP 平分 “BAC, 交 BC 于 已 ,BQ 平 分 “ABC, 交 CA 于 Q. 已 知 


人 BAC=60 , 且 ABT+BP=AQ+BQ. 问 A4BC 各 角 的 度数 的 可 能 值 是 多 少 ? 


.第 53 届 罗 马 尼 亚 数学 奥林匹克 (决赛 )) 求 所 有 实 多 项 式 f 和 g ,使 得 对 所 有 xER, 有 (x 十 xz 十 


1) fx 一 Xx 十 1) 二 (x 一 7 十 1)g(x 十 十 1). 


《2002 年 中 国 台 湾 数 学 奥林匹克 题 ) 对 于 坐标 平面 上 的 格 点 X, 若 线段 OX 上 不 含 其 他 格 点 , 则 称 


太 从 原点 O 可 见 . 证明 :对 任意 正 整数 ”存在 面积 为 吧 的 正方 形 ABCD, 使 得 在 此 正方 形 内 部 
无 从 原点 可 见 的 格 点 . 

(第 44 届 IMO 预选 题 ) 已 知 n 是 正 整 数 , {zi ,x zy 和 (yy 加)} 是 两 个 正 实 数列 . 若 
{zisZ2 "Zzn) 是 满足 zi ; 宇 xiy; 的 正 实数 列 ,其 中 1&i,j 志 nn, 设 M 王 maxlz ,zs zw 证明， 


(M+z a “二 之 )2 之 (二 Tt i i ){ y 1 十 “ yn 


《第 44 届 IMO 预选 题 )T TT Ts ,分 别 为 四 个 不 同 的 国生 站 与 了 外 切 于 点 P, 了 与 也 外 


切 于 点 P. 假设 忆 与 六 ,六 与 六 ,只 与 让, 站 与 帮 分 别 交 于 异 于 PP 的 点 A、B.C.D. 证明: 
AB. BC PB 
AD ». DC PPD?: 


.( 第 42 届 IMO 试题 ) 对 所 有 正 实数 a、b、c, 证 明 : 


a bp Cc 


一 一 上 二 -一 和 一 >1 
Va’ 二 8bc vb’:T8ca Vc 二 8ab 


(第 44 届 IMO 试题) 设 ”为 正 整 数 ,实数 zx yz ，…… 满足 工 志 Xz 入 于 广 ,， 


(a) 证 朋 . (> > [Xi— Xx, DS 一 也》 名， bE 一 并 六， 
(b) 证 明 六 竺 守成 立 的 充分 必要 条 你 多 Tlyz ,Xn 为 等 差 数 列 . 


10. (2004 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 已 给 正 整 数 。 设 数列 ziyZzzy 满 足 zi 一 c 目 过 一 过 十 


1, 二 2,3,…, 其 中 [x] 表 示 不 大 于 x 的 最 大 整数 . 求 数列 {z, } 的 通 项 公式 


b | 
| 14 也 
“i mx 
放 和 上 时 


第 4 章 构造 法 


【学 习 目 标 】 

化 归 或 转换 的 一 种 重要 手段 ,就 是 构造 . 

构造 法 在 数学 竞赛 中 是 常用 的 解法 ,这 种 方法 就 是 在 面 对 新 问题 时 ,从 新 的 角度 ,用 新 的 观点 观 
察 . 分 析 、 解 释 对 象 ,别开生面 地 依据 题 设 条 件 的 特点 ,用 已 类 条 件 中 的 元 素 为 “元 件 ”, 用 已 知 数学 关 
系 式 为 “ 文 架 ”, 在 思维 中 构造 出 一 新 的 数学 形式 ,或 者 直接 构造 出 有 关 结 论 、 模 型 辅助 问题 等 ,使 新 
问题 中 隐 上 星 不 清 的 关系 和 性 质 在 新 构造 中 清楚 地 展现 出 来 ,从 而 简捷 地 解决 问题 . 

构造 法 解 题 贵 在 "创新 ”在 解 题 时 党 打破 稼 规 , 必 用 蹊 径 ,表现 出 简捷 、 明 快 ,精巧 等 特色 . 

构造 法 的 核心 是 "构造 >, 即 直 接 构 造 有 关 结 论 .指标 、. 算 法、 程序 而 立即 将 问题 解决 ,或 构造 模 
型 .图形 .实例 .中 介 辅 助 元 素 ( 辅 助 命题 . 困 数 .方程 .数列 ,不等式 . 回 量 . 特 殊 曲 线 等 ) ,沟通 数学 的 
条 件 与 结论 间 的 内 在 联系 而 使 问题 解决 . 

构造 法 解 题 能 力 的 提高 ,除了 在 于 解 题 者 基础 知识 的 扎实 .经 验 的 广博 及 解 题 意 志 的 闫 强 外 ,还 
要 学习 一 些 构造 方法 与 技巧 . 


【 解 题 钥匙 】 

1. 构造 欲求 数学 对 象 

有 一 些 数学 竞赛 题 是 断言 存在 着 具有 某 种 性 质 的 数学 对 象 ,或 者 断言 某 种 数学 对 象 具有 某 种 特 
定 的 性 质 等 . 对 于 这 种 类 型 问题 的 求解 ,关键 往往 能 否 构造 出 符合 要 求 的 数学 对 象 

例 1 (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 平面 直角 坐标 系 中 , 奋 方 程 mx 十 y 十 2y 十 1) 二 (x 一 2y 十 
3)? 表示 的 是 曲线 酉 圆 , 则 mm 的 取 值 范围 为 (。 )， 

A. (0,1) B (1 ,十 co ) CC. (0,5) D. (3, 二 oo) 

解 选 D., 理 由 : 若 直接 化 本 加 为 标准 方程 代 一 六 二 十 忆 一 六 二 一 1, 但 在 化 的 过 程 中 要 出 现 zy 


项 ,需要 旋转 ,而 高 中 阶段 未 学 . 因此 ,只 能 利用 圆锥 曲线 的 定义 ,通过 率 心 率 e 满足 0<e<=<1 而 求 出 
m 的 取 值 范围 . 因而 求解 的 难点 是 符合 定义 中 定点 和 定 直 线 的 构造 . 这 需要 对 原 方程 进行 巧妙 变形 ， 
使 左 端 为 到 定点 和 定 直 线 之 比 , 右 端 为 带 有 参数 m 的 “常数 ”, 即 直接 构造 出 符合 椭圆 、 双 曲线 等 圆锥 


曲线 的 统一 定义 的 比例 式 :六 地- 汪汪 一 一 训 ， 这 表明 点 (zx,y) 到 定点 (0, 一 1) 与 到 定 直 线 x 一 
| 
2y+3=0 的 距离 之 比 为 常数 \/ 了 ,由 椭圆 定义 得 \/ 所 一 1, 故 得 m>5. 
例 2 能 否 在 无 穷 大 的 方 格 纸 的 每 个 方 格 中 放 “ 十 ”或 “-”, 使 每 一 行 .每 一 列 及 每 条 (与 水 平方 


57 


眶 涟 卫 豆 ， 半 湛 唐 束 队 万 洲 O 


凡 涟 五 辟 ，。 六 湛 许 涉 了 依 启 改 O 


村 经 典 


J y < 
SS < 解 题 金 铀 是 系列 


向 夹 角 为 45 或 135 的 ) 对 角 线 上 ,每 三 个 连续 的 方 格 中 符号 不 全 相同 ? 

解 ” 能 . 奇数 行 的 符号 为 

十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 …， 

偶数 行 的 符 与 为 

一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 …， 

则 每 行 .每 列 均 符合 要 求 . 

如 果 一 条 对 角 线 上 出 现 商 个 十 十 ,那么 上 (下 ) 一 个 十 号 的 下 (上 ) 移 两 格 任 为 十 号 ,由 它 青 向 左 | 
或 右 移 两 格 均 为 一 号 ,所 以 不 会 出 现 三 个 连续 的 十 号 . 同样 也 不 会 出 现 三 个 连续 的 一 号 . 

例 3 (2003 年 北京 市 竞赛 题 ) 设 有 两 两 不 等 的 交 个 正 整数 aa ,…,a, 则 在 形 如 a 十 tzaz 十 … 十 
pas( 其 中 心 取 1 或 一 1 这 1,2,…, 站 的 整数 中 ,存在 全 士 22 个 不 同 的 整数 ,要 么 同时 为 奇数 ,要 么 
同时 为 偶数 ， 

解 ”不 妨 设 1 过 ;过 过 oy 则 a 二 一 qt 一 az 一 "一 a 是 形 如 ia 十 tz@z 十 十 a 的 整数 中 的 
最 小 数 ,a 十 241 二 a 一 一 … 一 a; 也 是 形 如 ziai 十 tz@z 十 十 wan 的 正 整 数 .一般 地 ,a 十 2a1 十 2az 也 
是 形 如 a 十 a2 十 一 十 an 的 整数 . 依 此 类 推 , 则 


ad<a+t2a a 2a < < 十 2a， 
一 -一 一 一 一 一 一 一 
1 个 


< 二 2a Toa a 2a oadn i 
nn 1 个 
< 十 20 十 20， 1 十 261< < 十 2a 十 20，1 十 20，， 
个 


< CQ 十 20， 十 二 2a 二 2a < 一 4 十 Ad -二 十 2a; 二 2a 


一 一 一 一 一 人 人 一 
2 个 


< 十 20 十 Za 1 十 … 十 202 十 2ai 
~ 
1 个 
一 4 十 2(4ai 十 az 十 十 Go 
二 a 十 az 十 十 Qa,， 
上 式 中 的 每 一 个 整数 都 是 形 旭 fdl 十 22 十 十 tan( 其 中 ti 取 ] 或 一 1] ,171 二 1],2,… ,7) 的 整数 中 
的 不 同 的 数 , 它 们 共有 


2 
1 十 ma 二 Cn 一 1) 十 CO 一 2) 十 … 十 2 十 1 一 1 十 下 2 一 人 人 


个 彼此 不 同 的 数 . 
易 见 , 当 a 是 偶数 时 ,这 区 十 2 二 2 个 不 同 的 整数 都 是 偶数 ; 当 a 是 奇数 时 ,这 三 ++ 并 二 2 个 不 同 的 


整数 都 是 奇数 . 
例 4 (2002 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 题 ) 考 虑 复 平 面 上 的 正方 形 , 它 的 4 个 项 点 所 对 应 的 复数 
恰好 是 某 个 整 系数 一 元 四 次 方程 7' 十 px 十 qr 十 rz 十 s 二 0 的 4 个 根 . 求 这 种 正方 形 面积 的 最 小 值 . 
解 ” 依 题 意 ,可 知 方 程 的 4 个 根 只 能 是 下 面 的 两 种 情形 :2 个 实 根 与 1 对 共 思 虚 根 ;2 对 共 斩 虚 
根 . 


(1) 若 方程 的 4 个 根 是 2 个 实 根 与 1 对 共 轿 虚 根 , 则 可 设 此 4 个 根 为 土 b,a 士 i. 于 是 , 原 方程 为 


> 


(TT—a)'=b!, 
BB] zdar 6a x 一 4a’X 十 a 一 b! 二 0, 

由 一 4aEZ, 目 4aEZ, 可 知 <E 忆 由 0 一 中 和 7Z 知 中 和 7, 所 以 ,站 人 1 至 伺 1. 此 时 正方 形 的 面 
积 为 2r 守 2, 当 aE€2Z,6== 土 1 时 等 号 成 立 . 

(2) 硅 方程 的 4 个 根 为 2 对 共 轿 虚 根 , 则 可 设 此 4 个 根 为 a 土 Bi,a 十 25 士 bi. 这 4 个 根 为 方程 (x 一 


(c 十 0 六 一 一 4 的 4 个 根 , 同上 讨论 可 知 451 EZ, 进 而 0 之 1,Y 之 懈 . 于 是 ,正方 形 的 面积 为 45 之 


2. 当 6 一 土 迷 ,4bEZ 时 等 号 成 立 . 


综 上 可 知 , 这 样 的 正方 形 的 面积 大 于 等 于 2. 又 方程 x' 一 1 的 4 个 根 为 复 平 面 上 一 个 面积 等 于 2 
的 正方 形 的 4 个 顶点 ,所 以 ,这 种 正方 形 面 积 的 最 小 值 为 2. 

2. 构造 辅助 元 素 

构造 辅助 元 素 是 构造 法 解 题 的 最 常用 最 基本 的 形式 之 --. 构造 辅助 元 素 也 是 多 种 多 样 的 ,常见 
的 有 构造 函数 .方程 (组 ) .对 偶 ( 称 ) 式 、 数 组 (数列 ) 不等式. 复数. 向量、 圆锥 曲线 以 及 辅助 命题 等 . 

例 5 (2003 年 湖南 省 竞赛 题 ) 设 xz,yE R, 晶 满足 

(过 一 1)20 十 2002(x 一 1 一 一 上 
(y 一 2)2003 十 2002(y 一 2) 一 1. 

则 xz 十 y= 二 . 

解 填 3. 理 由 :构造 函数 f(1) 一 2 十 20021, 易 知 (四 是 R 上 的 奇 函 数 , 也 是 单调 孙 数 . 由 此 可 
得 f(x 一 1)= 二 一 了 fy 一 2), 即 f(x 一 让 二 了 f(2 一 y). 教 x 一 1 一 2 一 y,; 即 x 十 y= 二 3. 

例 6 若 |a| 过 1,151 过 1,|c| 过 1,a,b,c 为 实数 ,求证 :ab 十 bc 十 ca 之 一 1. 

证 明 ”构造 一 次 铺 数 

2 一 (十 c)Z 十 Be 十 上 
则 有 Fl) 一 (8 二 c)? 十 pc 十 ] 

一 (1 十 六 (1 十 c) 盖 0， 
乒 一 切 王 (一 8 一 C) 十 ec 十 ] 
一 (1 一 D) 人 1 一 C) >0,， 

由 一 次 函数 的 线性 性 质 ( 即 单调 性 ) , 则 对 一 1<a<< 1 都 有 Ac) 之 0. 即 

pa 十 ca 十 Ec 十 1 盖 0， 

故 ”ab 十 bc 十 ca 这 一 1. 

例 7 (第 22 届 IMO 试题 ) 在 AABC 中 ,8C==a,AC==b,AB 二 c,di、ds .ds 分 别 为 边 BC、AC、AB 
上 的 高 . Saxsc 为 人 ABC 的 面积 .求证 :N= 入 十 卫 十 站 之 (3S 二- 
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证 明 设 fi) 一 2SAabc 二 一 2(a 十 6 十 c)t 十 入 
一 (ad 十 pas 十 ca ) 攻 一 2(0a 十 6 十 ct 十 和 


=( Vadit—\/ # + Vodta] + Vedt—A/ FY ER). 


从 而 ”2SAgc 记 0, 了 GQ) 宇 0 恒 成 立 ， 
故 A 二 4(a 十 6 十 c)* 一 8N， SAapc 委 0， 


he] Ml 四 
' 本 


尺 涟 五 避 。 六 洪 府 节 徐 应 淮 O 


那么 


晤 穴 经 典 


入 解 题 金 钥 是 系列 


— < (4a 十 2 十 c)- 
即 N= 好 十 子 -十 于 过 


例 8 (1986 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 设 实数 a,b,c 满足 
a 一 站 一 8 十 7 一 0， 
戎 十 性 十 一 6a 十 6 一 0. 


a 的 取 值 范围 是 ). 

后 《一 co 十 cc) B. (一 co, 1UUE9 ,十 ceo) C. (0,7) D 1 11,9 
一 性 一 8 十 7， 

解 选 D 理由 :由 已 知 得 人 


故 可 构造 方程 


下 


Bh 


妇 十 (aa 一 1 十 必 一 8 十 7 一 0， 

从 而 A=[ 填 (a 一 1)] 一 4(a’ 一 84 十 7) 实 0， 
驻 一 10c 十 9<0， 

帮 “1 委 a 委 9. 

例 9 在 人 AABC 中 ,证 明 .: 


tan tan 5S >htan 人 S(tan Stan 与 一 1) 


证 明 tan 区 >>0, 乘 以 待 证 式 , 即 证 明 


( tan 号 an 与 ?2 一 4tan 2 tan 仿 *。 (tan 人 tan 坟 一 D>1 
构造 一 元 二 次 方程 
tan 全 tan 与 Xx 十 tan tan 5 * XT 十 (tan 全 tan 号 一 1)=0， 
XX cot 本 ==tan 全 

an 分 十 tan 与 

] 一 人 A 人 
an -7 an 7 

tan 人 tan 与 一 十 tan tan 所 +tan 兮 tan 与 一 1=0， 


从 而 1 是 方程 的 根 . 其 判别 式 A 之 0， 
故 tan an 久 >htan 分 (tan 分 tan S—1). 
例 ]0 (1991 en Ui ,b; ER (1=1,2,**,n) , 日 


2 2b, 求 证 ， > > 二 7 Pa, 


pr 


1 一 1 一 =B, 


则 A 一 B= Se = 


_ waar < 十 已 和 
ATB = + >$ tb) 二 5. ) 


A 


用 (a hh) th) = ， 


例 (第 ， 24 同人 共计 是) 已 和 Ul U2 ‘ER , 日. Ul 十 cz 十 … 十 C 一 1， 


a ;. 
tT 十 本 十 cd 一 全 方 


求证 ;二 到 3 tat 
证 阴 记 


Ci Cg 上 3 us dl 
A 一 一 于 一 十 一 各 一 十 十 一 外 一 ,BB 二 一 2 一 二 一 绕 一 十 .… 十 
cd] U2 十 as Cs 十 ai Ul 十 cz U2 十 aa Cd) 十 ai l 


2 2 2 2 2 

_ do 人 2 3 es dn Ul 

则 4 一 有一 2 全 十 旺 直 星 二 ta, +a 
二 (Ql 一 42) 十 (dz 一 3) 十 … 十 (ww 一 ui) 二 0， 


2 2 
B _aitas 二 a5 C2 7 十 3 ,on 十 di 
4 十 CI 十 as 十 二 十 aa a 十 Ql 


~ (ai 十 cz ) (az 十 cs ) 十 ,。 《an a) 十 ai ) 
一 2(ai 十 cy ) 2 (a» 十 ca3 ) 2(a, 十 ca ) 


一 生起 十 归于 83 |. + 十 人 Ci 


二 1， 


故 2A 宇 1,A 污 二 2， 个 等 式 成 立 . 


] 
(c+a) 


例 12 (第 36 届 IMO 试题 ) 设 a,5,c 为 正 实数 , 且 ap = 1, 求 证 . 十 十 


二 
] 3 

十 太仓 
证 明 设 
加 ] CC8 十 5c) Ca CCC 十 六 ) 
ORG P= 1 二 TT 


Cat+6)] 


则 A 十 B 二 f A t+ cto 十 


(ca) C rT 


之 一 十 地 十 二 


又 因为 cbpe 一 ], 所 以 B= 才 ( 方 十 过) 十 二 ( 革 十 工 ) 十 二 (二 二 二) 


， 3 
因此 A 之 广 十 广 十 二 一 B= 广 ( 二 和 + 二 ) 风 3 /二 = 了 3 
C Yabc 2 


例 13 (1993 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 实 数 r, y 满足 4z 一 5zy 十 4 汉王 5, 设 一刀 十 到 ， 则 


性 玫 乓 融 。 间 洪 束 利和 孙 高 于 Oo | 


Cy : 十 奥 蕊 经 8 了 
和 A 


解 ” 设 六 十 y 三 t; 则 视 xz;y 为 一 组 数据 ,由 方差 公式 ,得 
2 =3[(7 +y) 2 . (>) 


2 2 
= 方 [Cz TY) 于] 


(rHy)—2ry tft—2ry 
4 ”4 山 


因 4z 三 一 57ry 十 4 光一 5， 
则 5Sxy 一 4( 奏 十 光 ) 一 5. 


从 而 zy 于 (了 2 十 ) 一 1 一 二 :一 1, 代 入 O 中 ,得 


下 
mr 


主 次 玫 吉 ， 也 亲人 刘 和 取 交 蘑 O 


8 
,5 +10, 
” 4 ”20 过 


10 
3 本 


即 sma 一 了 ,从 而 3 


例 14 〈 新 加 坡 数 学 竞赛 题 ) 求 函数 y= V1 十 sinr 十 V1 一 sinzx 的 最 大 值 . 
解 视 v 1 十 Sinz、 W 1 一 sinz 为 一 组 数据 , 则 由 方差 公式 ,得 


故 ”3 一 10 委 0, 即 得 t 志 


er 
rp 


: 一 2 
[4sinrtl—sinr— ~ Sn VSI 一 sinzy 


=1 一 闻 ( V1l+sinrt 二 V1~sinr)’ 守 0， 


故 (V1 十 sint 十 V1 一 sinz)? 志 44， 
即 Vl+sinrt+ V1~sinr&2, 


例 15 已 惹 a 守 0,5 守 0, 日 a 十 b==1. 求证 :Ca 十 十) 十 (8 十 二) 之 全 


力 “ 
、 1] 、， 1] 、， 1 1 
证 阴 因为 (a 十 一 ) 十 (2 十 广 ) 人 24 十 一 ) 儿 0 十 方 ) 


据 已 知 条 件 "十 6 一 1, 或 知 a, 壹 ,b 成 等 差 数列 ,于 是 可 设 


其 中 


4|<< 考 ,代入 上 式 右 边 ,整理 得 


sj 十 12i2 十 字 人 字 
2、 2 、25 
1—4da’ “1—4dq” 2° 


站 i ' 人 “ 站 站 Ce = r, 
. - 上 Re ， | 二 
i i ~ : | . 2 四 四 = 
的 i 2 . 和 [人 
的 人 四 _ ， .， ， ” 


(ao 十 工 ) 十 (6 二 十 六 之 
人 pb 


六 可 丝 典 vy 


例 16 已 知心 十 这 一 25, 求 函数 :一 Vi8y 一 6x 十 50 十 V8y 十 6x 十 50 的 最 大 值 . 

解 ” 此 题 中 ,仔细 观察 已 知 式 中 的 “25” 与 函数 式 中 根 号 内 的 “50” 的 关系 :50 一 25 十 25 及 25 王 
如 十 ,这样 就 启发 了 我 们 将 “50” 换 成 “25 十 25”, 将 其 中 的 一 个 “25” 用 “ 民 十 yy ”代替 ,就 可 以 得 到 如 
下 的 解法 . 

此 时 ,由 原 函 数 式 := V8y 十 6x 十 50 十 V8y 一 67 十 50 可 构造 得 函数 

fryy)= Vr yay+6ri+25+ Ve 二 十 8y 一 6X 十 25 

一 V(x 二 3) 十 (y 十 4 站 十 V(x 一 3)? 十 (y 十 4 六 ， 

上 式 表示 圆 十 二 25 上 的 动 点 P(r,y) 到 此 圆 上 的 定点 A( 一 3, 一 4) 及 BG3, 一 4) 的 距离 之 
和 . 求 1 的 最 大 值 ,转化 为 求人 APB 的 周 长 的 最 大 值 . 易 知 当 AAPB 为 等 腰 三 角形 时 ,其 周 长 最 大 ， 
这 时 己 点 的 坐标 为 (0,5), 即 x==0,y 二 5 时 ,tw 一 6 V10. 

例 17 求 函 数 y=x 一 3 十 V10 一 9z 的 最 大 值 . 

解 ” 由 于 y= 二 x 一 3 十 V10 一 9x? 可 变 为 


y= 一 3 十 广 * 3t+ V10—9x?， 

取 f(z)= 37+ VII, 

且 (3x)? 十 (V10 一 9x:)? 二 10， 

构造 向 量 2=( 志 11)， 

5 二 (3z, V10 一 9z7), 由 向 量 公 式 a*b 所 la|，161 可 得 
f(r) 一 言 ， 3x 二 VI0-9z7 


V+ ，\AW (37zr)2 十 ( V10 一 97z2): 
1 


10 
3 9 


、 AMW10 一 9 好 ] 1 
从 而 y 过 一 3 十 二 == 亏 , 当 月 仅 当 关 二 一 一 3x, 即 7 二 届时 ,ymax 王 订 . 


例 18 若 x、y.zER' ,日 x 十 y 十 z= 二 1,n 是 正 整 数 ,求证 : 
中 y' 1 " 

+ + 
证 明 ”由 已 知 条 件 知 1 一 x 记 0,1 一 y' 之 0,1 一 > 这 0, 
构造 向 量 
-7 
p=( Vy Ty), Vi), Vr(i—r)). 
由 (a* 6? 才 |a|?。15|? ,得 

( 切 十 十 必 》 


(x) 


证 举 捷 可， 兰 沐 江油 阴 并 区 O 


和 ff/ 与 赛 经 典 
A 


| 4 
< _ » -时 i 
L + 十 一 二 |] [ELy(1 一 如) 十 z(1 一 如) 十 1 一 妇 )]. 


D YY —7") 
解 所 y’ i 
题 人 > ET 
金 (zx 二 十 zz) 
TyTe) Ce yn) 
系 [3 (EH) 
列 之 一 一 一 一 一 一 
(r 十 y 十 z) 一 3 ITS) 
高 
上 _ ，， 
学 1 9 
注 在 不 等 x ) 中 ,和 右 取 2 一 1, 即 得 ， 
| 
yy Zl i) 6 


《上 海中 学 数学 》1993(2) 数 学 问题 1) 
在 不 等 式 ( x ) , 右 取 ?一 2, 即 得 : 
ba 十 7 下 2 


] 

二 一 

yl—y) zl—z) zt 一 好 ) 一 8 
(《 数 学 通报 》1994(11) 数 学 问题 921) 


例 19 已 知 ayaz ay 均 为 实数 , 且 i 二 az 十 一 十 a 二 A(A>0),ai 十 @ 十 … 十 a 一 


A: 

(ne 
2A 

N,n 实 2) ,求证 : 0<a < , (k=1,2, ,7n) 


证 阴 沟 造 重要 不 等 式 如 下 ， 


和 二 全 “4 [全 +] 
和 一重 ,ws 扫 二 [(2 二 生 了 十 8 
A—a A 一 ? 
1 一] 。 dn 9 > [4 ) 十 2 |. 


和 不 
下 (as 十 3 十 … 十 a ) 委 到 7 > [C2 


(A— a1 十 a5 十 a3 十 "…*asj， 


Oy 二 工 [CQ 一 oa) 


册 < 十 一 ai =>nai —2a1A0=>0<al < 
7 一 了 2 -一 n 


n— 1 n 
同 理 可 求 得 Oa AR=1,2,00 ,0). 


3. 构造 辅助 图 形 
例 20 (第 9 届 “ 希 望 杯赛 培训 题 ) 棱 锥 已 -ABC 中 ,APB=BPC= CPA=90",D 为 底面 


64 


之 


给 村 经 典 


昌 


解 题 金 钥 是 系 列 


ABC 内 一 点 ,了 了 APD 一 45 ,了 BPD=60 ,求人 CPD 的 余弦 值 . 


解 构建 长 方 体 如 图 4- 1, 直线 PD, 是 长 方 体 的 对 角 线 , 故 有 Do 
cos’ /A APD + cos: A BPD cos: /CPD = 由 二 外 二 一 1], 从 而 得 4 
cow_ACPD= 二 , 则 一 CPDD 的 余弦 值 为 元 . z | 

例 21 (2002 年 安徽 省 竞赛 题 ) 甲 乙 二 人 相约 10 天 之 内 在 某 地 会 P -6 | 爱 
面 , 约 定 先 到 的 人 等 候 另 一 个 人 ,经 过 3 天 以 后 方 可 离开 . 若 他 们 在 限 图 1.1 列 
期 内 到 达 目 的 地 是 等 可 能 的 , 则 此 二 人 会 面 的 概率 为 和 

解 填 j05. 理由 : 设 甲 . 乙 二 人 分 别 在 第 r\y 天 到 达 某 地 ,0<rs10,0< 中 
y<10, 他 们 会 面 的 充 要 条 件 是 | 一 y| 志 3, 则 点 (x.y) 分 布 在 如 图 1-2 正方 形 


OABC 内 ,其 基本 事件 $1 为 介 于 两 直线 zx 一 y 一 十 3 之 加 的 阴影 内 ， 


100 一 (10 一 3)* 51 
改 所 求 概 率 为 P= 100 ”100: 


例 22 异 面 直线 a.b,aj Pc 与 a 成 30" 角 , 求 c 与 5 鞭 成 角 4 的 犯 围 . 

解 ”构建 贺 锥 如 图 4- 3: 母线 为 c, 高 为 a, 旦 cc 与 a 成 30 角 , 轴 截面 PAB 图 4-2 
上 | 轴 截 面 PCD, 有 日 AB/b，, 可 得 CD LAB,AB | 轴 截 面 PCD, 则 < 与 b 所 成 角 4 
就 是 母线 c 与 平行 于 AB 的 线 所 成 的 角 . 

当 c 在 PA 位 置 时 , 因 AOPA==30”, 则 PAO==9=50", 此 时 sin 了 PAO= 


4 
Cc 时 


当 c 由 PA 位 置 按 硕 时 针 转 向 PM 时 ,过 M 作 ME/AB/5b, 交 CD 于 EE 
得 ME LCD, LPME=0,sin SPME= > = =sin/PAO. 


人 


得 PME>> /PAO=60°, 即 >60". 
当 c 在 PC 位 置 时 ,CO| AB, 由 三 垂 线 定理 得 Ca,l 一 90 , 故 c 与 5 所 成 4-3 
角 9 的 范围 是 [60°,90°]. 


例 23 (第 31 届 IMO 中 国 集 训 队 训练 题 ) 设 11y'2ER,0<z< yr ,求证 :- 了 7 十 2sinzrecosy 十 
2sinycosz2> sin2Xx 十 Sin2Yy 十 Sin2z. 
证 明 由 二 倍 角 公式 得 


n . . . . 
DF 十 2sinrcosy 十 2sinycosz> sin27X 十 sin2y 二 sin2z 
7 . . . . 
IT 十 Sinzrcosy 十 Sinycosz SInrCOST 十 SInycosy 十 SInzcOSz， 


即 证 地 之 sinx (cosz 一 cosy) 十 siny(cosy 一 cosz) 十 sinzcosz. 由 右 病 
构造 一 原点 为 圆心 的 单位 图 ,如 图 4- 4, (cosrysInr)， (cosy, slimy)， 
(coszysinz) 为 单位 圆 上 三 个 点 ,分 别 过 此 二 点 作 工 轴 、y 轴 的 牌 线 得 二 个 


算 形 ,而 右 端 为 其 三 个 矩形 面积 之 和 , 它 显然 小 于 二 


证 巡 所 可。 钮 亲生 坦 取 证 汶 C 


5 4 奥赛 经 曲 
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4. 构造 数学 模型 

数学 模型 是 由 数字 、 字 母 或 其 他 数学 符号 组 成 的 , 它 可 以 描述 现实 
对 象 的 数学 属性 .数量 规律 等 的 公式 .图形 或 算法 . 实际 上 ,数学 的 概念 .公式 .定理 .问题 .方法 等 数 
学 知识 都 是 由 具体 问题 抽象 出 其 物质 性 质 而 得 到 的 纯粹 形式 化 或 量化 的 数学 模型 . 

构造 数学 模型 的 内 泣 是 很 二 官 的 ,有 前面 的 构造 法 也 都 可 以 看 成 是 构造 数学 模型 . 

构造 数学 模型 是 通过 建立 模型 来 揭示 客体 的 形态 .特征 和 本 质 的 方法 . 由 于 客体 的 复杂 性 ,所 构 
模型 虽 不 都 能 作为 反映 客体 一 切 特征 的 替代 物 , 但 它 可 以 刻画 客体 的 部 分 特征 ,使 我 们 从 某 些 侧面 
来 认识 客体 . 

例 24 (2002 年 武汉 市 部 分 学 校 高 考 模拟 题 ) 设 [二 11,2,3,4,5,，6)， 
入 与 召 是 工 的 子 集 , 若 4 站 8B=11,3,5), 则 称 (4,B) 为 “理想 配 集 ”, 所 有 
“理想 配 集 ” 的 个 数 是 ( ). 

A. 9 B. 6 

C. 27 D. 8 

解 ” 选 C. 理由 :我 们 可 以 建立 这 样 的 数学 模型 :如 图 4- 5，, 设 
AN( 0B) 为 邮箱 外 ,( [A) 门 B 为 邮箱 @@, b.(A4UB) 为 邮箱 @, 且 元 素 1， 图 4-5 
3,5E(A 站 B) , 设 元 素 2,4,6 为 三 封 信 , 则 问题 又 转化 为 “把 三 封 信 投入 到 三 个 邮箱 共有 多 少 种 投 
法 ”的 问题 . 由 乘法 原理 共有 Cl XC; XG 二 27 种 , 即 所 有 “理想 配 集 ” 的 个 数 是 27. 

例 25 某 中 学 准备 组 建 一 个 18 人 的 足球 队 , 这 18 人 由 高 一 年 级 10 个 班 的 学 生 组 成 ,每 个 班级 
至 少 一 个 ,名 额 分 配方 案 共 有 种. 

解 ” 填 24310. 理由 :构造 一 个 隔 板 模型 , 取 18 个 相同 的 小 球 排 成 一 列 , 用 9 块 阳 板 将 18 个 小 球 
分 隔 成 10 个 区 间 ,第 i(1 志 i 志 10) 个 区 间 的 小 球 数 对 应 第 i 个 班级 学 生 的 名 额 ,因此 ,名 额 分 配方 案 
的 种 数 与 隔 板 的 插入 数 相等 . 因 隔 板 插 入 数 为 Ci , 故 名 额 分 配方 案 共 有 C1; 二 24310 种 . 

例 26 (2002 年 全 国 高 中 联赛 加 试 第 三 题 , 见 第 3 章 例 22) 在 世界 杯 足球 赛 前 ,下 国教 练 为 了 考 
察 A1,A,,…,A; 这 七 名 队员 ,准备 让 他 们 在 三 场 训练 赛 中 (每 场 90 分 钟 ) 都 上 场 . 假设 在 比赛 的 任 
何 时 刻 , 这 些 队员 有 且 只 有 一 个 在 场 上 ,上 且 4 ,A;,A;,As 每 人 上 场 的 总 时 间 ( 以 分 钟 为 单位 ) 均 能 被 
7 整除 ,A; ,As ,4; 每 人 上 场 的 总 时 间 ( 以 分 钟 为 单位 ) 均 能 被 13 整除 . 如 果 每 场 换 人 次 数 不 限 ,那么 
按 每 名 队员 上 场 的 总 时 间 计 算 ,共有 多 少 种 不 同 的 情况 ? 

解 ” 构 造 不 定 方程 模型 . 设 第 ; 名 队员 上 场 的 时 间 为 x; (i 二 1,2,….…7), 问 题 即 为 求 不 定 方 程 
十 十 二 十 十 XT 二 270 ”的 ,在 条 件 7| xi(l 志 1 过 4) ,13|1zx;(5 世 1 忆 7) 下 的 正 整 数 解 的 组 数 . 石 


1 于 
(zyzz 和 yz7) 是 满足 条 件 的 一 组 正 整数 解 则 应 有 之 二 7m, zx; 二 13n,(n,mEN" ), 于 是 n,m 即 


是 不 定 方程 ?7m 十 13n 二 270,(m 之 4,n 之 3) 的 一 组 正 整数 解 ,由 不 定 方程 的 理论 可 求 得 7 十 13n 二 
270 ,满足 条 件 的 三 组 正 整数 解 有 

1 一 33 1 一 20 mm 二 7 

(=3 | (»=20 (»=17 


D) 在 区 二 33,n 二 3 时 ,显然 x; = 二 xe 二 x7 二 13 仅 有 一 种 可 能 ; 设 zx; 二 7y; (i 二 1,2,3,4), 于 是 ,由 不 
定 方程 yj 十 yy 十 y 十 y= 二 33 有 C32 二 4960 组 正 整 数 解 ， 可 知 CO 式 有 4960 组 正 整数 ， 

2)m 二 20,n 二 10 时 ,同样 可 求 得 原 方程 的 正 整 数 解 组 数 为 Cg“。(C 一 34884. 

3)m 二 7,n 二 17 时 则 有 GG ， Cis 一 2400. 


cad 


从 而 原 方 程 的 正 整 数 解 的 组 数 为 4960 十 34884 十 2400 一 42244. 

5. 构造 实际 例子 

例 27 (2001 年 世界 城 际 间 数 学 联赛 题 ) 某 公司 ,总 工资 的 9/10 为 1/10 的 员工 所 得 ,该 公司 下 
属 有 若干 部 门 . 问 有 没有 可 能 在 每 部 门 内 ,任何 1/10 的 员工 ,所 得 工资 不 超 该 部 门 总 工资 的 10 和 2 ? 

解 ” 命 题 可 能 成 立 ,也 可 能 不 成 立 , 举例 说 明 : 

设 此 公司 有 100 名 员工 ,其 中 10 名 员工 每 人 工资 为 81 元 ,其 余 员工 每 人 1 元 , 则 总 工资 为 10X 
81 十 90X1=900 元 ,其 9/10 恰 为 1/10 的 员工 所 得 . 

下 面 将 员工 分 部 门 ( 任 取 两 种 情况 ) : 

(iD 每 10 人 为 一 部 门 , 每 个 部 门 中 各 员工 工资 相同 , 则 易 知 命题 成 立 ; 

(iD 每 10 人 为 一 部 门 ,其 中 工资 为 81 元 的 员工 分 别 属 于 不 同 的 部 门 , 则 于 6 一 放 之 者 5: 命题 
不 成 立 . 

例 28 (2001 年 世界 城 际 间 数 学 联赛 题 ) 西 洋 棋 盘 上 有 一 个 黑子 和 一 个 日 子 , 每 步 可 将 一 个 棋 
子 横行 或 直行 到 一 个 相 邻 的 空格 . 要 求 移 动 这 两 个 棋子 ,使 它们 所 有 可 能 的 位 置 各 出 现 仅 一 次 . 问 这 
目的 能 否 达 到 ? 

(a) 如 两 个 棋子 必须 梅花 间 地 轮流 移动 ; 

(b) 如 无 须 这 样 来 . 

解 ” 根 据 题 设 条 件 , 对 于 (a)、(b) 都 可 以 . 

如 图 4-6, 在 8X8 棋 盘存 在 一 环 路 ,使 每 格 走 且 仅 走 一 次 (如 虚线 
| 所 示 ). 

一 黑子 .一 白 子 可 在 环 路 上 的 任意 位 置 , 沿 此 环 路 的 任 一 方 回 ,前 面 
的 棋子 先 走 ,后 面 的 棋 干 后 跟 , 如 (a) .(b) 方 式 都 可 以 达到 目的 . 

例 29 (2001 年 世界 城 际 间 数 学 联赛 题 ) 一 个 唔 多 边 形 被 只 在 硕 总 
相交 的 对 角 线 分 割 为 三 角形 ,每 顶点 标记 着 它 所 属 的 三 角形 数量 . 如 将 
所 有 的 对 角 线 擦 掉 . 问 能 不 能 仅 用 这 些 标记 将 对 角 线 重新 划 出 来 ? 

解 ” 根 据 题 设 条 件 可 以 用 这 些 标记 将 对 角 线 重新 划 出 来 . 理由 : 设 
凸 了 边 形 被 z 条 对 角 线 分 割 为 y 个 三 角形 . 因为 所 有 三 角形 的 内 角 和 之 
和 等 于 凸 n 边 形 的 内 角 和 , 妈 >。180 .所 以 ,y= 二 =n 一 2. 

因为 每 条 对 角 线 恰 为 两 个 相 邻 三 角形 的 公共 边 , 则 所 有 三 角形 的 边 数 之 和 为 2 十 27. 又 因为 共 
有 (一 2) 个 三 角形 ,所 以 并 一 7 一 3， 

因 凸 ”> 边 形 的 2” 个 边 被 分 到 (nm 一 2) 个 三 角形 中 , 知 至 少 有 2 个 三 角形 ,其 中 每 个 三 角形 恰 包 含 
号 nn 边 形 的 2 个 边 . 故 存在 标 1 的 顶点 . 

对 标 1 的 顶点 A( 其 邻 顶 点 为 B.C) ,可 知 其 无 对 角 线 连 出 ,否则 其 标记 大 于 1. 因 每 个 三 角形 的 
边 由 同 n 边 形 的 边 及 对 角 线 组 成 ,所 以 ,A 所 属 的 三 角形 的 边 为 AB .AC 及 对 角 线 BC. 

综 上 ,对 角 线 的 恢复 方法 为 : 

对 任 一 标 1 的 顶点 A, 先 将 其 两 相 邻 顶点 B.C 连 对 角 线 ,再 将 B.C 上 的 标记 都 减 去 1, 去掉 顶 点 
A 及 AB、AC, 将 BC 看 作 凸 (mn 一 1) 边 形 的 边 ;继续 上 述 步 又 ,直至 将 (mn 一 3) 条 对 骨 线 全 找 出 . 
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6. 构造 原理 中 介 

在 月 冰 生 活 与 学 习 中 ,有 许多 明显 的 事实 ,诸如 三 本 书 放 到 2 个 轴 敢 中 去 ,至 少 有 一 个 抽 屈 中 有 
2 本 书 , 水 总 是 由 高 处 流向 低 处 等 , 均 蕴 含 着 深刻 的 数学 背景 . 一 旦 我 们 发 掘 与 抽象 , 便 成 为 有 用 的 数 
学 解 是 原理 方法 :例如 磨 光 原理 、 抽 居 原 理 . 最 小 数 原 理 ,归纳 法 原理 .对偶 性 原理 等 等 . 因此 ,为 了 能 
应 用 上 这 些 原 理解 题 , 有 时 需要 构造 原理 中 介 ,诸如 抽 屠 构造 .归纳 构造 等 等 . 

例 30 从 卓然 数 集 {1,2,3,4,…,100} 中 ,随意 选 出 51 个 数 来 .求证 :其 中 一 定 有 两 个 数 , 它 们 中 
的 茶 一 个 是 男 外 一 个 的 整数 倍 . 

证 明 首先 注意 ,一 个 正 整 数 要 么 本 身 是 -- 个 奇数 ,要 么 是 一 个 偶数 . 若是 一 个 偶数 时 , 则 经 过 
反复 地 提取 因数 “2”, 最 后 总 能 表示 为 :奇数 X2( 其 中 一 1,2,3,…) 的 形式 ,并 且 , 这 个 奇数 绝 不 会 
超过 原 数 的 一 半 . 如 果 容 许 ! 王 0, 那 么 奇数 也 被 包括 在 上 述 一 般 形 式 之 中 ， 

现在 ,将 1 到 100 的 全 部 整数 ,分 成 下 面 的 50 个 集合 : 

Al={1,]1X2,1X2,1X2,1X2,1X2° ,1X2°}), 

As={3,3X2,3X2:,3X2,3X2',3X2}, 

A;s={5,5X2,5X2:,5X2°,5X2'), 

A={7,7X2,7X2,7X2!), 


A,: =—= {149,49X2}, 
Aze = {51}, 


Aso = (99}., 

很 明显 ,1,2,…,100 这 一 白 个 整数 没有 遗 源 地 馈 放 了 这 50 个 集合 ( 抽 层 ), 并 且 , 同 一 个 数学 不 
会 出 现在 两 个 不 同 的 集合 中 . 因此 ,不 论 用 何 种 方式 从 中 取出 51 个 数 时 ,必然 有 至 少 两 个 数 是 出 自 
同一 集合 的 ( 抽 屋 原理 ), 而 同一 集合 中 的 两 数 , 大 数 必定 是 小 数 的 倍数 . 

例 31 (2004 年 中 国 数学 奥林匹克 题 )M 是 平面 上 nn 个 点 组 成 的 集合 ,满足 : 

(1)M 中 存在 ?个 点 是 一 个 是 七 边 形 的 7 个 顶点 ; 

(2) 对 M 中 任意 5 个 点 , 寿 这 5 个 点 是 一 个 凸 五 边 形 的 5 个 顶点 , 则 此 凸 五 边 形 的 内 部 至 少 含有 
AM 中 的 个 总 . 

求 的 最 小 值 . 

解 ” 先 证 ”之 11. 

设 顶点 在 M 中 的 一 个 囊 七 边 形 为 AAA， 连结 A1A;s. 由 条 件 (2) 知 ,在 凸 五 边 形 
AiAzA3AAhs 中 至 少 有 M 中 一 个 点 , 记 为 已 .连结 PA 、PA; ' 风 在 中 五 边 形 人 A， PiAsAscAs 内 至 少 
有 M 中 一 个 点; 记 为 P;, 且 P; 寞 于 Pi. 连结 PP , 则 Ai,A;,…,A; 中 至 少 有 5 个 顶点 不 在 直线 
PP 上 . 由 抽 民 原理 知 ,在 直线 PiP; 的 某 一 侧 必 有 3 个 质 , 点 ， ,这 3 个 顶点 与 点 Pi 、Pz 构成 的 凸 五 边 
形 内 ,至 少 含有 M 中 一 个 点 卫 :. 

青 作 直 线 P; P; 、P;P;. 令 直线 已 Ps 对 应 区 域 由 : , 它 是 以 直线 PiP， | 异 便 
的 一 个 半 平 面 (不 含 直线 Pi P: ). 类 似 地 定义 区 域 [了 1;. 这 样 ,区 域 卫 1、[[:、 了 ;覆盖 了 平面 上 除 


入 PiP; Ps 外 的 所 有 点 . 由 抽 居 原则 知 ,? 个 顶点 A ,As ，…, A A 个 顶点 在 同一 区 
域 (不 妨 设 为 3) 中 . 这 3 个 点 与 P .Ps 构成 一 个 顶点 在 M 中 的 凸 五 边 形 , 故 其 内 部 至 少 含 M 中 一 


个 点 已 .所 以 ,之 11. 

直面 构 造 一 个 例子 说 明 一 11 是 可 以 的 . 

如 图 4-7 所 示 , 凸 七 边 形 AAA; 为 一 整 点 七 边 形 , 设 点 集 M 
为 ?个 顶点 Ai ,As ，…A; 且 其 内 部 有 4 个 整 点 . 则 显然 满足 条 件 (1). 
这 个 点 集 M 也 满足 条 件 (2) ,证 明 如 下 . 

假设 存在 一 个 整 点 凸 五 边 形 ,其 内 部 不 含 整 点 . 因 整 点 多 边 形 的 


面积 均 可 表示 为 了 CE N, ) 的 形式 ,由 最 小 数 原理 , 必 有 一 个 面积 最 


小 的 内 部 不 含 整 点 的 整 点 凸 五 边 形 ABCDE. 考虑 顶点 坐标 的 奇偶 性 ， 
只 有 4 种 情况 :( 奇 , 偶 ),( 偶 , 奇 ),( 奇 , 奇 ),( 侦 , 候 ),. 从 而 ,五 边 形 
ABCDE 的 顶点 中 必 有 两 个 顶点 的 坐标 的 奇偶 性 完全 相同 . 于 是 ,它们 
连 线 的 中 点 卫 仍 为 整 点 . 又 卫 不 在 上 是 五 边 形 ABCDE 内 部 ,因此 ,P 在 
凸 五 边 形 的 某 条 边 上 . 不 妨 设 在 边 AB 上 , 则 了 为 AB 的 中 点 .连结 
PE, 则 PBCDE 是 面积 更 小 的 内 部 不 含 整 点 的 整 点 巴 五 边 形 . 矛 古 . 

综 苇 所 述 ,n 的 最 小 全 为 11. 

例 32 ”如 果 一 个 正 整数 的 质 因 数 分解 中 , 每 个 质 约 数 的 寡 次 都 大 于 1, 则 称 这 个 整数 为 好 数 . 例 
如 ,3? X5 23 X75 是 好 数 ,而 3X5,2: X13 则 不 是 好 数 . 证 明 ; 有 无 穷 对 相继 的 好 数 . 

证 明 ”我 们 归纳 构造 出 无 穷 对 相继 的 好 数 a ,a 十 1;az az 十 1，…aryar 十 1 

因为 8 二 2 ,9 二 3 ,显然 是 一 对 相继 的 好 数 , 故 可 取 al = 二 8. 假设 a 已 作出 (x 之 1), 即 a ,a 十 1 都 
是 好 数 . 下 面 来 作出 Unt+l: 

由 于 递 推 的 基础 是 恒等式 (2c, 十 1 和 2 一 4c 《ay 十 1) 二 1. (x) 
因为 (2 十 1)* 为 完全 平方 数 , 它 当 然 是 好 数 . 又 已 归纳 假设 了 asa; 十 1 都 是 好 数 ,上 所 以 两 者 的 来 积 
也 是 好 数 . 故 4a, (a; 十 1) 是 好 数 . 等 式 (* ) 表 明 (C2a 十 1)? 和 4a (a 十 1) 是 两 个 相继 的 好 数 . 从 而 可 
取 awyi 二 4as《a; 十 1). 这 就 完成 了 归纳 构造 . 

不 难 算出 ,我们 作出 的 前 三 对 相继 的 好 数 为 8,9;288,289;332928,332929. 

注 ” ”归纳 构造 是 针对 命题 具有 形式 :已 知 A, 证 明 对 每 个 正 整 数 "之 !(! 是 固定 正 整数 ) ,都 存在 
具有 “ 某 种 性 质 ” 的 “事物 ”PC(11) ,使 得 “ 某 件 事情 发 生 ”, 或 者 已 知 A ,证明 存 在 无 穷 个 具有 菏 种 性 
质 ”" 的 “事物 ”, 使 得 “ 某 件 事件 发 生 ”. 

例 33 (2001 年 IMO 中 国 国 家 队 集训 选拔 赛 题 ) 对 给 定 的 正 整 数 <.2,p>a 二 1,a 不 能 整除 5 及 
给 定 的 正 整 数 数列 {6b,) 二 1 ,满足 对 所 有 正 整数 n 有 P11 之 2b,. 是 否 总 存在 正 整 数 数列 (a 1} 二 1 使 得 对 


| 所 有 正 整 数 n, 有 aii 一 a, EE {a,b), 且 对 所 有 正 整 数 mL( 可 以 相同 ), 有 aw 十 at 多 ba} 了 1 


解 ” 答 案 是 肯定 的 . 我 们 采用 归纳 构造 来 证 . 
取 a; 为 正 整 数 ,使 2 儿 46 站 ;1341 之 0 一 a( 妈妈 >b 一 4 十 ], 取 由 三 包 一 1 外 可 )》. 
假设 已 取 Ql 人 2 9 人 使 得 


人 -HH 人 CE {a,b) 9 im 十 Qi FE (bh, pl (1 夸 m 全 上， EL 考虑 

(T ye 十 四 十 aa 十 不 十 Ce 用 十 路 十 CC0 Zea; 
(HaTearto,as ar to de tar tb art 2b. 

假设 (I) 中 有 (6,); ;中 的 项 6 ,( 卫 ) 中 有 {6);=! 中 的 项 久 .由 于 
2a4 二 2p<<2(a 二 Tax 二 a) 


账 渤 五 避 。 半 湛 应 鞍 队 应 纺 OO 


人 


及 Tata b, 2ar 2b， 
战 bp, 二 bb... 
又 记 一 六 所 2 十 204<20 +26, 
从 而 ,存在 1 和 入 & 一 1 使 
b,=aj;Tar tb. 
情形 1 户 一 :FT 二 ay Ts rs 4. 
此 时 ,a 一 a; 二 6 一 a 之 0. 由 归纳 假设 知 
ai:—a;=cadtdbcd 为 非 负 整数 . 
这 样 ,ca 十 db 二 5 一 a. 
因此 ,d= 二 0,6 王 (c 十 1)a, 与 a 不 能 整除 5 蔬 盾 . 
情形 2 b=2ar 十 2a. 
此 时 ,ar 一 a 二 6 一 24. 由 1] 及 归纳 假设 其 
Ux —d; = a 十 db ,ce .4 为 非 负 整数 . 
这 样 .ca 十 dp 一 5 一 2a. 
因此 ,d = 二 0,6 二 (《c 十 1)a, 歼 慎 . 
故 ( 了 ) 或 ( 卫 ) 中 不 含 {6,};… 中 的 项 . 
由 此 可 取 Qkt1l—=ar+a 或 ax th 使 得 
axyt Ta {olIEk+ 1]. 
命题 得 证 . 


【 解 题 健 试 】 


茎 于 - 匡 可 ， 关 涩 认 温和 孙 沿 移 CC 


A 组 


l. 设 a， b,c 为 三 角形 的 : 二 边 ， 求证 : 二 -+> Tr 


2. 《数学 通报 ) 问 题 1023 题 ) 二 XT] oA2 9 sdn 为 实数 ,yi 9 V2 9 "9 Yn 为 正 整数 , 则 有 


竺 十 下 十 … 十 到 之 ~ 十 zz 十 “TX ) 


Yl VY2 之 二 yy 十 "二 yh Cx ) 


3,， 《数学 通报 ) 问 题 925 题 ) 设 a; ER™ (1 二 1,2，,: nn22),S— Pa , 则 多 5 一 之 = 
4. 采用 构造 二 次 函数 证 明 例 12 


5 (第 20 届 IMO 试题) 已 知 41,42，…,a 为 各 不 相同 的 正 整 数 ,求证 :光伏 之 岂 到 ， 
6.(1991 年 亚太 地 区 竞赛 题 ) 设 4,6 ER' ,a 一 2b ,求证 : 允 > 


7. 设 apicER+ 是 2c>a 二 6b, 求 证 :c 一 VY c 一 06<<a<<ce 十 vc 一 ap， 
8. 求 函数 y 一 世代 -3 ,re[ 二 ,3] 的 最 小 值 . 


解 题 金 钥匙 系列 


13. 从 6 对 老 搭 档 运 动员 中 选派 5 名 出 国 参 赛 ,要求 被 选 的 运动 员 任意 两 名 都 不 是 老 搭档 , 求 有 多 人 少 
种 不 同 的 选派 方法 ? 

14. 求 vy 二 + 十 1 一 Vv 一 x 十 2x 的 最 小 值 

15. 设 Xy,2ER ,A ,是 不 全 为 零 的 非 负 实数 ， 则 


A (Cx) 
Ar-Ay 十 UVz AAAy 十 pz 十 Zr AZ 十 Ar 十 Uy 一 十 AT 十 T 


16. (2001 年 世界 城 际 间 竞 赛 题 ) 乙 要 猜 甲 的 一 个 两 位 数 , 如 两 个 数字 全 对 ,或 一 个 对 而 另 一 个 和 iE 
确 数字 相差 为 1, 甲 说 * 近 ”, 否 则 说 “ 远 ”. 例如 , 甲 的 数 是 65, 如 乙 猜 65,64,66,55 或 75, 甲 说 
“ 近 ”, 否则 说 “ 远 ” 
(a) 求 证 : 乙 不 能 仅 猿 18 次 , 便 保 证 能 知道 甲 的 数 ; 
(b) 棱 乙 找 出 一 个 仅 猜 24 次 的 方法 ,保证 能 知道 甲 的 数 ; 
(c) 有 没有 一 个 仅 猜 22 次 的 方法 ? 

17. 《数学 通报 问题 1522 题 ) 正 整数 zx>1， f(m=» 


18. 〈《 数 学 通报 》 问 题 1490 题 )n 宇 2,nE NN. .求证 : 
1 十 2 十 V2 1 十 2 十 3 十 V2 ，. )~ 
2: 十 1 3 十 1 十 1 /5n 
19. 《中 等 数学 2004 年 4 期 奥林匹克 问题 137) 试 求 出 同时 满足 下 列 条 件 的 集合 S 的 元 素 个 数 的 最 
大 值 : 
.(1)S 中 的 每 个 元 素 都 是 不 超过 100 的 正 整 数 ; 
(2) 对 于 S 中 的 任意 两 个 不 同 的 元 索 a .0 ,都 存在 S 中 的 另外 一 个 元 素 c, 使 得 a 十 b 与 c 的 最 大 
公约 数 等 于 1; 
(3) 对 于 S$ 中 的 任意 两 个 不 同 的 元 素 a 5, 都 存在 3 中 的 另外 一 个 无 素 c ,使 得 < 十 与 ec 的 最 大 
公约 数 大 于 1. 
20. 《数学 通报 ) 问 题 1518 题 ) 数 列 {a, } 恰 有 2003 项 ,每 一 项 是 正 整数 , 且 满 足 ， 
(1) ta} 的 任意 一 项 都 小 于 100; 


(2) {aw) 的 任意 连续 项 之 和 都 不 等 于 100. 记 5= 之 w , 试 求 S 的 最 小 值 


ue 1 3 2n—1 1 
9. 求证 :二 人。 z 
2 4 2n /27 十 ] 
10. 《数学 通报 问题 839 题 ) 若 a.B.Y 为 锐角 , 目 cosza 十 cos28+ecos Y= 二 1. 求 证 ;cotfa 十 cotB 二 cot7Y 宇 年 解 
3 题 
2 金 
11. 《数学 通报 ?问题 845 题 ) 已 知 rr 和 及 昌 二 十 十 十 必 一 上 求证， 外 
0 z a > 系 
一 TI lr lr nl 列 
i 27—3 
.2 学 
12. 求证 : 4 Tl. 言 
中 
数 
学 


20 


5 :求证 :地 CR 


1 十 2 十 3 十 … 十 mV2 、 1 


(] 一 )。(《(] 一 * (1— 


B 组 


1. (2003 年 全 国 高 考题 ) 已 知 常数 a 守 0, 在 矩形 ABCD 中 ,4AB=4, BC 一 4a,O 〇 为 AB 之 中 点 ,点 王 、 


4 奥 吧 经典 


FG 分 别 在 BC CD、 DA 上 移动 ,是 一 太一 万 和 ;也 为 GE 与 OF 的 交点 (如 图 1) , 河 : 是 否 人 存在 
两 个 定点 ;使 P 点 到 这 两 个 定点 的 距离 和 为 定 值 ? 若 存 在 , 求 出 这 两 点 的 坐标 及 此 定 值 ; 若 不 存 
在 ,请 说 明理 由 . 

2. 在 和 (0 一 1 2 人 问号 ,ai 十 ce 十 十 一 CR 人 1 ， 
Ee UU] 十 《二 了 . 。 Ct 
求 让 :二 tt Th a mT 

3. (第 31 届 IMO 预选 题 ) 设 a,b,c,d 是 满足 ub 十 尼 十 cd 十 da 二 1] 的 非 全 实数 , 试 证 : 


Le TO Te dd ~ 
”b+Fecdtd ciata cp 二 Ca 十 二 cc 一 3- 


4. (2002 年 全 国 女 子 数学 奥 林 匹 殉 题 ) 夏 令 营 有 3n(n 是 正 整数 ) 位 女 同学 参加 ,每 天 剖 有 3 位 女 回 
学 担任 值勤 工作 . 夏令 营 结 束 时 ,发 现 这 32 位 女 同 学 中 的 任何 两 位 ,在 同一 天 担任 值勤 工作 恰好 


-十 


柑 妨 琴 可 。 也 当 和 佐 江 和 耻 清 区 


是 一 次 . 
(1) 问 : 当 2 = 一 3 时 ,是 否 存在 满足 题 意 的 安排 ? 证 明 你 的 结论 ; 
(2) 求 证 :n 是 奇数 . 


5. (2002 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 (决赛 ) 题 ) 求 所 有 正 整数 对 (b,c) ,使 得 数列 a 一 六 az 二 csant2 一 
13 一 2 ](n 宇 1), 只 有 有 限 个 合 
6. (第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 给 定 非 负数 序列 ai ,cs ，……e 对 于 由 1 到 的 任何 一 个 整数 k， 
用 7 表示 但 
a 人 


证 明 ;对 任何 a>0, 使 得 ma >>a 的 & 的 个 数 小 于 


7. (第 28 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 基 国 原 有 2002 个 城市 ,其 中 有 些 城市 之 间 有 道路 相连 . 今 知 ,如 
果 禁 止 途 经 某 中 任何 一 个 城市 ,都 仍然 可 以 由 其 余 任 何 一 个 城市 到 达 其 他 任何 城市 .每 一 年 ,管理 
部 门 都 选择 一 个 不 自 交 的 道路 圈 , 下 令 建 设 一 个 新 的 城市 ,并 修筑 道路 使 新 城 与 图 上 的 每 一 个 城 
市 相连 (各 修一 条 路 连 回 圈 上 的 每 一 个 城市 ) ,同时 关闭 掉 圈 上 的 所 有 道路 . 经 过 奇 干 年 后 ,该 国 已 
经 没有 任何 不 自 交 的 道路 圈 . 证 明 ; 此 时 该 国 愉 有 一 条 道路 通 向 外 界 的 城市 不 少 于 2002 个 . 

8. 《2003 年 美国 数学 奥林匹克 题 ) 正 六 边 形 的 6 个 顶点 上 写 有 6 个 非 负 整数 , 且 和 为 2003. 允许 进行 
如 下 的 操作 :选择 一 个 点 ,把 该 点 的 数值 用 相 邻 两 点 数值 差 的 绝对 值 代 替 . 证 明 ; 可 以 进行 一 系列 
操作 ,最 终 使 得 每 个 顶点 上 的 数值 都 为 0. 

9. (2001 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 X=(11,2.,…,2001). 求 最 小 正 整数 m, 适 合 要 求 : 对 关 的 任何 一 | 
个 元 了 集 玉 ,都 存在 ww.v€EW(w 和 ww 可 以 相间 ) ,使 得 x 十 是 2 的 方 贤 . 

10. 《2001 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 将 周 长 为 24 的 圆周 等 分 成 24 段 , 从 24 个 分 点 中 选取 8 个 点 ,使 | 

得 其 中 任何 两 点 间 所 炎 的 驱 长 都 不 等 于 3 和 8. 问 满足 要 求 的 8 点 组 的 不 同 取 法 共有 多 少 种 ? 
说 明理 由 . 

11. (2003 年 中 国 数学 奥 林 匹 元 题 ) 求 出 时 满足 如 二条 件 的 集合 S 的 元 娄 个 数 的 最 大 值 : 

(1)S 中 的 每 个 元 素 都 是 不 超过 100 的 止 整数 ; 

(2) 对 于 S 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 w& .6, 都 存在 S 中 的 元 素 c ,使 得 a 与 c 的 最 大 公约 数 等 于 1, 并 

且 5 与 c 的 最 大 公约 数 也 等 于 1; 


本 下 当 于 了 要 要 


(3) 对 于 S 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 a .6, 都 存在 S 中 异 于 a .6b 的 元 素 d ,使 得 a 与 6 的 最 大 公约 数 
大 于 1, 并 且 6b 与 4 的 最 大 公约 数 也 大 于 1. 


C) 

12. (第 43 届 IMO 预选 题 ) 设 n 是 正 整数 , 若 由 个 正 整 数组 成 的 数列 (可 以 相同 ) 称 为 “ 满 的 ”, 则 这 是 解 
个 数列 应 满足 条 件 :对 于 每 个 正 整数 &(k 宇 2) ,如 果 & 在 这 个 数列 中 , 则 一 1 也 在 这 个 数列 中 , 且 

k 一 1 第 一 次 出 现 的 位 置 在 上 最 后 一 次 出 现 的 位 置 的 前 面 . 问 对 于 每 个 ,有 多 少 个 “ 满 的 ”数列 ? 是 铀 

13. (第 15 届 韩 国 数学 奥林匹克 题 ) 在 一 次 数学 竞赛 中 ， 是 
(竞赛 题 的 数目 为 n(n 宇 4); 
(每 道 题 恰 由 4 人 解 出 ; 。 
(ii 对 于 任意 两 道 题 , 恰 有 1 人 解 出 这 两 题 . 高 

若 参赛 人 数 大 于 等 于 4n, 求 n 的 最 大 值 ,使 得 总 存在 一 个 人 解 出 全 部 竞赛 题 中 

14. 《中 等 数学 )2004 年 1 期 奥林匹克 问题 ) 平 面 上 给 定 n(n>>3) 个 点 ,其 中 任何 三 点 不 共 线 . 任意 地 > 


用 线段 连结 某 些 点 (这 些 线段 称 为 边 ) ,得 到 x 条 边 . 


(1) 车 确保 图 形 中 出 现 以 给 定点 为 顶点 的 三 角形 ,求证 :x 之 2. 


当下 2 二 是 整 数 时 , 求 所 有 ”的 值 及 对 应 z 的 最 小 值 


(2) 著 确保 图 形 中 出 现 以 给 定点 为 顶点 的 mCm<) 阶 完全 图 .求证 :x 之 于 


许杰 和 可。， 妾 洪 记 汪 秒 汕 和 沉 O 


【学 习 目 标 ) 

数 和 形 这 两 个 基本 概念 ,是 数学 的 两 块 基 石 . 全 部 数学 大 体 上 都 是 围绕 这 两 个 概念 的 提炼 、 演 
变 、 发 展 而 展开 的 , 数 和 形 在 内 容 上 互相 联系 ,在 方法 上 互相 渗透 ,在 一 定 条 件 可 以 互相 转化 、 补 充 互 
助 . 数 形 结合 解 是 法 ,就 是 在 解 题 时 ,注重 把 数 形 结合 起 来 考察 .项 酌 问 题 的 具体 情形 ,使 图 形 性 质问 
题 俯 助 二 数量 关系 的 推演 而 具体 量 法 ,或 者 使 数量 关系 的 问题 借助 于 几何 背景 而 直观 形象 化 ,将 抽 
象 的 数学 符号 语言 与 直观 的 图 形 语言 结合 起 来 ,将 抽象 思维 与 形象 思维 结合 起 来 ,实现 抽象 概念 与 
具体 形象 .表象 的 和 谐 联 系 和 转化 ,从 而 解决 问题 ， 


【 解 题 钥 匙 】 


1. 以 形 助 数 
以 形 助 数 ,就 是 将 “ 数 式 ”问题 ,借助 其 几何 背景 ,利用 图 形 的 性 质 , 使 之 直观 化 .形象 化 ,从 而 直 
观 探索 “ 数 式 ”的 有 关内 涵 或 规律 , 在 构造 法 一 章 中 介绍 的 构造 辅助 图 形 , 其实 也 就 是 以 形 助 数 . 
以 形 助 数 ,可 以 借助 于 数 轴 、 函 数 图 象 .解析 观点 ,结构 图 或 构 作 辅助 图 形 等 等 . 
例 1 (1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 若 非 空 集合 A=={x12a 十 1 志 x 扎 34 一 5),B 二 {x3 过 7 达 22), 则 
能 使 AC(A 门 B) 成 立 的 所 有 a 的 集合 是 (  ). 
A. (al1 委 << 委 9} B. (al16 适 c 魏 9) C. ‘ala<9) D. 站 
解 ” 选 B. 理由 :由 交集 定义 可 知 , (A 门 B) 忆 A, 又 已 知 
AS(A 门 B), 可 得 A==AM 门 B, 即 ASB. 
如 图 5-1, 可 知 要 使 ACB, 应 满足 条 件 
2a 十 1 之 3， 
3 一 5<22， 
3c 一 5 之 24 一 1 图 5-1 
解 得 ,6 委 < 委 9%. 
例 2 (2003 年 北京 市 竞赛 题 )ta | 表示 不 超过 a 的 最 大 整数 , 则 孙 数 y 一 z 一 x 一 [ 寺 ] 一 |sinz| 的 


最 大 值 是 ( ). 


3 2at+t+l 3a-S 22 2 


A. - 虹 B. = C.1 D. 不 存在 
解 ” 选 DD. 理由 : 


因为 0<< 示 一 [ 示 ]<1,0<|sinz|<1， 
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琵 经 典 


y 一 元 一 [元 ] 一 sinz| 委 1 一 0 一 1， 


所 以 y 一 区 一 | sinz| 的 最 大 值 可 能 是 1. 

下 面 说 明 不 能 达到 1. 

因 y 是 以 7 为 周期 的 周期 函数 , 故 只 须 考 虑 xE (0,7) 时 函数 的 变化 ,在 XE (0,x] 上 , 当 xE (0， 
) 时 ,[ 二 二 0,sinz 之 0, 则 y= 诸 一 sinr<1 一 sinz<l. 


从 图 5- 2 可见, 当 z<e 时 ,y 委 0; 当 ZE (x ,TD) 时 ,于 之 sinx， y 


且 寺 单调 增 ,sinz 单调 减 , 则 y= Sinz 单调 增 ; 当 一 时 ，y 二 0, 
所 以 ,y 无 最 大 值 . 
例 3 (第 5 届 “ 荐 望 标 ” 邀 请 赛 题 ) 不 等 式 v2z 十 2>z 一 1 的 解 


集 是 . 
解 ” 填 [一 1,2 十 V51]. 理由 : 解 方程 V2x 十 2 二 x 一 1, 得 X= 


2 十 V5. 如 图 5- 3 所 示 , 考 察 半 抛 物 线 y= 二 V2z 十 2 位 于 直线 y= 
x 一 ] 上 方 的 点 的 横 坐 标 z 的 集合 ,有 一 1] 委 z<<2 十 V5. 

例 4 (1991 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 复数 .2: 满足 |z 1 一 
[zi 十 zz 1 二 3, zi 一 | 二 3V3, 求 logs | (zizy )2000 十 (zi xz )2000 1 的 
值 


解 ” 填 4000. 理由 :本 题 直 接 计算 不 易 , 看 到 |z; | 、|zi 十 zs |、 
zi 一 zz | 可 联想 平行 四 边 形 , 故 可 考虑 复 平 面 上 的 以 形 助 数 . 
于 是 , 讽 Z1 、Z2 、Z1 十 之 2 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 分 别 为 A.B.、 
C, 如 图 5-4 所 示 , 则 |0A|=|zi|,10B|=|zz1， 
OC|= |ziz| ,|ABI= |z; |), 
又 因为 四 边 形 QACB 是 平行 四 边 形 ， 
则 |z: 十 zz 上 十 | zx 一 2 =2(|zi1 二 |zz1°). 


从 而 “|x|=3, 故 四 边 形 OACB 是 菱形 ,上 且 人 AOB 一 竺 ， 
从 而 0s +isin < 


又 lal=3, 有 二 = 号 ， 


必 1 


则 >z?。zl 一 9(Ccos +isin 所) ， 


即 名 “ 训 一 9(eos 抽 干 isin 经 ) 


2x 


3 
于 是 (I Z? ) 2000 十 (zi 之 2 ) 0% 


BN zz, *» z] =9(cos Tisin 径 )， 


兴 芝 代 江 py 4 
解 题 金 钥匙 系列 - Wy 


尾 溢 于 改 。 半 湛 烹 草 孙 万 我 O 


例 6 设 a>0 为 常数 , 解 不 等 式 v 妇 十 1 一 ar 所 1， 

解 ”不 等 式 化 为 V 妇 十 1] 委 cz 十 1, 令 y 一 V 妇 十 1(y 袜 0)， 
则 表示 双 曲 线 一 x 一 1 的 上 半 支 ,> 一 az 十 1 则 表示 过 定点 P(0,1) ,斜率 
为 a 的 直线 . 如 图 5 - 5. 

当 0 过 a 过 1 时 ,直线 与 双 曲 线 上 半 支 有 两 个 交点 , 即 

wz 十 1 一 az 十 1 


解 得 “x 一 0,z2 二 了 


由 图 5- 6 可 知 原 不 等 式 的 解 为 
2a 
1 一 4 
当 a 之 1 时 ,直线 与 双 曲 线 上 只 有 一 个 交点 P(0,1) ,此 时 不 等 式 的 解 为 
工 之 0. 
例 7 求 函 数 y=2 Vz 二 5 十 V4 一 x 的 最 值 . 
解 ” 今 vVz 十 5 一 zx V4 一 + 二 v(u 宇 0,v 宇 0)， 
Wt =9,， 
则 (y=2utw 
把 v=y 一 2u 代入 
w 十 VV 二 9 得 
Sw: —4yut+y 一 9 二 0， 
uu 之 0,v 宇 0, 有 
一 4y<0， 


一 92000 (cos < 十 isin eT) 十 92% (eos TE) Fisin PAT —9%%, 
CO 加 加 
解 是 故 logs | zi 六 )2oo 十 (zz )200 | 一 logs3400 一 4000， 
题 
金 例 5 求 i :rt v1—2x° < 
销 
是 证 明 令 y==vV1 一 2x*(y 之 0) 是 椭圆 2x 十 y= 二 1 的 上 半 部 , 令 z 十 y 王 ma， 
有 因此 所 求 不 等 式 就 是 求 m 的 取 值 范围 ,y= 一 x 十 m 是 斜率 为 一 1, 在 > 轴 上 的 截 
y 二 一 ZX 十 m， 
| 
中 27x7 十 二 12. 
> 


0 二 XIX 二 


-0 

A==16y —5°+， 4(y —9) 守 0. 

从 而 “3 委 y 委 3vV5， 
若 0 二 y< 之 3, 易 知 沁 十 过 (2u 十 0)* 二 yy 过 9, 不 合 题 意 . 
于 是 有 > 有 最 大 值 3V5 ,最 小 值 3. 


例 8 (1996 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 求 实数 a 的 取 值 范围 ,使 得 对 于 任意 0E[0, 也], 恒 有 (z 十 
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3 十 2sinbcos 外 ?十 (Xx 十 asin9 十 acos0* > 于 


Z 一 yy 一 (0， 
解 令 yy 一式 则 | ] 

[7 一 《一 3 一 2singcos 纺 下 十 |y 一 (一 asing 一 acos 凡 于 之 癌 . 
则 此 问题 可 借助 于 解析 图 形 而 求 解 , 变 为 点 (一 3 一 2sinbcos2, 一 asin9 一 acosb) 到 直线 y= 二 zz 的 中 


离 的 平方 大 于 局. 由 距离 公式 可 得 | 一 3? 一 2singcos 十 asing 十 asing| > , 今 :一 sing 二 cosg 一 /Isin(g 十 | 
至 )EL1WW2], 原 不 等 式 可 化 为 | 一 3 一 2(# 一 1 十 at| 之 也 , 则 可 求 得 a 之 广 或 a<6. 


2. 以 数 助 形 

以 数 助 形 ,就 是 寻找 “ 形 ” 的 数 式 背景 或 量化 表示 . 将 “ 形 ” 的 问题 ,借助 于 数 式 的 推演 ,使 之 数 式 
化 或 量化 ,从 而 有 具体 探索 “ 形 ” 的 结构 与 性 质 而 将 其 解决 . 

以 数 助 形 , 常 借助 于 列 方程 (组 ) .函数 性 质 .进行 计算 并 运用 有 关公 式 与 结论 .三 角 知 识 . 复 数 知 
识 . 向 量 知 识 .解析 几何 知识 .几何 轨迹 的 定义 和 性 质 .立体 几何 知识 等 等 . 

例 9 〈2003 年 安徽 省 竞赛 题 ) 函数 F(z) 王 一 (cosz)lg1zl 的 部 分 图 象 是 ( 。 ). 


》 了 y 
oO ps 0 先 0 芝 
A B CG D 


图 5-8 
解 ” 选 A. 理由 :首先 , f(x) 为 偶 函 数 , 故 图 象 关于 y 轴 对 称 ,排除 B.D. 再 看 图 象 和 x 轴 都 有 交 


点 ,图 象 与 z 轴 正方 向 的 第 一 个 交点 为 (1,0), 第 二 个 为 ( 子 ,0). 取 z= 了 , 则 扩 廊 ) 一 一 oos 六 gl 这 1<0 


上 赃 淡 志恒， 六 湛 谭 浴 队 订 改 O 


又 六 E01, 子 ), 则 排除 C 


例 10 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 a.5E R,ab 尖 0. 那么 ,直线 ar 一 y 十 6 二 0 和 曲线 bx 十 ay 二 
已 的 图 象 是 ( ). 


半 洪 座 滥 取证 稚 O 


许 涨 乓 戏 。 


El 曲 


中 了 


可 经 


”9 十 x De 
A 解 题 金 钥 坡 系列 


解 、 选 B. 理由 :直线 方程 可 写 为 y=az 二 6, 曲线 方程 可 写 为 左 十 入 二 1. 车 a<0,5<0, 则 与 曲 


线 方程 矛盾 , 若 a 二 0,6>>0, 则 与 A.B.C 蔬 盾 ; 若 a>0,6>0, 则 与 A.B.C 矛 盾 ; 当 a>>0,6 二 0 时 ,只 
有 B 符 谷 . 


例 11 (2003 年 美国 南 卡 罗 米 纳 大 学 高 中 竞赛 题 ) 如 图 5 - 10 所 示 ， 
延长 AABC 的 三 边 ,使 得 BD= 方 AB, CE 一 六 BC,AF 一 方 CA. 则 


2 2 
人 DEF 与 AABC 的 面积 比 等 于 ( ). 

A.3:1] B. 13:4 

C.7:2 D. 14 : 15 

E.10 :3 

解 选 了 理由 :如 图 ,过 点 C 作 AABC 边 AB 的 高 , 垂 足 为 点 X, 过 图 5- 10 
点 下 作 和 信 ADF 边 AD 的 高 , 开 足 为 点 Y, 则 

人 人 AXCOANAYE. 


_1 1 、3 lex 30l _3o 
SAAaDF 一 7 xXADxXxFY= 7 xX 2 xABX 2 LA 一 4 ( 7 XABxCX)= 4 SAABC. 


同 理 , Spep 一 SAcEF = Sanw. 
兢 SapeF 二 SAaBc 十 SABED 十 SAFE 二 SAADF =(1 十 六 十 六 十 闻 )Sanw = Sanwe. 
所 以 ,所 求 比例 为 全 

例 12 《1995 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 如 图 5 - 11 所 示 , 在 直角 坐 ， 


VS 37， 


国 

mr ee 计 的 整 点 ( 即 横 、 纵 坐标 均 为 整数 的 - 
国 

ZX 十 y 夺 100 | 

、 , 

点 ) 的 个 数 是 = 

解 ” 填 2551. 理由 a 的 几何 意义 是 :由 三 条 直 0| % 
7 十 y 压 100 5-11 


线 y 一 3z,y 一 寺 工 和 xz 十 y 一 100 围 成 的 一 个 三 角形 区 域 Q. 显然 区 域 Q 
全 部 落 在 第 一 象限 内 ,要 求 区 域 Q 内 的 整 点 个 数 ,可 先 考虑 求 出 = 轴 、y 轴 和 直线 十 > 二 100 围 成 的 
区 域 R 内 的 整 点 个 数 ,然后 根据 对 称 性 去 掉 由 直线 y* 一 地 xz,z 十 ?一 100 和 过 轴 围 成 的 区 域 G 内 的 整 


点 个 数 的 2 倍 , 即 可 求 出 所 求 的 整 点 个 数 , 
于 是 ,由 xz 轴 ,y 轴 和 直线 zx 十 y 一 100 所 围 成 的 区 域 R( 包 括 边 界 ) 内 的 整 点 个 数 共 有 1 十 2 十 3 十 … 十 


[| 
| 
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中 大 经 曲 
EV 


100+101= 人 二 六 从 一 5151 个. 
由 直线 y= 二 x,z 十 y 一 100 和 工 轴 围 成 的 区 域 G( 边 界 y 一 村 zx 上 的 整 点 不 包含 ) 内 的 整 点 个 数 
共有 100 十 96 十 92 十 … 十 8 十 4 二 1300( 个 ). 


根据 对 称 性 可 知 ,由 直线 y= 二 3x,x 十 y=100 和 y 轴 所 围 成 的 区 域 ( 不 包括 边界 > 一 3z 上 的 整 点 ) 
内 也 有 1300 个 整 点 . 


由 此 可 得 符号 条 件 的 整 点 个 数 共 有 5151 一 2， 1300 王 2551 个 . 
例 13 (1998 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 人 ABC 中 ,~C=90 ,~B=30,AC=2,M 是 AB 的 中 
点 .将 AACM 沿 CM 折 起 ,使 A.B 两 点 间 的 距离 为 2V2 ,此 时 三 棱锥 A- BCM 的 体积 等 于 


解 、 填 之 Vz. 理由 :欲求 折 起 后 的 三 楼 锥 的 体积 ,关键 要 求 出 三 校 锥 的 高 ,研究 可 以 发 现 , 折 起 


后 ,人 ABC 是 一 个 直角 三 角形 (AC=2, BC 二 2V3,AB= 二 2Y2), 从 而 可 以 解决 问题 . 
折 起 后 的 三 棱锥 如 图 5- 12 所 示 , 取 CM 的 中 点 DD, 连 绽 


AD, 在 八 BCM 中 作 DE CM 交 BC 于 E, 连 结 AE, 则 
AD=2， (3 /3,DE=CD 。tan30" 一 1 。 ,CE= 
2DE=2 汪 .在 ABC 中 ,AC 二 2, AB 二 2V2, BC 二 2Y3, 所 以 
AG 十 AB 二 BC ,因此 了 BAC 二 90°. 在 八 ACE 中 ,AF = 二 AC 十 E 
CE —2AC ，。 CEcosAACE 一 4 十 二 一 2 . 2 。 三 ‘V3: 7 后- 图 3 1 


号 ,所 以 AFr 二 CE 一 写 十 他 一 4 二 AC', 又 AF 十 DE = 二 十 于 一 3 一 AD?, 因 此 AE| BC,AE 上 


oY 


DE, 从 而 AE 平面 BCM 所 以 Vasew 二 二， AE， Sacv= 寺 2 广 *“2 2， B22 


2 

例 14 (1998 年 上 海 市 高 中 数学 竞赛 题 ) 如 图 5 - 13, 已 知 在 抛物 线 > 一 
xz: 上 有 一 个 正方 形 的 三 个 顶点 A、B、C. 求 这 种 正方 形 面积 的 最 小 值 . 

解 ” 显 然 需 要 表示 出 正方 形 边 长 ,然后 求 其 最 小 值 . 

不 妨 设 三 个 顶点 中 有 两 个 在 y 轴 右 侧 ( 包 括 y 轴 上 ), 如 图 5- 13, 且 设 
A.B.C 三 点 的 坐标 分 别 为 (x1,y1)、(xz ,ye2)、(x3,y3),BC 的 斜率 为 k(& 一 
0)， 

则 一 入 一 RCzs 一 2 ), 由 


光一 光一 一 二 人 — X22 ). (2) 


又 ABC 三 点 在 抛物 线 上 ， 
所 以 yy 二 如 ,一 2 ,y 王 .代入 式 各 式 


1 
可 得 ”xs 二 一 X21Xi 王 一 一 一 人 Xz. 


k 


EE 四 1 | ”. " 
0 - i - ' 
TE | " 四 
ee ， 2 
站 四 PE 


并 涟 五 如 。 闻 洪 烹 班子 应 改 O 


CA 
入 


印 wz mx) Ty yy) = Vr Om—r yy ), 


有一] 2 、 
用 xs 一 法 (ET 正方 形 边 长 为 


站 二 1 VETI 
Vk 二 1l(zxs—zx2)—= Vk 二 1(k—27x2)—= vk 二 lik ERED = ; ET1 


{ , 

解 风 1 二 六 (一 1) 二 1+k’ (Xs3C— ZX2) 
A -7 一 个 | =k(r; 一 rz ) 

由 > 二 十 2m 一 At 一 2 ) 

下 过 尼 一 二 一 (2k 十 2) 坟 之 0 过 > 有 之 1>h 之 1 
高 

中 

数 

学 


2 N+ 
上 k k+l 

当 且 仅 当 =1 时 ,B 点 为 原点 时 等 号 成 立 , 所 以 ,正方 形 的 面积 的 最 小 值 为 2. 

例 15 〈《 中 等 数学 》2004 年 6 期 奥林匹克 训练 题 ) 已 知 ABCD -AlBiCiDi 是 一 个 长 方 体 ,从 点 
A 到 直线 4A)B. AIC、 AD 的 三线 分 别 交 直线 4A Bi ACT 、 AID 于 点 M、N、P , 王 足 分 别 为 了 .CCG、 上 . 
求证 

(1)M、N、P 三 点 共 线 ; 

(2)PFE、MF AN 三 条 直线 交 于 一 点 . 

解法 1 建立 如 图 5- 15 的 空间 直角 坐标 系 . 设 AD=a,AB=b， 
AA4A,=c, 则 长 方 体 的 顶点 坐标 为 

Ala,0,0) .B(a;p,0).C(0,00)、D(0,0,0) Ai (ay0c) 、Bi (cp， 
c) C06,c) .DCO,0,c). 

(1) 依 题 意 , 设 Mla,y,c), 则 

AM= (0,y,c) ,AB= (0,6,—oe). 

因为 AM 及 下, 则 

AM , A1B=by—c =0,y= 


C 
厅 。 
2 
故 A 履 一 (0, 忆 ,0). 设 NCm,n,c), 则 


A N=(m—a,n,0) , Ai —(—a,b,0), 
AC=(—a,b,—e) ,AN=(m—a,n,c). 


图 5-14 


ac’ 


AIN/AC. ant6b=(m—a)=0 we + 
3 一 一 一 
ACJ AN —a(m—a)+bn—c =0 j= pe” 
a + 


ac’ be” 
故 AN=( 22 -bp2 "pp ,C). 


设 PC(p,0,c), 则 
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AP= (p—a,d ,CC) ,AiD=(—a,0,—ce). 


2 
AP » Ai PD=—a(p—a) —e =0,p=a—. 
克 A 记 一 ( 一 全 ,0,c》， 

所 以 ,ANN= A A 


这 表明 MN、P 三 点 共 线 . 
(2) 设 PE 站 MEF 一 开 . 


由 P.K. 上 三 点 共 线 ,得 
AK=XAAE 41+)AP= 2 
又 MKF 三 点 共 线 ,得 
A AF + (AB (IAM -4 < 2 AP. 


Es 


站 LA Am+I NAP 


GA te 
pe FH 2 
上 | pe 一 a 十 ce 
de Hp 
a 十 c + 十 c 
R= Te PTT AMt te ea TGS Ot $0,0 
1 a pce’ a + 
rac,be ,a TO) 2 ,= A 


所 以 ,AK//ARN. 


又 A 六 与 4 六 有 相同 的 起 点 ,因此 ,A、K.N 共 线 , 即 KEAN. 这 表明 , PE、MF、AN 三 线 交 于 一 
占 


解法 2 如 图 5-15, 设 AB=a,BC=b,AAi 二 c. 

(1) 由 射影 定理 有 ,AAi 二 A1E。AiB. 由 三 角形 相似 有 ,AlE， 
A1B 一 A1M。，AiBi. 故 

AA? =A!M. AiB,, 


C2 
A M=—— 
! 


之 
同 理 ,A1P 王 ,AN 一 


C2 
MN’ -AN tA MAN . AiAMcos NAI AM 


4 .CC .， c. 4 
-2 2 Vafp 4o Varte 
pe 


“ai(a? 二 pp) 


杜 经 曲 


bce’ 
从 而 ,AN 一 Ar。 
a va’+e 


2 
同 理 , 在 人 4 NP 中 ,有 PN=—— 人 和. 
b Vas tp 


ee Vad+p 
故 MNT+NP= 一 人 ， 


4 2 2 
(MN NP)’— (2 +460) 


a 
妨 一 方面 ,在 人 AMP 中 ,由 勾 股 定理 ,有 
4F.2 J- 

AP2 一 上 和 )》 

所 以 ,MP 一 MN 十 NP,M.N.P 三 点 共 线 . 
(2) 由 射影 定理 ,有 

AE_AA a PF AP oe 

EM AM FA AA? pb: 


2 
又 由 CD) 有 六 写 一 和 ， 


民 普 媳 可 。 过 冰 血 井 序 次 区 


EM NP FA Cc a "=l. 

由 塞 瓦 定理 ,PE、MF.AN 三 线 共 点 . 

3. 数 形 互 助 

以 形 助 数 ,直观 形象 ;以 数 助 形 ,简明 人 微 ; 数 形 互助 , 珠 联 壁 合 . 数 形 结 合 , 是 我 们 解 竞赛 题 的 一 
个 “法 宝 ” 

例 16 (2002 年 湖南 省 竞赛 题 ) 二 次 函数 F(z)=az2 十 pz 十 c 的 图 象 如 
图 5- 16 所 示 , 记 

N 一 |a 二 pc 十 |2c 一 中 ， 

M= |a 一 5 十 c| 十 |2c 十 虽 | . 则 ( )， 


A. M>N B. M=N 
C. MN D. MN 的 大 小 关系 不 能 确定 
解 选 C. 理 由 :如 图 5-16, Al) 一 ca 十 十 c<0, F( 一 1) 一 ca 一 5 十 c>>0， 
a>0, 一 起 之 1 5S—16 
ot 


从 而 <<0,2a 十 p<0,2a 一 六 >0. 

又 (0)= 二 cc 之 0, 故 a 一 c 守 0, 进 而 

M—N=|la—btc|+ i2a+6b|— la+b+ec| ml24—6i=(4—b+o) 二 (at6+c) 一 (24 二 65) 
(2a—06)=—2(a—c)<0. 

故 M<N. 

例 17 (1999 年 河南 省 竞赛 题 ) 四 面体 S-ABC 中 ,三 组 对 棱 分 别 相等 ,依次 为 v34, vV41,5. 则 
此 四 面体 的 体积 为 (  ). 
A. 20 B. 10vV7 C. 20V3 D. 30 


. 国 EE 
四 
| 
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解 ” 选 A. 理由 ;如 图 5-17, 补 成 长 方 体 , 设 其 长 . 宽 、 高 分 别 为 x、 
y、z; 则 可 得 


O 
x 十 光一 5 解 

2 2 _ 2 是 

Y 十 -之 一 人 V41) 3 金 
z2 十 好 一 (34)2. 销 
解 得 x= 二 3,y 二 4,z 二 5. : 
般 Venw 一 言 Vk 一 二 X3X4X5=20. 到 | 
例 18 (2003 年 湖南 省 竞赛 题 ) 求 平面 上 满足 条 件 : 高 
(1) 三 角形 的 三 个 顶点 都 是 整 点 ,坐标 原点 为 直角 顶点 ，; 点 
(2) 三 角形 的 内 心 MM 的 坐标 为 (96p,672p) ,其 中 p 为 素数 的 直角 三 角形 的 个 数 . 学 


解 ” 设 如 图 5- 18 所 示 的 三 角形 为 满足 条 件 的 Rt 人 OAB, 则 直线 OM 
的 斜率 为 tana 一 7; 


、 otano—l] 3 
直线 OA 的 和 斜率 为 tan(a™— 4 ) 二] tane 4 


直线 OB 的 斜率 为 一 全 


由 此 可 设 A(41,32),B( 一 3s,4s)(s,t2>0), 则 t==4t 一 3t,s 二 一 3s 十 4s 都 
是 正 整数 . 
设 入 OAB 的 内 切 圆 半径 为 7 , 则 


一 守 。 OM=2p 。 96 V+7:=5pX 96， 


又 OA=51,0B==5s,AB=5 v 尼 十 2 .由 OA 十 OB 一 AB=27, 得 

5 VE +s =5t+5s—2X5pxX 96. 

两 边 平方 整理 得 

(i:—192p)(s—192p)=2p: X96:=2" X3: Xp’. 

因 51 汪 2r,5s 守 2r, 故 1 一 192p 守 >0,s 一 192p 记 0. 

因此 ,所 求 三 角形 个 数 等 于 21 XX3: Xp 的 正 因数 的 个 数 , 即 

当 p 天 2,3 时 ,共有 (11 十 1) (2 十 1) (2 十 1) 二 108 个 直角 三 角形 符号 题 意 ; 

当 p= 二 2 时 ,共有 (13 十 (2 十 1) 一 42 个 直角 三 角形 合 符 题 意 ; 

当 p= 二 3 时 ,共有 (11 十 1) (4 十 1)= 二 60 个 直角 三 角形 合 符 题 意 . 

例 19 (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 图 5-19, 有 一 列 曲 线 P,Pi ,P; ,…, 已 知 Po 所 围 成 的 图 形 
是 面积 为 1 的 等 边 三 角形 Pej! 由 对 Pi 进行 如 下 操作 得 到 :将 P 的 每 条 边 三 等 分 ,以 每 边 中 间 部 分 
的 线段 为 外 ,向 外 作 等 边 三 角形 ,再 将 中 间 部 分 的 线段 去 掉 ( 人 一 0,1, 2 记 5, 为 曲线 PP, 所 围 成 | 
图 形 的 面积 . / 

(1) 求 数列 {S,} 的 通 项 公式 ; 

(2) 求 limS. 

解 ” 如 图 5- 19, 对 P, 进行 操作 , 易 看 出 已 的 每 变 边 变 成 Pi 的 4 条 边 , 故 Pl 的 边 数 为 3X4; 
同样 ,对 Pi 进行 操作 ,Pi 的 每 条 边 变 成 Ps 的 4 条 边 , 故 P; 的 边 数 为 3X4. 从 而 , 易 得 P, 的 边 数 为 


许 泛 和 下， 尘 洪 饶 滥 取 商 殴 C 


解 题 金 钥 是 系 列 


图 5-19 
已 知 Po 的 面积 为 So 一 1. 比较 已 与 P,, 易 看 出 Pi 在 Po 的 每 条 边 上 增加 了 一 个 小 等 边 三 角 


形 ,其 面积 为 去 .而 P, 有 3 条 边 , 故 $1 一 Ss 十 3X 训 一 1 十 元. 再 比较 P; 与 P ,可 知己 在 Pi 的 每 条 


边 上 增加 了 一 个 小 等 边 三 角形 ,其 面积 为 这 X 训 .而 Pl 有 3X4 条 边 , 故 ,二 Si 十 3X4X 吉 一 1 二 
1] | 4 
3 as. 


类 似 地 有 SS: 一 S$: 十 3 久生 X 击 一 ] 十 二 十 二 十 每 


_ 3 二 ,4 
S, =1 十 二 十 坟 十 所 十: 十 筷 - 一 1 多 当 = 1 十 二 之 (可 ) 
和 [1 一 ( 生 )] 
,| 3、9 3 113rl vv 8 3、， 生 ， 
一 十 二 欠 4 一 1 十 车 [Ll (9) EX ) (1) 
9 


下 面 利 用 数学 归纳 法 证 明 式 Q@. 
当 n 二 1 时 ,由 上 面 已 知 式 人 成 立 . 


假设 n=k 时 ,有 Si 二 忆 一 上 XC 舍 》， 
当 n= 二 上 十 1 时 ,多 知 第 & 十 1 次 操作 后 ,比较 Pi 与 Pi,Pwwi 在 PP 的 每 条 边 上 增加 了 一 个 小 等 
边 三 角形 ,其 面积 为 str7 ,而 Pl 有 3X 人 条 边 , 故 


Si 一 全 十 3X4。 a = 
综 上 ,由 数学 归纳 法 式 叫 得 证 . , 
DmS= ln X= 


例 20 (1998 年 北京 市 中 学 生 数 学 竞赛 复赛 试题 ) 如 图 5-20, 和 矩形 了 - , C 
ABCD 中 ,AB=20 cm,BC=10 cm. 在 AC、.AB 上 各 取 一 点 M、N, 使 得 


BM 十 MN 的 值 最 小 , 求 这 个 最 小 值 有 RN 
解 ” 本 题 有 两 个 动 点 M.N, 于 是 , 先 假定 N 为 定点 , 故 问题 转化 为 ”， p 


8 3 x (- 生 t+ 
9 


在 AC 上 求 一 点 使 其 到 同 侧 的 两 定点 B、N 距离 之 和 最 小 . 利用 轴 对 称 ”NW 
变换 , 作 点 B 关 于 AC 的 对 称 点 B',BB' 交 AC 于 巨 , 连 结 B'N 交 AC 于 图 5- 20 


SEE 


PR = 


解 题 金 钥 是 系 列 


ye 


Mo ,连结 MB 、 MB , 易 证 MB 十 MN 一 MB’ 十 MN 之 B'N. 于 是 ,要 使 BM 十 MN 最 小 , 则 只 须 B'N 最 
小 .过 点 B 作 B'N |AB 交 A 于 M , 垂 足 为 N'. 易 知 如 为 定点 ,N 为 AB 上 的 动 点 ,由 垂 线段 最 短 


OO) 
性 质 ,得 BN 之 B'N', 故 当 M.N 分 别处 于 M'、N' 的 位 置 时 BM 十 MN 值 最 小 . 易 得 BE 二 4 V5， 六 
人 BN BAA4ABC, 于 是 ,可 得 BN 一 16, 故 BM 十 MN 的 最 小 值 为 16. 金 
例 21 (2001 年 英国 数学 奥林匹克 (第 一 轮 ) 题 )12 个 人 围 着 桌子 坐 成 一 图 ,有 Bp 钢 
多 少 种 操 手 方法 ,使 得 6 对 握手 的 人 腹 膊 不 交叉 ? 起 
解 ” 由 题 意 ,握手 只 在 桌面 上 发 生 , 而 不 会 在 其 他 人 的 背后 , 
设 Ns 表示 2p 个 人 围 圆桌 坐 成 一 圈 而 无 胎 膊 交叉 握手 的 方法 总 数 , 且 每 人 只 . 
所 一 次 手 . 将 每 个 人 看 作 一 点 ,不 失 一 般 性 . 将 其 中 一 人 一 王 某 所 在 点 记 作 A. 由 ~ 高 
于 握手 成 对 发 生 , 故 在 王 某 及 与 他 握手 的 人 两 侧 的 人 数 必 为 0 或 偶数 上 
若 有 2 个 人 , 则 只 有 一 种 握手 方法 , 故 Ni 一 1. 图 3- 421. 学 
若 有 4 个 人 , 王 某 可 以 和 他 相 邻 的 人 (如 图 5- 21 中 也 或 D) 握 手 ,但 不 能 与 对 ， ， 
面 的 C 握手 ,否则 会 发 生 交叉 . 故 N; 一 2. 
若 有 6 个 人 , 王 某 可 以 和 他 相 邻 的 人 (如 图 5- 22 中 B 或 握手 ,余下 的 4 人 4 
有 N 种 方法 握手 . 王 某 也 可 以 和 对 面 的 万 担 手 ,在 AD 的 两 侧 都 有 2 个 人 ,BC 和 
FE 均 有 Ni 种 握手 方法 . 故 Ns 二 2N; 十 Ni 二 5. F E 
通过 这 种 方法 逐步 求 出 N。. , 
当 有 8 个 个 人 时 , 王 某 可 与 邻 座 ( 如 图 5- 23 中 的 了 或 互 ) 握 手 .余下 在 一 侧 的 
6 人 有 N; 种 握手 方式 . 王 某 也 可 与 万 或 下 握手 , 则 在 一 侧 的 2 个 人 有 Ni 种 握手 
方式 , 另 一 侧 的 4 个 人 有 Na 种 握手 方式 . 故 Ni 一 2Ni 十 2NIXNz 一 14. B 万 
类 似 可 得 | 
N =2N, +2Ns + Ni+Ni=42, A 
Ns =—=2Ns2N: xX Ni+2N: x N,=132, ' 
所 以 ,此 题解 为 132. 6 
注 “数列 1,2,5,14,42,132… 是 著名 的 Catalan 数 . 若 定义 No 二 1, 则 此 数列 通 5 -23 


项 为 
= N, XN,_,1). 

例 22 (2002 年 保加利亚 春季 数学 竞赛 题 ) 已 知 平 面 直角 坐标 系 
XOy, 〇 为 原点 . A 为 整 点 ,OA 的 长 度 是 一 个 奇 素数 的 整数 次 暴 , 证明: 以 
OA 为 直径 的 圆周 上 的 整 点 中 至 少 有 一 半 满 足 它 们 任意 两 点 之 间 的 距离 是 
整数 . 

证 明 设 OA=p",p 是 大 于 2 的 系数 ,n 是 一 个 正 整数 , 邻 A(Czyy)， 
且 满 足 天 +y 一 大 , 则 尺 是 奇数 ,y 是 偶数 或 二 是 偶数 ，,y 是 奇数 . 不 妨 考 
虑 第 一 种 情况 . 

如 图 5-24 过 OA 的 中 点 ( 才 ， 这 ) 且 与 Oz 平和 村 的 直径 设 为 MN ,由 于 图 5-24 


y 是 偶数 ,所 以 M.N 的 纵 坐标 为 整数 易 知 M.N 的 横 坐 标 2- 记 也 为 整数 . 令 MN 一 "一 d. 在 MN 


ES 


上 收 溢 五 虱 


的 同 侧 的 圆周 上 取 两 个 整 点 PQ, 其 在 MN 上 的 垂 足 分 别 为 P .Qi , 则 

MP, ” NP, — PP,. 

由 于 MPi 十 NP; 二 , 令 (MPi,NPi) 一 产 , 则 存在 整数 im, 且 (7,m) 二 1, 使 得 MP 一 加 0， 
NP 二 prm’, 于 是 MP? 一 MP,，。MN, 即 : 

MP=1 Vp’d ,NP=m vp’d. 

同 理 , 得 MQ = prz’,NQ; 一 六 ， 
日 MQ=z Vp’d,NQ=t Vp’d. 

由 托 勒 迷 (Ptolermy) 和 定理 ,得 

PQ. d 二 MP . NQ= MQ . PN 

从 而 ,PQ= Gnz 一 站 ) Vp 

因此 ,PQ 是 整数 当 且 仅 当 & .2 的 奇偶 性 相同 . 而 由 假设 ,在 圆周 上 的 整 点 中 至 少 有 一 半 满 足 a.6b 
是 奇偶 相同 的 . 故 结论 成 立 . 

例 23 (2002 年 日 本 数学 奥林匹克 (第 二 轮 ) 题 ) 已 知 在 xOy 平 面 上 的 2002 个 点 组 成 的 点 集 记 
作 S$, 且 S 中 任意 两 点 所 连 直线 均 不 与 坐标 轴 平 行 .对 于 S 中 两 个 不 同 点 P.Q, 考 虑 以 PQ 为 对 角 
线 , 其 边 分 别 平等 地 于 坐标 轴 的 卸 形 ,mm 表示 S 在 此 矩形 内 (不 含 P.Q) 的 点 的 个 数 . 

当 命题 “$ 中 的 点 无 论 在 坐标 平面 上 如 何 分 布 ,在 S 中 至 少 存在 一 对 点 PQ, 满 足 Wp 宇 N” 为 
真 时 , 求 N 的 最 大 值 . 

解 这 里 仅 讨论 与 坐标 轴 平 行 的 矩形 . 对 于 S 中 的 任意 两 点 已 .Q,Rme 表 示 以 PQ 为 对 角 线 的 矩 
形 ,Wm 表 示 $S 在 矩形 玉 m 中 点 的 个 数 . 在 此 ,P 与 Q 不 必 相 异 ; 若 PP 与 Q 相同 , 则 在 和 矩形 Reo 内 无 
点 , 记 Wp 二 0. 

下 面 证 明 所 求 N 的 最 大 值 为 400. 

(1) 无 论 将 S 的 2002 个 点 如 何 放置 ,总 存在 P.QE S, 满 足 Wp 之 400; 

(2) 和 在 S 中 的 2002 个 点 按 某 种 方式 放置 , 则 对 YP.QES, 有 Wm 志 400. 

首先 证 明 (1). 给 定点 集 S 中 有 2002 个 点 , 记 S 中 满足 模 坐 标 最 小 、 纵 坐标 最 小 、 横 坐标 最 大 、 纵 
坐标 最 大 的 4 个 点 分 别 为 A,B.C.D, 此 4 点 中 的 某 2 点 可 能 相同 . 

故 可 断定 S 中 异 于 A、B.C.D 的 任意 一 点 (至 少 1998 个 ) 至 少 包含 在 矩形 Rap 、Rae 、Ro 、Rm 、 
Rw 之 一 的 内 部 . 此 结论 由 以 下 三 种 情况 得 出 : 

(对 于 纵 坐 标 小 于 A 和 C 的 某 点 M. 若 M 的 横 坐 标 小 于 B 的 横 坐 标 , 则 M 在 Ra 内 ;否则 ,M 
在 Rg: 内. 

(D 对 于 纵 坐 标 大 于 A 和 CC 的 某 点 M. 若 其 横 坐 标 小 于 DD 的 横 坐 标 , 则 MM 在 Rm 内 ;否则 ,MM 在 
Rw 内 ， 

(ii 对 于 某 点 的 纵 坐 标 在 A 和 C 之 间 , 则 此 点 在 Rx 内. 

这 表明 在 5 个 矩形 Rap 、Rac 、Ro .Rosa Re 中 至 少 有 一 个 矩形 包含 了 S 中 的 多 于 399 个 点 . 否 
则 ,S 中 至 多 有 除 A、B.C.D 外 的 399x5==1995 个 点 ,这 与 已 知 S 有 2002 个 点 矛盾 . 故 (]1) 成 立 . 

下 面 证 明 (2). 

将 S 中 的 2002 个 点 如 图 5- 25 放置 ,分 为 下. 下 .GC、 互 了 工 这 5 个 点 组 . 则 有 
(对 任何 一 个 矩形 Re (P.QES) 至 多 包含 一 个 点 组 ; 
(让 此 点 组 要 么 为 1 要 么 为 至 少 包 含 P.Q 之 一 的 某 个 点 组 . 


400 个 点 . 


[ 解 题 党 试 


je 


Ey 


| 


8, 
9. 


《2000 年 河北 省 元 赛 题 ) 如 果 复 数 z 满足 |z|= 二 1,A( 一 1,0).、B 


解 题 金 钥 是 系 列 
这 说 明 以 S 中 两 点 的 连 线段 为 对 角 线 的 矩形 至 多 包含 S 中 的 


(1) 和 (2) 得 证 . 故 NN 的 最 大 值 为 400. 


A 组 s 
| | Bo 


(0, 一 1) 是 复 平 面 上 两 点 ,那么 图 数 F(z) 王 |(z 十 1)(z 一 让 | 取 


最 大 值 时 , 复 平 面 上 以 Z.A、B 三 点 为 项 点 的 图 形 是 (  )， 5— 25 
A. 等 边 三 角形 B. 等 腰 三 角形 
C. 直角 三 角形 D. 等 腰 直 角 三 角形 


. 已 憩 f(z)= 二 V1 十 x , 当 a 关 5 时, 求证: | Ac) 一 Fo)|<|c 一 2 
. 已 知 a 十 6 二 1, 求 证 : (a 十 1)? 十 (5 十 ?之 闻 . 


. 由 空间 中 一 点 O 出 发 的 四 条 射线 ,两 两 所 成 的 角 都 相等 , 求 这 个 角 ， 
. (1999 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 已 知 三 棱锥 S-ABC 的 底面 是 正三 角形 ,A 点 在 侧面 SBC 上 的 射 


影 互 是 ASBC 的 垂 心 ,二 面 角 昌 -ABC 的 平面 角 等 于 30 ,SA 一 2vV3, 那 么 三 棱锥 S- ABC 的 体 
积 为 


.《2000 年 全 国志 中 数学 联赛 题 ) 一 个 球 与 正四 面体 的 六 条 棱 都 相 切 ,大 正四 面体 的 棱 长 为 a, 则 这 


个 球 的 体积 是 


. (1999 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 已 知 : 当 zE[0,1 时, 不等式 x?cos9 一 x(1 一 Xx) 十 (1 一 x)? 。Ssin9>> 


0 恒 成 立 , 试 求 2 的 取 值 范围 . 
设 方程 acosx 十 bsinx 十 c 二 0Ca? 十 双关 0) 在 |0,zxj 中 有 两 个 相 异 实 根 ac 和 8, 求 sin(a 十 及 的 值 . 


求 函 数 (V2sinzx 一 3tany)2 十 (V2cosz 一 3coty)2 的 最 小 值 , 其 中 区 ,yE (0， ). 


10. 解 方程 Vx 十 6X 十 1]] 十 Vx 一 6zx 十 11==10.， 


11. 解 关 于 并 的 不 等 式 、/ 1 一 五 <az 十 二 


12. 设 c<0 为 常数 , 解 不 等 式 Va 一 ar 十 2x>>a. 
13.《1991 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 设 正三 棱锥 P-ABC 的 高 为 PO,M 为 PO 的 中 点 ,过 AM 作 与 棱 


BC 平行 的 平面 ,将 三 棱锥 截 为 上 .下 两 部 分 , 试 求 此 两 部 分 体积 之 比 . 


14. 设 有 一 长 方 体 A1B'CD: — ABCD, 其 三 校 AAl = a, BiA! = 6b, AD: =c, M.N.P.Q 分 别 为 


1. 


AiB .AiD1、BC.CD 的 中 点 . 求 两 三 角形 AMN .Ci PQ 的 重心 间 的 距离 . 
B 组 


(2003 年 全 国 女子 数学 奥林匹克 题 ) 设 入 ABC 的 三 边 长 分 别 为 AB 二 c、.BC 二 a、.CA= 二 6,a.b.c 互 不 
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芋 洽 开 想 ， 半 并 下 浊 应 次 区 0 


“说 关怀 坦 和 清和 区 


主 汛 乓 机 


二 Et 


CA 


on 


pp 


届 其 


经 


相等 ,AD、BE、CF 分 别 为 人 ABC 的 三 条 内 角 平 分 线 , 且 DE= DF. 证 明 : 


a pb C 
(5 一 十 


(2) LBAC>90. 


(第 44 届 IMO 预选 题 ) 设 实数 a 满足 : 当 i=j 时 ,ay 为 正 数 ; 当 i 关 j 时 ,an 为 负数 ,其 中 i 二 1,2， 


3;] 一 1,2,3. 证 明 :存在 正 实 数 Cl svC2 、(C3 ,使 得 下 列 三 个 数 
ullC1 十 dlz C2 十 dl3c3 21 C1 十 az2 C2 十 Q23C3 31C1 十 Ca32C2 二 Td33cC3， 


要 么 都 是 负数 ,要 么 都 是 正 数 ,要 么 者 是 零 . 


.第 44 届 IMO 预选 题 ) 如 图 5- 26, 已 知人 ABC 内 一 点 卫 , 设 DEF 分 别 为 4 


点 卫 在 边 BC、CA、AB 上 的 投影 . 假设 AP 十 PD = BP 十 PF ==CP’ 十 
PF ,上 日 人 ABC 的 三 个 旁 心 分 别 为 Ia4、Is、Ic. 证明:P 是 和信 Ialslc 的 外 心 . 


Ek 
(2004 年 JMO 中 国 国家 队 集 训 选 拔 赛 题 ) 设 了 XOY 二 90”,P 为 ZXOY 内 的 7 
一 点 ,月 OP 二 1, 人 XOP==30 ,过 点 PP 任意 作 一 条 生 线 分 别 交 射线 OX .OY 1 、 


于 点 M,N. 求 OM-+ON 一 MN 的 最 大 值 . 


, (2004 年 IMO 中 国 国 家 队 集训 选拔 赛 题 ) 设 a.b.c 是 周 长 不 超过 2r 的 三 角 ”图 5-26 


形 的 三 条 边 长 . 证明 ;sina、sinb,sinc 可 构成 三 角形 的 三 条 边 长 . 


. (第 43 届 IMO 预选 题 ) 如 图 5- 27, 设 人 ABC 内 存在 一 点 下 ,使 得 AFB 二 BFC 二 /人 CFA, 直线 


BF.CF 分 别 交 AC、AB 于 D.、E. 证 明 :.AB 二 AC 宇 4DE. 


图 5- 27 


7.〈 第 42 届 IMO 试题 ) 设 锐角 入 ABC 的 外 心 为 D, 从 A 作 BC 的 融 , 垂 足 为 P, 昌 BCA 之 人 ABC 十 


30". 证 明 :; CAB 十 人 人 COP<90. 


8. (第 51 届 捷 克 和 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 (开卷 ) 题 ) 求 所 有 有 且 只 有 四 条 校长 等 于 a 的 四 面体 ,将 


其 展 为 平面 图 形 后 是 一 个 筝 形 , 且 非 禾 形 . 


9. (第 42 届 IMO 预选 题 ) 定 义 一 个 “& 一 团 ” 为 一 个 上 个 人 的 集合 ,使 得 他 们 中 的 每 一 对 都 互相 认识 


在 某 次 集会 上 ,每 两 个 “3 一 团 ” 中 至 少 有 一 个 人 是 公共 的 , 且 不 存在 “5 一 团 ”. 证明: 在 这 次 集会 上 
存在 两 个 (或 更 少 的 ) 人 , 当 他 们 离开 后 ,不 青 有 “3 一 团 ” 出 现 ， 


解 题 金 钥 是 系 列 


第 6 全 设想 法 


【学 习 目 标 ) 
”设想 是 其 理 的 基石 ,对 问题 进行 大 胆 设 想 ,然后 进行 探求 ,是 发 现 真 理 的 重要 手段 . 设想 是 创造 
源 果 ,只 有 敢于 设想 , 才 会 有 新 的 发 现 . 

设想 指 的 是 对 一 个 问题 从 各 种 不 同 的 角度 括 摸 其 来 龙 去 脉 ,推测 其 发 展 变化 的 趋势 和 可 能 ,来 
构思 各 种 不 同 的 处 理 方案 . 

在 解数 学 竞赛 题 中 ,仔细 分 析 了 题目 条 件 和 结论 后 ,为 了 拟定 出 初步 的 解 题 计 划 ,常常 作 一 些 假 
定 :假定 题目 的 结论 具有 某 种 性 质 或 形式 ;假定 题目 可 以 化 成 某 种 特定 的 类 型 ;假定 某 种 解 题 方法 可 
以 应 用 到 本 题 中 ;假定 题 设 条 件 中 还 可 发 据 出 茶 种 我 们 希望 有 的 隐 含 条 件 等 等 . 借助 于 假定 的 参与 ， 
形成 新 构思 ,实施 之 后 ,或 导出 予 盾 促 使 我 们 再 假定 ,或 使 问题 获得 展开 思路 ,这 样 的 解 题 方法 称 之 
为 设想 法 山 . / 

在 数学 解 题 中 ,正确 地 运用 设想 可 以 培养 我 们 敏锐 的 观察 力 和 丰富 的 想像 力 . 设想 当然 不 是 毫 
无 根据 的 胡 猜 乱 想 ,必须 综合 分 析 题 目 后 作出 “ 言 之 成 理 ” 的 构想 ,然后 再 进行 “ 持 之 有 据 ” 的 论证 . 当 
然 , 每 次 设想 不 一 定 都 正确 ,在 探求 思路 的 过 程 中 发 现 了 政 导 ,就 回 过 头 来 修改 原来 的 设想 ,逐步 找 
到 正确 解 题 的 途径 . 


【 解 题 钥匙 


1、 有 目标 认可 设想 

目标 认可 设想 ,就 是 承认 题 设 结论 为 真 或 假设 题 求 结 果 ,或 预先 作出 某 种 假定 , 吉 由 此 推导 出 的 
结论 或 结果 与 实际 情况 或 规律 .公理 .定理 等 相符 , 则 可 确认 ;和 契 由 此 推导 出 的 结果 忒 认 或 产生 下 盾 ， 
则 可 排除 或 取 其 相反 的 结论 . 

我 们 解 题 时 一 种 绝招 一 一 设想 问题 已 解 ,就 是 我 们 常 运用 的 目标 认可 设想 之 一 . 


例 1 〈2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 直 线 工 十 之 一 1 与 椭圆 于 十 站 一 1 相交 于 4、B 两 点 ,椭圆 上 


有 点 P, 使 得 和信 PAB 面积 等 于 3. 这 样 的 点 了 共有 (  ). 
A. 1 个 B. 2 个 C. 3 个 D.4 个 


解 选 B. 理 由 :假设 Pi(4cosa,3sina) (0<a< 5 ) , 即 点 Pi 在 第 一 象限 的 椭圆 上 为 所 求 的 点 . 如 


图 6- 1, 考 虑 四 边 形 P1AOB 的 面积 S, 有 
> = SAmpP) 十 SAOBP) 


中 沈 文选 . 中 学 数学 解 题 典型 方法 例 说 LMj. 长 沙 :湖南 师范 大 学 出 版 社 ,1996:61 一 86. 
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性 潍 了 五 改 。 六 湛 庭 洁 徐 麻 屠 O 
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和 


5 da 

解 题 金 钥匙 系列 
_1 ma) 1 
= 5 X43sing) +5 X3(4cosa) 


一 6{(sina 十 cosa) 二 6 V2sin(at 7 ). 


从 而 Smax 二 6V2( 此 时 o 一 十 )， 


因为 Seow = 二 xX4X3 二 6 为 定 值 ,所 以 SAP AB 的 最 大 值 为 6vV2 一 6 


因为 6V2 一 6<<3, 所 以 点 已 不 可 能 在 直线 ADB3 的 上 上方 ,显然 在 直线 AB 图 6-1 
的 下 方 有 两 个 点 P. 

例 2 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 三 位 数 n==ab. 若 以 ao 为 三 条 边 长 可 以 构成 一 个 等 腰 ( 含 
等 边 ) 三 角形 , 则 这 样 的 三 位 数 n 有 ( ) 个 . 

A. 45 B. 81 C. 165 D. 216 

解 ” 选 C. 理由 :a.bc 要 能 构成 三 角形 的 边 长 ,显然 均 不 为 0, 即 a、bcE {1,2,… ,9}. 

(1) 知 构成 等 边 三 角形 ,假设 这 样 的 三 位 数 的 个 数 为 mn. 因 三 位 数 中 3 个 数码 都 相同 , 则 == 


(2) 若 构成 等 腰 ( 非 等 边 ) 三 角形 ,假设 这 样 的 三 位 数 的 个 数 为 n;. 因 三 位 数 中 只 有 2 个 不 同 数 
公 , 设 为 a.b. 注意 到 三 角形 腰 与 底 可 和 置 , 故 可 取 的 数码 组 (a、5) 共 有 2G. 但 当 大 数 为 底 时 , 设 a 盖 六 
必须 满足 65 过 a 二 25. 此 时 ,不 能 构成 三 角形 的 数码 共 20 种 情况 , 见 下 表 ，; 


| 3,2,1 4,3,2,] 


同时 ,每 个 数码 组 (a,5) 中 的 2 个 数码 填 上 3 个 数位 ,有 GG 种 情况 .所 以 ,nz 二 Cs (2G4 一 20)= 
156. 

综 上 所 述 ,7 一 mm 十 ?72 一 165， 

例 3 (4 中 等 数学 》2004 年 5 期 奥林匹克 训练 题 ) 设 ecER,A= 王 (zl2 十 2 一 a) 有 一 {sing| 
9ER}. 共 AM 站 B 中 有 且 仪 有 一 个 元 素 , 试 求 a 的 取 值 范围 . 

解 ” 注 意 到 B==[ 一 1,1j],0€ B, 显 然 a 一 21' 十 2 7 之 2 V21T*。2! 7 一 4, 当 且 仅 当 2'1* 二 21 7， 
即 zx= 王 0 时 ,等 号 成 立 . 故 a 二 4 满足 题目 要 求 . 

下 面 证 明 ;a 二 4 都 不 满足 题目 要 求 . 

假设 za>4, 且 有 一 个 非 零 解 xz; EB=[L 一 1 训 , 则 a=2 0 十 2 一 2 0 十 2 0 这 就 意 
味 着 还 有 另 一 个 非 零 解 x; 二 一 (xz 了 关 X1)EB, 这 与 A 门 B 中 有 且 仪 有 一 个 元 素 牙 和 盾 . 故 ec 盖 4 均 不 满 
足 题 昌 要 求 . 

例 4 (2000 年 河北 省 竞赛 题 ) 已 知 函数 f(r) 一 ax: 十 bx 十 c 的 图 象 过 点 (一 1,0). 问 是 否 存在 常 


数 a .bc ,使 不 等 式 zs 入 广 (1 十 也 ) 对 一 切实 数 x 都 成 立 ? 和 若 存 在 , 求 出 ac 的 值 ; 若 不 存 


在 ,说 明理 由 . 
解 ”假设 存在 符合 条 件 的 a、b、. 
因 f(x) 的 图 象 过 (一 1,0)， 


0M 


则 ff( 一 1)=0,; 即 a 一 6 十 c= 二 0. 


又 因 xz<AoD 扫 (1 二 习 ) 对 一 切实 数 都 成 立 , 令 z=1, 则 居 
1<atbtc<F (+1)=1. 全 : 

则 ac 十 2 十 c 一 1， 是 

从 而 b 一 了 ,a 二 c=. 系 

列 

故 f(x)==ax’ 十 方 z 十 (到 一 Q). 襄 

f(DEH+e), 学 


axr 一 方 z 十 ( 广 一 9) 之 0， 
得 | 


© OQ 


1 1 
(a— ) 和 + Fr as0. 


据 题 意 ,对 于 任意 实数 z, 中 与 外 都 成 立 . 
对 于 中, 痢 a 一 0, 则 zx 大 1, 不 合 题 意 ;大 a 之 0, 欲 使 山 的 解 集 为 R, 则 需 
a>0， a>0,， 


但 | 
解 之 得 a 王立. 


对 于 一 才 , 再 考虑 @. 把 c 一 二 代 人 人 @ 得 


玫 一 27z 十 1 之 0. 
其 解 集 为 及 . 


所 以 ,存在 满足 条 件 的 ac.6\c, 其 中 ,一 b 一 < 一 二 ,0 一 也 

我 们 在 求解 某 些 “讨论 存在 性 ?问题 时 , 先 假定 满足 题 设 条 件 的 对 象 存 在 , 据 此 推理 得 到 某 个 纺 
论 ,再 用 题 设 条 件 及 已 知 的 知识 检验 这 个 结论 ,相符 则 说 明 所 求 对 象 可 能 存在 ,相悖 则 不 存在 . 这 是 
目标 认可 设想 中 的 一 种 手法 一 一 假定 验证 法 . 

例 5 (第 51 届 捷克 和 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 (决赛 ) 题 ) 证 明 ; 正 整数 A 是 完全 平方 数 的 充分 
必要 条 件 是 对 于 任意 正 整 数 n,CA 十 1)? 一 A, (A 十 2)? 一 A,…, (A 十 n)? 一 A 中 至 少 有 一 项 可 以 被 > 
整除. 

解 ” 假 设 A 二 qd, 则 (A 十 说 :一 A=《 十 站 :一 d= 二 (4q? 一 d 十 站 (4 十 d 十 站 .由 于 4d 一 4 十 对 于 
7 二 1,2,…,n 是 连续 的 个 正 整 数 , 所 以 ,一定 有 某 个 7 使 得 (A 十 站 "一 A 可 以 被 n 整除 . 

假设 A 不 是 完全 平方 数 , 则 A 中 一 定 有 一 个 素 因 子 , 其 指数 为 奇数 次 寡 , 即 存在 &, 使 得 大 | 
A,p*hA. 取 n= 二 p22 ,对 于 j= 二 1,2,…,p* ,一 定 存在 一 项 j, 使 得 p”*|(A 十 站 一 A. 因为 pr 人 A, 所 以 
p< 仆 ( 和 A 十 站 7. 但 是 由 p14 十 门 : 一 和 A 得 p*7 | (A 二 说 ? 一 A, 而 p*-!|A, 所 以 p* 1!1|(A 十 站 .由 于 
(A 十 站)* 是 完全 平方 数 , 则 一 定 有 太 | CA 十 )7. 不 慎 . 
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例 6 (数学 通报 问题 1488 题 ) 试 证 任何 11 个 连续 正 整 数 中 , 定 有 一 个 数 ( 设 为 上 ) ,使 得 (&， 
210)=1. 

证 阴 设 这 11 个 数 为 a,a 十 1,4 十 2,a 十 3,a 十 4,a 十 5,4 十 6,Q 十 7 ,a 十 8,& 十 9 ,a 十 10. 

(1) 若 a 为 奇数 , 则 asa 十 2,a 十 4,a 十 6,4 十 8,a 十 10 为 奇数 ,其 余 的 是 偶数 . 

在 这 6 个 奇数 中 , 含 3 做 因子 的 最 多 有 2 个 .因为 设 ao 是 含 3 做 因子 的 最 小 者 ,如 果 还 有 含 3 作 
因子 的 数 , 定 是 形 如 wo 十 6 的 数 ( 因 为 wm 十 mm 是 奇数 ,又 31m, 所 以 2im,; 知 6jm, 所 以 m==67) ,而 61< 
10, 知 上 最 多 取 值 1. 故 含 3 做 因子 的 数 最 多 有 2 个 . 又 ,在 这 6 个 奇数 中 含 5 做 因子 的 最 多 有 2 个 ( 因 
为 设 合 5 做 因子 的 最 小 者 为 和 , 则 其 他 含 5 做 因子 的 数 形 如 训 十 10z, 10E10, 最 多 取 值 1). 同 理 知 
这 6 个 奇数 中 含 7 做 因子 的 最 多 有 ] 个 . 因此 仅 这 6 个 奇数 中 至 少 有 1 个 数 不 含 3,5,7 做 因子 , 令 此 
数 为 用, 则 1 一 (,3) 一 (RE,5) 一 (7) 一 (2) 一 1 一 (2X3X5Xx7)= 一 (RE,210) ,在 这 种 情况 下 , 原 命题 
成 立 . 

(2) 若 a 为 偶数 , 则 a 十 1,a 十 3;ad 十 5,4a 十 7 ,a 十 9 为 奇数 . 

在 这 5 个 奇数 中 , 含 3 做 因子 的 数 最 多 有 2 个 (理由 同 (1) 的 论述 ), 含 5 做 因子 的 最 多 有 1 个 , 含 
7 做 因子 的 最 多 有 1 个. 因此 ,这 5 个 奇数 中 不 含 3,5,7 做 因子 的 数 至 少 有 1 个 , 命 此 数 为 上 , 则 

l=(k,2)=(k,3)=(k,5)—=(k,7)=(k,2* 3 5*7)=(k,210). 

根据 (1 与 (2) 知 原 命 题 获 证 . 

例 7 (第 28 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 有 一 个 红色 卡片 盒 和 下 个 (>>1) 蓝 色 卡 片 盒 ,还 有 一 副 
卡片 ,共有 2n 张 ,它们 被 分 别 编 为 1 至 2n 号 . 开始 时 ,这 副 卡 片 被 按 任意 顺序 番 置 在 红色 卡片 僵 中 ， 
从 任何 一 个 卡片 盒 中 都 可 以 取出 最 上 面 的 一 张 卡片 ,或 者 把 它 放 到 空 盒 中 ,或 者 把 它 放 到 比 它 号 码 
大 1 的 卡片 的 上 方 . 对 于 怎样 的 最 大 的 ”可 以 通过 这 种 操作 把 所 有 卡片 移 到 其 中 一 个 蓝 色 卡片 盒 
中 ? 

解 ”首先 证 明 对 于 更 大 的 ”不 一 定 能 够 做 到 . 假设 开始 时 , 红 盒 中 的 卡片 目 上 而 下 先 放 和 奇数 与 
码 的 ( 按 任意 顺序 ) ,然后 放 号 码 为 2n 的 ,再 放 其 余 偶 数 号 码 的 ( 按 任意 顺序 ). 那么 ,前 & 步 惟一 确定 
(奇数 号 码 的 卡片 相继 放 到 空 的 蓝 盒 之 中 ) , 接 下 来 ,如 果 ?>>& 则 已 经 不 能 再 进行 ;如 果 ?一 A, 则 只 
能 把 22 一 1 号 卡片 放 回 红 盒 ,于 是 等 于 没 动 . 所 以 ,此 时 无 法 按照 要 求 移 动 卡片 . 

假设 n<<&, 我 们 来 证 明 一 定 可 以 按照 要 求 移 动 卡片 . 

将 卡片 组 合 为 对 子 

(1 2)， (3，4)，…( 27 一 ,271)， 

将 每 一 个 对 子 对 应 一 个 空 的 蓝 盒 , 此 时 至 少 有 一 个 蓝 合 无 对 子 对 应 ( 称 为 “自由 盒 ”. 我 们 依次 将 红 
盒 中 最 上 方 的 卡片 移动 到 其 “自己 的 ” 蓝 盒 之 中 ,如 果 到 某 一 步 不 能 进行 时 , 则 必定 是 某 一 张 号 人 码 为 
2i 一 1 的 卡片 已 经 先行 进入 “自己 的 ” 蓝 盒 , 因 而 使 得 2; 号 卡片 不 能 进入 “自己 的 ” 蓝 盒 . 此 时 就 将 2i 
号 卡片 放 入 “自由 盒 ” 中 ,再 把 2: 一 1 号 卡片 移 到 其 上 方 ,而 把 它们 原来 的 蓝 盒 改称 为 “自由 盒 ”. 这 样 
一 来 , 便 可 把 每 一 对 卡片 移 人 一 个 蓝 盒 , 并 且 是 号 码 小 的 在 上 . 此 时 再 借助 于 “自由 盒 ”, 便 可 以 把 所 
有 卡片 全 都 移入 一 个 蓝 盒 . 

故 所 求 最 大 n 二 一 1. 

例 8 (2003 年 IMO 中 国 国 家 队 集 训 选 拔 赛 题 ) 设 AC{0,1,2,…,29} ,满足 :对 任何 整数 有 及 A 
中 任意 数 a.bCa.2 可 以 相间 ) ,a 十 6 十 30k 均 不 是 两 个 相 邻 整数 之 积 . 试 定 出 所 有 元 素 个 数 最 多 的 A. 

解 ” 设 和 A 满足 题 中 条 件 且 1A| 最 大 . 

因为 两 个 相 邻 整数 之 积 被 30 除 ,余数 为 0,2,6,12,20,26, 则 对 任意 aE€A, 有 
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2a 交 0,2,6,12,20,26(mod30),， 
即 “oa 天 0,1,3,6,10,13,15,16,18,21,25,28(mod30). 

因此 ,AC{2,4,5,7,8,9,11,12,14,17,19,20,22,23,24,26,27,29}. 

后 一 集合 可 分 拆 成 下 列 10 个 子 集 的 并 ,其 中 每 -一 个 子 集 至 多 包含 A 中 一 个 元 素 : 

(2,4},{5,7}, {8,12), {11,9), {14,22},{17,19}, {20}, {23,27} ,126,14}), {29). 

大 |Aj 科 10. 

若 |A| 二 10, 则 每 个 子 集 恰好 包含 A 中 一 个 元 素 , 因 此 ,20EA,29EA. 

由 20€A 知 128FA,22&A, 从 而 8EA,14EA. 这 样 ,44 A,24 儿 A, 因 此 ,2€ A,26€A. 

由 29E4 知 7&A,27E&A, 从 而 ,5EA,23EA. 这样 ,9&A,19EA, 因 此 ,11EA,17EA. 

综 上 有 A 一 {2,5,8,11,14,17,20,23,26,29}) 二 (31 十 210 声 ! 才 9) ,此 A 确实 满足 要 求 . 

解 题 时 ,还 未 动手 (或 刚 动手 ) ,就 “假设 问题 已 解 ”, 这 是 数学 解 题 中 最 大 胆 、 最 基本 、 最 朴素 的 构 
想 . 它 适用 于 “要 求 作 图 形 的 问题 ”, 也 适用 于 “要 寻求 的 问题 "和 “要 证 明 的 问题 ”. 它 的 基本 形式 是 ， 
设想 所 求 的 东西 已 得 ,由 此 而 砚 取 到 关键 的 信息 . 

例 9 《2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 平面 直角 坐标 系 zOy 中 ,给 定 三 点 A(0, 李 ),B( 一 1,0),C 


(1,0), 点 也 到 直线 BC 的 距离 是 该 点 到 直线 AB、AC 距离 的 等 比 中 项 . 

(1) 求 点 P 的 轨迹 方程 ; 

(2) 若 直线 /经 过 AABC 的 内 心 ( 设 为 DD) ,日 与 点 了 的 轨迹 恰好 有 3 个 公共 点 , 求 直线 1 的 斜率 
k 的 取 值 范围 . 

解 (1) 直线 AB、AC、BC 的 方程 依次 为 


y 一 二 (z 十 D,y 一 一 全 (z 一 D ,y=0. 
点 PCzr, 四 到 AB、.AC、BC 的 距离 依次 为 
a = 方 4x 一 3y 十 4| ,ds 二 去 |4z 十 3y 一 4|， 


主 洽 拉 可 ， 辽 并 玫 刘 和 髓 请 祝 O 


ds 一 |y| ;di dd; A0. 
依 题 设 得 |16x: 一 (3y 一 4)? | 二 25Yy， 
即 16x* 一 (3y 一 4)* 十 25y 二 0， 
或 16zx 一 (3y 一 4)“ 一 25y 二 0. 
化 简 得 点 PP 的 轨迹 方程 为 
圆 S:2z 十 2y 十 3y 一 2 二 0 与 双 曲 线 T,8x: 一 17y 十 12y 一 8 二 0, 且 不 含 B.C 两 点 . 
(2) 由 前 知 ,点 了 的 轨迹 包含 两 部 分 


2 她 十 2 交 十 3y 一 2 一 0， 山 
与 “8 也 一 17 昂 十 12y 一 8 一 0. (2 
(不 会 B.C 两 点 . ) 

由 由 二 ds 二 ds ,知人 ABC 的 内 心 D 是 适合 题 设 条 件 的 点 , 解 得 D(0, 志 ), 且 知 它 在 图 S 上 . 

直线 1 经 过 DD, 且 与 点 PP 的 轨迹 有 3 个 公共 点 ,所 以 ,直线 i 的 斜率 存在 . 设 直 线 /的 方程 为 

y 一 Az 十 万 . 


Ee 


生 赛 经 典 


“a 


(i) 当 ==0 时 ,直线 ! 与 圆 S 相 切 ,有 惟一 的 公共 点 D; 此 时 ,直线 y 一 志平 行 于 工 轴 ,表明 直线 / 
与 双 曲 线 下 有 不 同 于 D 的 两 个 公共 点 ,所 以 ,直线 /恰好 与 点 P. 的 轨迹 有 3 个 公共 点 . 
(ij) 当 60 时 ,由 于 B.C 两 点 不 在 轨迹 上 ,所 以 8 关 土 福 .这 时 ,直线 /与 点 P 的 轨迹 恰 有 3 个 


公共 点 , 必 有 直线 ! 与 圆 S 有 两 个 不 同 的 交点 ,有 是 直线 ! 与 双 曲 线 开 有 且 只 有 一 个 公共 点 , 即 方程 组 
8x:—17y 二 12y 一 8 二 0， 


y 一 kz 十 方 
有 且 只 有 一 组 实数 解 . 消去 y 并 化 简 得 
(8—17k:)x’ 一 5kz 一 他 二 0， (4) 
或 (一 5&)? 十 4(8 一 17 妈 ) 针 二 0. © 


解 由 得 & 一 土 2 :34 , 解 加 得 一 + 迪 


综 上 所 述 ,直线 ! 的 斜率 & 的 取 值 范围 是 有 限 集 


{0， 十 2 VM, U2) 


例 10 (第 45 届 IMO 试题 ) 试 求 出 所 有 的 实 系数 多 项 式 P(x) ,使 得 对 满足 ab 十 bc 十 ca 二 0 的 所 
有 实数 a、b、c, 都 有 

P(a 一 站 十 PCB 一 c) 十 已 (cc 一 0 一 2 十 DT 十 c). 

解 ” 由 题 设 知 , 对 任 给 的 a.b、cER, 满 足 ap 十 pc 十 ca 一 0, 有 

P(a 一 人 十 PC 一 c) 十 PCc 一 a) 一 2 十 D 十 c)， 中 

在 式 仙 中 , 令 4 一 6 一 c 一 0, 有 P(0) 二 0. 

令 5 二 c= 二 0, 对 任 给 实数 a 有 

P(—a)= P(a). 

因此 ,PCz) 的 所 有 奇 次 项 系数 为 0. 不 妨 议 

P(z) 一 anZ2 十 … 十 ai 大 十 aoyan 天 0， 


在 式 中 中 , 邻 b=24,c 二 一 包 4, 有 
P(—a)T+ P(-~ sa) 十 P( 一 二 @ 一 2P( 寺 0) 


故 eS 十 (到 一 2( 才 )2]az 十 ao 一 0. 


上 式 对 所 有 aER 成 立 , 故 关于 a 的 多 项 式 的 所 有 系数 均 为 0. 
当 n 之 3 时 ,由 8 二 262144>>235298 二 2X75 知 


8 2 8 6 

( 广 )" 之 (过)'>>2 

从 而 ,1 十 ( 避 ) 十 ( 访 )” 一 2( 计 )”>>0 
因此 ,n 二 2. 
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设 P(X) 二 ax’' 十 Br’ ,a ,BER. 

直面 验证 P(r) 二 ar! 十 Br 满足 要 求 . 

设 apcE 有 ,ap 十 pc 二 ca 一 0, 则 

(a 一 D 二 (be) 十 (ca) 一 2(ab 二 ce) 

=2 (at —4asb+6a6 da + )—2(0 te) 

= (a —4abt+6ab mda th)—2a 220 hab da c db 

=2%(—4a b+2a 6 —4ab) 

——4a’ (abtca)— dy (bctad) 一 4c cao) 2a ee + ea) 

一 4a:bcd+4bp ca decab+2a 二 +20 ec 十 2c a* 

一 2(ab 二 bc 二 +ca) =0; 

(a 一 Bb 十 (6 一 coc)? 十 (c 一 a)* 一 2(a 十 b 十 c)》” 

=2(a:—2ab+b)—22a —42ab=0. 

其 中 ,表示 循环 和 . 

因此 ,P(r)==axr' 十 Bz? 满足 要 求 . 

在 求解 某 些 竞赛 题 时 ,为 了 求 得 已 知 类 型 的 对 象 ,如 函数 .曲线 方程 ,多项式 、 等 式 . 不 等 式 等 表 
达 式 ,可 先 设想 出 含有 特定 系数 且 符 合 该 类 型 对 象 的 相应 表达 式 . 然后 再 根据 题 条 件 求 出 待定 系数 ， 
从 而 最 终 求 得 问题 的 解 ,这 就 是 目标 认可 设想 中 的 又 一 重要 手法 一 一 待定 系数 法 . 

2. 问题 特定 设想 

在 求解 某 些 数学 竞赛 题 时 ,为 讨论 问题 的 方便 ,对 问题 作 特 定 的 设想 :考虑 其 特殊 性 .一 般 性 、 存 
在 性 .惟一 性 等 等 ,或 对 问题 中 某 一 侧面 . 某 一 层面 作 特 定 考虑 :假设 大 小 顺序 .假定 某 种 结构 或 状态 
等 ,然后 根据 特定 的 设想 进行 推演 ,凑合 解 题 . 

例 11 (2002 年 安徽 省 竟 赛 题 ) 已 知 函 数 f(x) 二 区 十 2b7 十 ] 和 g(z) 一 2a(z 十 间 ， 其 中 工 .a bb 


均 为 实数 ,使 y= 二 f(x) 和 y= 二 g(x) 在 xOy 平面 上 的 图 象 不 相交 的 实数 对 (a ,已 组 成 点 集 A. 那么 ,A 


在 aOb 平面 上 表示 的 图 形 S 的 面积 为 . 
解 ” 填 <. 理由 ; 设 数 对 (a,5) 满 足 要 求 , 即 使 方程 x 十 2bx 十 1 二 2a(x 十 无 实数 根 . 
从 而 A 二 [2C6 一 Qa) 下 一 4(1 一 2a65)<0, 得 
a <l. 
在 ab 平面 上 ,满足 这 个 条 件 的 (a, 记 组 成 的 点 集 A 是 单位 圆 (不 含 边 界 圆周 ) 的 内 部 区 域 . 
因此 ,图 形 S 的 面积 为 xX1 二. 
例 12 (2002 年 湖南 省 竞赛 题 ) 设 关于 工 的 一 元 二 次 方程 2x 一 tx 一 2 二 0 的 两 个 根 为 a、B(a 一 


(1) 若 zi、xz 为 区 间 La, 好 上 的 两 个 不 同 的 点 ,求证 :4 rz 一 i 区 十 XT2) 一 4<03 

(2) 设 Fa 一 学 二 ,7(z) 在 区 间 [o, 四 上 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 为 frax 和 fin » BL) = fax — 
fon. 求 g(7) 的 最 小 值 . 

解 (1) 由 条 件 得 ,a 二 B== ,8 二 一 1. 


不 妨 设 a 三 zi 二 PB, 则 
0 4(z1—a) (zr ~ =4rir —4(ar;tphr) tap 


树 榴 下， 沁 闪 类 惠 秒 鹰 黎 和 


“也 尖 本 浊 秒 证 汐 
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—4ri7r2 一 2(0a 十 的 (Ti 十 Zz) 十 4ap 十 2(a 一 由 * (X] 一 之 ) 
全 4 一 20a 十 的 (7 十 X22) 十 4a8 一 4T1 Ti 一 tC(X1 十 XxX ) 一 4. 
故 47z172 一 上 1 十 ) 一 4<0. 
(2) 依 据 题 意 ,a 一生 ， 
8 二 Vt 二 16 
4 。 


一 六 S 
A fa) 二, f= 
/ Vr 16—i /CP Vt 二 16 十 ft 


故 f(a) ， f(D)=—4<0. 
又 任 取 Xl1 2 和 [a,B8],H. Xl<T ; 则 


| [4 二 1(xi 十 x2 ) —4xi x J 
f(x1) f(x ) = (好 二 17( 妇 十 1 (XI Xs ), 


由 (1) 知 , Fr) 一 Foz)<0, 即 fx) 过 f(z),f(x) 在 区间 [a, 有 上 是 增 防 数 . 
元 fwx 二 (BD) 之 0, fn 二 f(a)<0. 
g()=f(P— fa) 
=|f(B 1+| fC) 
>2 V | 及 | |flo)|=4. 
当 且 仅 当 f( 有 7 二 一 fo) 二 2， 


-于 证 二 一 2, 亦 妈 t 二 0 时 取 等 与 


故 g() 的 最 小 值 为 4. 

例 13 (2002 年 上 海 市 竞赛 题 ) 纸 上 写 有 1,2,…,n 这 个 正 整数 ,第 1 步 划 去 前 面 4 个 数 1,2， 
3,4, 在 nn 的 后 面 写 上 划 去 的 4 个 数 的 和 10; 第 2 步 再 划 去 前 面 的 4 个 数 5,6,7,8, 在 最 后 写 上 划 去 的 
4 个 数 的 和 26; 如 此 下 去 ( 即 每 步 划 去 前 面 4 个 数 , 在 最 后 面 写 上 划 去 的 4 个 数 的 和 ). 

(1) 夺 最 后 只 剩 下 一 个 数 , 则 应 满足 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

(2) 取 ”一 2002, 到 最 后 只 剩 下 一 个 数 为 止 , 所 有 写 出 的 数 ( 包 括 原来 的 1,2,…，2002) 的 总 和 是 
多 少 ? 

解 (1) 每 经 一 步 , 纸 上 的 数 减 少 3 个 , 若 n 个 数 经 pp 步 只 剩 下 1 个 数 , 则 nm 一 3p= 二 1, 即 n==3p 十 


Bp 


1. 

故 n 满足 的 充 要 条 件 是 nn 除 以 3 余 1. 

(2) 假 定 原 先 有 人 个 数 , 其 和 为 S, 当 这 4 个 数 划 完 , 需 41 步 , 纸 上 剩 下 4 个 数 , 且 这 4 个 
数 的 和 等 于 原来 从 个 数 的 和 $. 故 当 最 后 剩 下 1 个 数 时 ,所 写 出 的 数 的 总 和 为 (& 十 1)S. 


2002 二 1024 十 978 二 45 十 978. 原来 2002 个 数 经 -一 326 步 后 , 剩 下 45 个 数 ,被 划 去 的 数 是 1,2， 


3,…,]304( 注 意 1304 二 4X 326) ,而 纸 上 剩 下 的 4 个 数 的 和 就 是 1 十 2 十 … 十 2002, 因此 最 后 只 剩 下 
] 个 数 时 ,所 写 出 的 数 的 总 和 为 (1 十 2 十 … 十 1304) 十 6(1 十 2 十 3 十 … 十 2002) 一 12880878. 

例 14 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 一 张 纸 上 画 有 半径 为 尺 的 中 O 和 加 内 一 定点 A, 目 04==a. 折 
普 纸 片 ,使 圆周 上 某 一 点 A' 刚 好 与 点 A 重合 ,这 样 的 每 一 种 折 法 ,都留 下 一 条 直线 折 痕 . 当 A 取 遍 圆 


解 题 金 名 有 是 系 列 


周 上 所 有 点 时 , 求 所 有 折 痕 所 在 直线 上 点 的 集合 . 
解 如 图 6-2, 建 立 直 和 角 坐 标 系 , 则 有 A(a,0). 设 折 释 时 QO 上 点 
A (Rcosa,Rsina) 与 点 A 重合, 而 折 痕 为 直线 MN, 则 MN 为 线段 AA 的 
中 垂 线 . 设 PCz,y) 为 MN 上 任意 一 点 , 则 |PA | 一 1PA|, 即 
(zx—Reosa)’ + (y—Rsina)’ 一 (一 Ca 十 六， 
所 以 ， xcosat ysing_ R’ —a 有 -一 和 +2Zar 
rity 2R Vrit+y 


得 sin(COHoa) 一 ”人 其 中 


sing 一 一 一 一 ,cos0 一 


2 < 一 
改 | /二 元 二 六 | 委 1. 
平方 后 可 化 为 


人 2 dy 二 之 1 


因此 ， 所 上 的 人 全 为 二 RE 一 1 外 ( 含 边 界 ) 部 分 


例 15 《第 19 局 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 题 ) 设 平面 上 n(n 这 4) 个 点 A ,A;,…,A,, 且 任意 三 
点 不 共 线 ,每 点 至 少 与 3 个 点 之 间 有 连 线段 . 证 明 ;在 这 个 点 中 存在 不 同 的 2 个 后 XX1 ,Xz ，… ,Xx 
(上 >>1) ,使 得 XX; 与 Xi+i 之 间 有 连 线段 ,Xx 与 X 之 间 有 连 线 段 ,其 中 ] 委 : 委 22 一 1. 

证 月 设 P= 和 XX2*……XX， 是 最 长 的 序列 ,其 中 和 X; 与 外 ;11 之 间 有 连 线 段 ,i 一 1,2,…,s 一 1, 且 入 ， 
E 1414 AAA 天 Xi 天 1， 

由 于 Xi 至 少 与 3 个 点 之 间 有 连 线段 , 设 不 同 于 Xz 的 两 个 点 为 和 2Z. 由 于 书 古 最 长 的 ,所 以 
Y.ZE {Xs ,XX ). 设 Y= 二 Xi;,2Z 二 XX; ,i 过 <j 则 C==XiX2…X,…X;X! 是 一 个 圈 . 

如 采 7 是 偶数 ,C 即 满 足 条 件 . 如 果 7 是 奇数 , 则 和 1X2… XX 与 入 1 入 ;及 i1 “AjA 中 一 定 有 一 
个 满足 点 的 数目 是 偶数 . 

例 16 〈《 数 学 教学 ?问题 602 题 ) 已 知 Z>0,y>0, 且 Z 十 y 一 1, 求 证: 


(VE 上 TV + 一 )>1+ 改 . 


1 
vl 二 x V1 十 y 
证 明 不 妨 设 x<y, 则 0<x< 方 .于 是 
0 二 X(l 十 X) 夺 yl(l 十 y) 达 2， 


从 而 / -二 十 -> 一 -二 +- 一 一 
ltx Vilty Vr(lizr) Vy(l+y) 
Vy(l+y) Vy(ll+y) Vy(li+y) v2 


/A/T 1] 
ly A 1 > 并 十 (十 y) 


左 达 拉 融 。 沁 梁 估 本 取证 汐 o 


本 闪避 相 。 沁 漆 认 本 序 渭 芍 C 


以 上 两 式 相 加 ,可 得 \/ 二 二 十 4 Tt Ti / 放 >1+ 学 即 


WiFi + )>1+ 吧 


vv 十 过 ww1I 十 y 
例 17 《数学 通报 ) 问 题 1471 题 ) 求 方程 组 CY 
的 非 负 整 数 解 


解 ” 因 为 方程 组 中 之 与 y,z 与 1 可 以 互 换 , 所 以 可 以 先 求 满足 0 过 xz 委 y,0 委 > 和 :的 整数 解 组 (7， 
弥 9 和)， 

(1) 若 zz 中 有 一 个 为 零 ,不 妨 设 x 二 0, 则 由 原 方程 组 消去 t 得 :y 十 xz 二 0 所 以 y= 二 z= 二 0,t 二 0. 
即 (0,0,0,0) 是 原 方程 组 求 的 一 组 解 . 

(2) 奉 zz 都 不 是 0, 但 是 有 一 个 为 1, 设 工 二 1, 则 由 原 方程 组 消去 y 得 :t 十 z 二 zt 一 1 所 以 (z 一 ]) 
(一 1) 一 2, 因 为 z,t 为 正 堤 数 日 z 世 1 ,所 以 (得 z 二 2,t 二 3,y 二 5 即 (1,5,2,3) 是 原 方程 组 的 
一 组 解 , 同 理 (2,3,1,5) 也 是 原 方程 组 的 一 组 解 . 

(3) 若 x 之 2, 且 z 这 2, 由 (x 一 1)(y 一 1]) 之 1 得 zy 疡 xz 十 yy (D 

当 且 仅 当 x 二 y==2 时 取 等 号 , 同 理 zt 之 z 十 t. © 

当 且 仅 当 z=t= 二 2 时 取 等 号 . 

由 外 .,@ 及 原 方程 组 得 :xy 之 z 十 t， 

当 且 仪 当 xz 二 y= 二 x 二 1 二 2 时 取 等 号 . 

帮 此 时 原 方 程 组 只 有 一 组 解 (2,2,2,2). 

根据 方程 组 的 对 称 性 ,可 得 (5,1,2,3)、(5,1,3,2)、(1,5,3,2)、(2,3,5,1)、(3,2,1,5)、(2,3,1,5) 
也 是 原 方程 组 的 解 . 

综合 得 , 原 方 程 组 的 非 负 整数 解 共 有 10 组 :0,0,0,0)、(2,2,2,2)、(1,5,2,3)、(5,1,2,3)、(1,5， 


3,2)、(5,1,3,2).(2,3,1,5).(2,3,5,1).(3,2,1,5)、(3,2,9,1). 


例 18 (数学 通报 ) 问 题 1494 题 ) 试 求 出 所 有 满足 下 列 条 件 的 正 整 数 a,6b,c,Q, 其 中 1 二 a<5b 一 


| cc 过 4 ,使 得 abcd 一 1 是 (4 一 1 一 Cc 一 1)(q 一 1) 的 整数 倍 . 


解 令 A TT , 易 知 ,a,b,c,d 都 是 为 奇数 或 都 为 偶数 ,日 1 二 k 二 


a .bb cc .ad 
& 一 1 bl cl dl 


易 证 : 若 a 这 7) 则 一 一声 一 一 (n 之 1). 


a—1 一 外 
若 a 宇 5, 则 <p< 闻 5 : 了 一 2 不 存在 ; 
着 a 二 4, 则 b,c,d 都 为 偶数 ,5 宇 6,c 之 8,qd 宇 10, 从 而 为 哥 数 , 且 
4 .6 ,8 .10_128 辐 
1 3 .9393.7.9_31l 
在 二 3, 则 b,csd 都 为 奇数 ,bp 宇 5,c 宇 7,d 宇 9, 从 而 Te 9 4 . 个 8 | 8<3， 


。 . : Ee 
Hd i Wor 
i 
1 本 “ EE 
站 Ee 
， 1 


解 题 金 钥 是 系 列 


所 以 有 一 2. 

在 8 一 7, 因 为 3 引 3pcq 一 ]， 
所 以 3+(a 一 1 一 1)(c 一 DC 一 1) 一 2。0。 (Cc 一 ])(q 一 1), 逆 盾 ， 
因此 ,6b 关 7. 进而 可 知 5,c,d 关 1(mod3). 


3 9 1 15 89] 十 
> 生 | 一 一 一 学 一 


大 5 一 5, 则 2。， 2 4(c 一 1)(Cd 一 )=15cd 一 1, 即 (c 一 16)(Ca 一 16) 一 239( 质 数 ) ,所 以 ac 一 3,0 一 5， 
c 一 17,d 一 255. 

若 ao 一 2, 类 似 可 得 &=3, 则 3|apcad 一 1, 因 此 3apca. 

车 5 妈 4; 则 绾 8,c10,d14, 从 而 1 一 <2 了 . 全 . 巷 一 作品 一 3, 矛 盾 ,所 以 5 一 4, 由 3 .1 。 
3，(c 一 1) (Cd 一 1) 一 2。4cd 一 1, 得 (c 一 9)(d 一 9) 一 71( 质 数 )， 

所 以 < 一 2,0 一 4,c 一 10,d 一 80. 

综 上 可 得 ,所 求解 为 (3,5,17,255),(2,4,10,80). 

注 本题 是 第 33 届 IMO 试题 1 的 推广 . 

在 解 题 中 ,对 某 一 对 象 的 多 种 情形 进行 假设 ,这 就 是 问题 特定 设想 中 的 一 种 手段 一 一 分 类 讨论 
法 . 

例 19 (数学 通报 问题 1506 题 ) 在 AABC 中 AB =AC, 人 B 的 平分 线 交 AC 于 了 ,有 旦 BC= 
BD 十 AD. 求 A. 

解法 1 如 图 6-3, 在 BC 上 取 一 点 ,使 BE=BD. 连结 DE. 因为 AB=AC, 所 以 ABC= /人 C. 

设 了 C=2a, 因 为 人 ABD= 人 CBD, 所 以 人 ABD= /CBD=a. A 

因为 BC==BD 二 AD, 所 以 BC=BE++CE= BD 十 CE. 

所 以 AD=CE. 


又 由 角 平 分 线性 质 定理 知 一 全 有， 
所 以 Ac CE 


BC CD- 

因为 一 C= CC, 所 以 ,人 4ABCcoAEDC. 

Pb A CDE= /ABC= 2a. 

所 以 人 BED= /BDE=2a 十 2Q 二 4a. 

因为 在 八 BDE 中 ,a 十 4a 十 4a 二 180”， 

所 以 a=20., 

所 以 一 A=180 一 4 一 100 

解法 2 如 图 6-4 作 入 ABD 的 外 接 圆 @@O, 设 圆 交 BC 于 FE. 连结 DE. 
在 BC 上 取 一 点 M, 使 BM=AB. 

因为 AB 二 AC, 所 以 ABD== CBD, 所 以 设 人 ABD= /CBD=a. 

得 到 ACB 二 2a, 由 圆 内 接 四 边 形 的 性 质 知 人 CDE 二 ABC==2a. 所 以 CDE== ECD= 2a, 所 
以 DEFE 一 CE 

因为 人 人 ABD 人 MBD, 所 以 MDB= /AADB=a++2a= 3a. 

所 以 DME= /CBD+ /BDM=at+3a=4a. 


站 和 下 EE 
a 站 本 ': - 
HH Te ne . - 
i = 2 | 
HL . -- ~ 


上 性 沪 萎 相 。 了 党 漆 击 机 和 耻 症 区 0 


谋 巡 长 下 。 色 状 商 滥 艇 应 汶 0 


> 4 
| 十 关 过 代 兴 
区 < 解 题 金 钥匙 系 多 


pal 


/DEM= 十 CDE 一 2a 十 2a 一 4a. 

所 以 人 DME=DFEM, 一 FDC=-ECPD， 

所 以 AD= DM= DE=EC. 

因为 BC== BD 十 AD,BC= BE 十 CE. 

所 以 BD=BE,PL A BDE= ABED=4a. 

在 和 八 BDE 中 ,a 十 4a 十 4a 二 180 ,所 以 a==20. 

所 以 一 A=180 一 4a 一 100”. 

在 解 题 中 ,对 某 一 对 象 进 行 量化 假设 ,这 就 是 问题 特定 设想 中 的 另 一 种 手段 


变量 荐 换 法 . 


【 解 题 尝试 】 


9, 


. 《2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 图 6- 5, 已 知 点 A(0,2) 和 抛物 线 y: 二 x 十 4 


和 A 组 


. 《2003 年 北京 市 竞赛 题 ) 一 个 三 角形 的 三 条 边 成 等 比 数列 ,那么 , 公 比 g 的 取 值 范围 是 . 
. 《2003 年 上 海 市 竞赛 题 ) 已 知 实数 a、b\c 满足 & 十 pc 一 2,apc 一 4. 


(1) 求 a.bc 中 最 大 者 的 最 小 值 ; 
(2) 求 la| 十 14 十 [ci 的 最 小 值 . 


上 两 点 B,C, 使 得 AB_| BC. 求 点 C 的 纵 坐 标的 取 值 范围 . 


. 《数学 通报 ) 问 题 1486 题 ) 求 了 数 f(x) 一 一 7) 了 

(0,1j 的 最 大 值 . 
. 《数学 通报 》 回 般 1500 题 ) 已 知 正 整数 x 过 过 … 达 oy 十 wz 十 … 十 

mm 一 2003,2 之 2. 试 求 AD 二 n(xzi 十 Xx,) 的 最 小 值 . 6 一 5 
. (首届 中 国 东 南 地 区 数学 奥林匹克 题 )(1) 是 否 存 在 正 整 数 的 无 穷 数 列 


{tax} ,使 得 对 任意 的 下 整数 nn 都 有 ai.1 守 2a,，an+2? 
(2) 是 否 存 在 正 无 理 数 的 无 穷 数 列 {ta,} ,使 得 对 任意 的 下 整数 nn 都 有 aati 之 24,*， artz? 


. 《中 等 数学 》2004 年 4 期 奥林匹克 训练 题 ) 对 于 给 年 的 自然 数 aa 二 5), 求 所 有 的 实数 a, 使 得 存 


在 非 负 实数 zi ,x2 ，…, 工 ， ,满足 kx =a, Dn 一 Qi ,Ph —a’, 


. 《中 等 数学 》2004 年 1 期 奥林匹克 训练 题 ) 设 n 是 给 定 的 正 整 数 ,年 ?之 3. 对 于 nn 个 实数 zi， 


zz 记 1Xi 一 zj | (1 过 ] 志 n) 的 最 小 值 为 m, 夺 Xf 十 ZX 十 … 十 台 二 1, 试 求 m 的 最 大 值 . 
《中 等 数学 》2004 年 6 期 奥林匹克 训练 题 ) 已 知 方程 17x* 一 16xy 十 4y 一 34z 十 16y 十 13 一 0 在 
zOy 平面 上 表示 一 椭圆 . 试 求 它 的 对 称 中 心 及 对 称 轴 . 


2 2 
10. 《数学 教学 问题 623 题 ) 设 椭圆 的 方程 为 = 十 7 二 1(a>5>>0), 半 焦距 为 c, 离 心率 为 e,B(0, 一 


b) 为 籽 加 短 轴 的 一 个 端 后 . 以 B 为 项 角 顶 后 的 等 肋 信 BMN 内 接 于 椭圆 , 底 边 MN 的 中 扣 为 P， 
求 太 了 的 轨迹 . 


11. 《中 等 数学 》2005 年 1 期 奥 林 匹 死 训练 题 ) 平 面 有 12 个 点 , 且 任 意 三 点 不 共 线 ,以 其 中 任意 一 点 


为 始点 , 另 一 点 为 终点 作 向 量 , 且 作 出 所 有 的 向 量 ,其 中 3 边 向 量 的 和 为 零 向 量 的 三 角形 称 为 “ 零 


| 中 
和 
Ee 
| 
i 本 

四 Jl 

EE 


jd 
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Cl 


oy 


OO 


9. 


本 经 曲 


一 一 一 工 “> 有 四 
解 题 金 钥匙 系列 a & 


三 角形 ”. 求 以 这 些 点 为 项 点 的 “ 零 三 角形 ”个 数 的 最 大 值 . 


B 组 


《第 53 届 罗 马 尼 亚 数学 奥林匹克 (第 二 轮 ) 题 ) 对 于 正 整数 n(n 宇 2) ,定义 f(n) 为 集合 S 中 元 素 个 


数 的 最 小 值 ,集合 S 满足 最 小 的 元 素 1€ S, 最 大 的 元 素 n€ S, 且 对 于 异 于 1 的 每 个 元 率 都 是 $ 中 
两 个 元 素 的 和 (可 以 相同 ). 证 明 : 

(1) fl(n) 守 [logzn |] 十 1; 

(2) 有 无 穷 多 个 nn, 使 得 f(n)== fln 十 1). 


.第 19 届 伊 朗 数 学 奥林匹克 (第 二 轮 ) 题 ) 求 所 有 函数 f:R\{40} 一 R, 使 得 对 所 有 z+、y€E R\10}, 有 


zf(z+) 十 yo 十 之 = 十 二) 十 zFaD 十 过 


. (2003 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 题 ) 设 非 负 实数 A] vo 、T3 4 ,Ts 满足 当 > 一 上 . 求证 : S73< 


l. 


. (2002 年 保加利亚 冬季 数学 竞赛 题 ) 三 根木 棒 每 根 的 长 度 均 不 小 于 nn, 其 中 是 一 个 正 整 数 . 如 采 


好 。 


.《 第 52 届 白 俄罗斯 数学 奥林匹克 (决赛 BB 类 ) 题 ) 已 知 A、B 是 由 不 同 的 正 实数 组 成 的 有 限 集 ,n 


(n 之 1) 是 一 个 给 定 的 正 整 数 ,A 和 B 中 均 至 少 有 个 元 素 . 夺 A 中 任意 7 个 不 同 实数 的 和 属于 
B,B 中 任意 n 个 不 同 实数 的 积 属 于 A, 求 A 和 B 中 所 有 元 素 个 数 的 最 大 值 . 


. (2001 年 中 国 数 学 奥林匹克 题 ) 设 a.b.c.a 十 5 一 ca 十 c 一 6b.b 十 c 一 a.a 十 5b 十 c 是 7 个 两 两 不 同 的 质 


数 ,日 a.bc 中 有 两 数 之 和 是 800. 设 4 是 这 ? 质数 中 最 大 数 与 最 小 数 之 差 . 求 4 的 最 大 可 能 值 . 


. 《2004 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 给 定 正 整 数 n(n 宇 2), 设 正 整 数 a;(i 二 1,2,… ,0) 满 足 a 二 a 过 …<<a， 


2 求证 :对 任意 实数 z+, 有 


] 
(SF 2) 玉 aa 1) He 


. (第 45 届 IMO 试题) 生 四 边 开 ABCD 中 ,对 角 线 BD 既 不 是 人 ABC 的 平分 线 , 也 不 是 人 CDA 


人 点 了 在 四 边 形 ABCD 内 部 ,满足 PBC 二 人 DBA 和 PDC 二 人 BDA. 证 明 :ABCD 为 
网 内 接 四 边 形 的 充分 必要 条 件 是 AP=CP. 

(第 28 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 设 P.Q.R 都 是 实 系数 多 项 式 , 它 们 之 中 既 有 二 次 多 项 式 , 也 有 
三 次 多 项 式 , 并 且 满 足 关 系 式 户 十 信 = 二 Re. 证明: 其 中 必 有 一 个 三 次 多 项 式 的 根 全 是 实 根 . 


10. (第 29 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 数 列 {a, } 按 事 下 方式 构成 :aa 二 pp, 其 中 p 是 质数 , 且 pp 恰 有 


300 位 数字 非 0. 而 w+, 是 二 的 十 进 制 小 数 表达 式 中 的 一 个 循环 节 的 2 倍 . 试 求 aaos 


11. (2002 年 中 国 女子 数学 奥林匹克 题 ) 设 Ai ,A: ,…,As 是 平面 上 任意 取 定 的 8 个 点 ,对 平面 上 任 


101 


意 取 定 的 一 条 有 回 直 线 /, 设 Al ;人 A 和 ,As 在 该 直线 上 的 射影 分 别 是 Pi , P2 ,*** , Ps. 如 果 这 8 个 
射影 两 两 不 重合 , 依 直线 ! 的 方向 依次 排列 为 P; ,PP, ,…, P;, ,这 样 ,就 得 到 了 1,2,…,8 的 一 个 


沁 漆 证 杰 角 证 芍 0 


必 涨 呈 囊 。 


“ 沁 凑 记 柱 认 商 区 o 


人 帐 潍 了 匡 融 


; -4 身 员 经 典 


12. 


lo. 


16. 


17. 


18. 


排列 ,2 (在 图 6-6 中 ,此 排列 为 2,1,8,3,7,4,6， 4 

5). 设 这 8 个 点 对 平面 上 所 有 有 向 直线 作 射影 后 ,得 到 的 不 后 4 人 

同 排列 的 个 数 为 Ns 一 N(Al,A:,…,As), 试 求 Ns 的 最 大 

值 . 

(第 44 届 IMO 试题 ) 求 所 有 的 正 整数 对 ,使 得 7 全 半 二 为 

正 整数 . 76 
TC—1= p(y 二 2z), 


. (第 51 捷克 和 产 洛 公克 才学 生 林 下 交 ( 第 王 纶 ) 题 ) 求 广 和 组 | 一 1 二 pl(z 十 Xx)， 


ZC 一 ] 二 p(X 十 yy) 
的 解 ,并 讨论 解 的 个 数 . 其 中 x、y、z 是 实数 ,p 为 参数 . 


《第 51 届 捷 元 和 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 (开卷 题 ) 题 ) 解 方程 (x; 十 (y);s 二 2xy 十 51, 其 中 ns 


表示 最 接近 整数 的 5 的 倍数 ,rt、y 为 整数 . 

(第 41 届 IMO 预选 题 ) 已 知 正 整数 集合 A 中 的 元 素 不 能 表示 为 若干 个 不 同 的 完全 平方 数 之 和 . 
证 明 :A 中 有 有 限 个 元 素 . 

(第 44 用 IMO 预选 题 ) 考 虑 两 个 正 实 数列 0 之 0 之 aq3 之 之 大 过户 人 所 全 ai 十 ae 十 和 … 十 
0 ,有 ,一 下 十 记 十 十 一,23 设 c 王 mintaiy Co 二 十 cz 十 … 十 co 一 1 2) 3， 

(1) 是 否 存在 数列 {a;}、{65;) ,使 得 数列 (A) 、{B,} 无 界 , 而 数列 {C,} 有 界 ? 


(2) 车 如 二 二 ,i 一 1,2,…, 则 (1) 的 结论 是 否 改变 ? 


证 明 你 的 结论 . 

(第 41 届 IMO 预选 题 ) 设 正 整 数 n 宇 4, 由 平面 上 7 个 点 Pi ,Pi,…,P, 所 构成 的 集合 S 满足 : 任 
意 三 点 不 共 线 ,任意 四 点 不 共 圆 . 设 wu (1 志和 nn) 表 示 包 含 P, 的 圆 P;P;P, 的 数目 ,和 且 m(S)= 
十 az 十 … 十 a ,证 明 : 存 在 依赖 于 的 正 整 数 f(n) ,使 得 S 中 的 点 是 凸 ? 边 形 的 顶点 的 充分 必 
要 条 件 是 m(S)= ff(n). 


(第 43 和 IMO 预选 题 ) 是 否 存 在 正 整数 m, 使 得 方程 
二 十 下 ple 十 直 一 & 十 4 十 c 


六 无 认 多 组 下 下 数 解 Ca bu? 


YA 


第 7 草 反 证 法 


【学 习 目 标 

在 第 2 章 中 ,我 们 曾 提 到 反 证 是 逆向 化 归 中 的 一 种 重要 手段 :在 第 6 章 中 ,也 讲 到 结论 的 反面 设 
想 是 一 种 重要 的 特定 设想 手段 . 这 一 章 , 我 们 专门 来 看 反 证 法 在 解数 学 竞赛 题 时 的 重要 作用 及 广泛 
应 用 . 

一 般 地 说 ,在 证 明 一 个 命 征 时 ,从 命题 的 反面 入手 , 先 假设 结论 的 反面 成 立 , 如 来 由 此 假设 和 已 
知 条 件 共 同 推导 出 的 结果 与 已 知 条 件 \ 已 知 公理 ,定理 .定义 等 之 一 矛盾 ,或 者 推出 两 个 互相 蔬 盾 的 
结果 ,就 证 明了 “结论 反面 成 立 ” 的 假设 是 错误 的 ,从 而 得 出 结论 的 正面 成 立 . 这 种 证 题 方法 就 叫做 反 
证 法 ， 


【 解 题 钥匙 ) 


1. 用 于 证 明 否 定形 式 的 问题 
例 1 (1997 年 人 全国 高 中 联赛 题 ) 设 双 曲 线 xy 二 1 的 两 支 为 Cl、Cz 如 图 7-1, 正 三 角形 PQR 的 
三 顶点 位 于 此 双 曲 线 上 . 
(1) 求 证 :P,Q.R 不 能 都 在 双 曲 线 的 同一 文 上 : 
(2) 设 P( 一 1, 一 1) 在 C: 上 ,QR 在 C 上 , 求 项 点 QR 的 
坐标 ， 
解 (1) 假 设 正八 PQR 的 三 顶点 P、Q.、R 位 于 同一 支 如 CC 
土 ,其 坐标 分 别 为 (zy wm) (zy )、 (zy 加) 不妨 设 0 过 Xi 过 
Z< zs* 则 一 年 有 yi 之 y2 记 yy 之 0. 
于 是 ， PQ 十 QR 一 PR 
一 [| (az 二 Cm 一 双关 一 (人 一 冯 天 |] 十 [ww 一 奖 关 十 
(%—%) (yy%) 
— (27f — 2X — 2x2T3 十 2X1T3) 二 (2y 2% Y2 一 


经 巡 后 本。 闻 潍 谭 间 入座 区 C 


2 Yo V3 十 ZYy1Y3) 
一 20xzs ~ ) (Xs 3 ) 二 2(Yy; YI )(Yy VY3 ) < 二.0. 
因此 ,PQ 十 QR 一 PR . 
这 说 明和 人 PQR 是 钝 角 三 角形 ,与 人 PQR 为 正三 角形 矛盾 . 故 也 .Q.R 不 能 位 于 同一 文 上 . 
(2) 设 QR 的 坐标 为 (zn i) zs ,过 ,这 时 QR 边 上 的 高 线 方程 为 


y 十 1] 二 zx Xz (XT 十 1)， 


Ee 


是 金 钥匙 系列 


它 必 过 线段 QR 的 中 点 ,因此 ,QR 的 中 点 坐标 满足 方程 ,于 是 有 序 ( 志 十 声 ) 十 1 二 zz 


( 异 志 型 二 1) ,此 即 (1 一 mxzz)[(z 十 x)(l 二 Xx ) 十 2X1Xx2 | 一 0 

X Ti 之 0,z2 记 0, 上 式 方 括号 中 的 式 子 明显 大 于 0, 则 1 一 Zixzz 一 0, 故 Zizz 一 1 

于 是 ,Q 点 的 坐标 为 (一 ;XT1) ,而 玉 的 坐标 为 (zs 二) ,这 说 明 Q.R 关 于 直线 y 一 工 对 称 . 

PQ、PR 所 在 的 直线 分 别 为 过 P 点 与 y 二 x 交 成 30" 角 的 相互 对 称 的 两 条 直线 , 易 见 其 倾斜 角 分 
别 为 75" 和 15", 不 妨 设 PQ 的 倾斜 角 为 75", 这 时 它 的 方程 为 y 二 1 一 tan75 。(z 十 1)， 即 y 十 1 一 (2 十 
V3)(z 十 1). 将 其 代 和 人 双 曲 线 方程 ry 二 1, 解 得 Q 点 坐标 (2 一 V3,2 十 V3). 由 对 称 性 , 知 RR 的 坐标 为 

例 2 (第 53 届 罗 马 尼 亚 数学 奥林匹克 (第 一 轮 ) 题 ) 设 等 差 数 列 w (n 之 1) 包 含 1 和 v2. 证 明 : 
{a,} 中 的 任意 三 项 均 不 构成 等 比 数列 . 

证 明 设 等 差 数 列 A sd2 9 yn ,的 公差 为 六 则 存在 正 整 数 &、 ,使 得 wk =] ,a 一 V2. 于 是 ， 

V2—1=a—as = (lL—k)r, 


ll -= 此 一 
假设 a .a as 是 等 比 数列 ,为 方便 起 见 , 设 史 - 一 ME 一 N,2 一 尸骨 


a, 一 下 十 (mm 一 上 7 一 1 十 MCV2 一 1)， 

a, 一 到 十 (一 让 rr 一 1 十 NCQ2 一 1)， 

as =as T+(p—k)r=1+PY2—1). 

由 二 amap ,得 

(1 一 NTNV2)2 一 (1 一 MTMV2)(1 一 P 十 PV2)， 
即 〈1 一 N): 二 2N2E 十 2NCI 一 N)V5 一 (1 一 MD)(C 一 P 十 2MP 十 [COM 一 P) 十 PC 一 MD)JV2. 

由 于 M、N、P 了 是 有 理 数 , 则 有 

3N:—2N=3MP—M—P， 

2N 一 2 入 一 M 十 P 一 2MP. 

以 上 两 式 相 加 得 N* 一 MP, 代 入 得 2N 二 M+ 了 . 

从 而 ,(M 十 P)*= 二 4MP, 即 (M 一 P): 二 0. 

所 以 ,M=P= N. 于 是 可 得 m 二 n= 二 2p, 矛盾 . 

例 3 (第 42 届 IMO 试题 ) 设 a.b.c,d 为 整数 ,a>b>>c>d>>0, 且 ac 二 bd 二 (6 十 d 十 a 一 co) (b 十 
d—atc). 

证 明 :ab 十 cd 不 是 素数 . 

证 明 若 p= 二 ab 十 cd 为 素数 , 则 将 导出 矛盾 . 

由 于 ac 十 bd 一 (6 十 4d 十 a 一 0 中 (2 十 d 一 4 十 0) 一 (b+Ha)— (a—c)’, 

则 @? 一 ac 十 二 大 十 4 十 bd. 


将 4a 一 上 全 代入 上 式 ,得 


， 站 站 | 
| | 和 下 -3 
1 CC 本 Ft 
" ， ， 
加 的 。 i 
La 可 
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解 题 金 钥 是 系 列 


一 2 
"Pe bce “c+ = 二 d+bd， 


BB plip—2cd—6 )=(6 ee) (Fd +ba). 

因为 p==ab 十 cd 之 ab 守 半 上 一 0 让 0， 

所 以 , (pb Cc )=1, 

于 是 ,pl5 十 4 十 bd. 

但 p= 二 ab 十 cd 六 十 科 ,从 而 ， 

2p>2(6 da)>b+a) >6 td +obd. 

所 以 ,p 一 六 十 dq 十 bd. 

于 是 ,ab 十 cd 二 上 六 十 qd! 十 bd， 
BE dlc—d)=6b(6+d—a). 

由 于 5c 守 a, 则 

b>c—d>0. 

这 样 (56,cdD) 二 1 ,意味 着 (bp,d) |p,p 不 是 素数 . 天 盾 . 

故 命题 成 立 , 

2. 用 于 证 明 "“ 至 多 "“ 至 少 "形式 的 问题 

例 4 (2002 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 地 区 级 竞赛 题 ) 设 正 整 数 n 宇 3, (a ,az ,…,a;) 是 任 
意 ?元 不 同 的 实数 , 且 其 和 是 正 数 . 符 它 的 一 个 排列 ( ,2 ,… ,6 ) 满 足 对 于 任意 的 上 二 1,2,…,n, 均 
有 妃 十 户 十 … 十 儿 盖 0, 则 这 个 排列 称 为 好 的 . 求 好 的 排列 至 少 有 多 少 个 ? 

解 ” 设 这 个 数 按 顺 时 针 放 在 正 % 边 形 的 n 个 人 硕 点 上 , 取 s, 使 得 ao 十 cr 十 … 十 ar 是 最 小 的 ， 
其 中 下 标 取 模 ”的 余数 , 且 假 设 上 是 最 大 的 . 于 是 ,对 于 二 1, 则 astt ast 全 0; 否则 ,a 十 
2 十 十 ai 1 之 a 十 asti 十 … 十 gs44, 与 和 是 最 小 的 ,矛盾 . 于 是 ,从 wii 开始 ,得 到 一 个 好 的 排 
列 ， 即 奢 菜 个 和 Qi 十 十 QH 0, 则 0 十 Qi 十 十 QHASSQ 十 Qi 十 十 as 与 和 的 最 小 及 
i 的 最 大 性 矛盾 . 

因此 ,对 于 2”! 个 排列 , 正 7n 边 形 的 顶点 上 每 一 种 放 法 , 按 顺 时 针对 应 着 n 个 排列 ,这 个 排列 中 
至 少 有 一 个 是 好 的 . 所 以 至 少 有 (Cn 一 1)1 个 好 的 排列 . 

车 i 二 1,2,… yn 一 1 时 ,a 过 0,a; 之 0, 则 好 的 排列 只 能 从 a 开始 ,其 他 一 1 个 数 进行 全 排列 , 共 
有 (n 一 1)1 个 好 的 排列 

所 以 ,好 的 排列 至 少 有 (2 一 1)1 个 ， 

例 5 (第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 在 坐标 平面 上 给 定 凸 五 边 形 
ABCDE, 它 的 顶点 都 是 整 点 .证明 :在 五 边 形 ABC DiE 如 图 7-2 的 内 
部 或 周 界 上 至 少 有 一 个 整 点 , 

解 ”为 简单 起 见 ,我 们 将 “在 内 部 或 在 边界 上 "统称 为 "在 … 中 


S 的 五 边 形 ( 由 于 任何 整 点 多 边 形 的 面积 为 半 整 数 , 故 存在 面积 最 小 者 ). 
可 证 AAC Di 中 的 所 有 整 点 , 除 A 之 外 ,全 都 位 于 CD 之 上 .事实 上 ,如 
果 在 它 之 中 还 有 另 一 整 点 KK, 则 凸 五 边 形 KBCDE 的 面积 小 于 S, 且 五 边 
形 的 “内 ”五 边 形 位 于 五 边 形 Ai1 Bi1CiDiEi 之 中 ,这 显然 是 不 可 能 的 . 7-2 


4 本 ol A : is 

站 的 2 站 的 站 ' | i . 
we 四 。 . -1 站 
罗 i . 0 和 


CG 
B AN | 
用 反 证 法 . 假设 结论 不 成 立 ,我 们 来 考察 不 满足 断言 的 具有 最 小 面积 A 
XY 
A E 


Ee 


怪 演 执 枉 


六 涟 五 对。 渤 洪 府 鞍 稍 膏 牧 C 


由 多 人 


自 入 ABC. 入 BCD, 人 入 CDE, 入 DEA 和 AEAB 中 选 出 面积 最 小 的 一 个 , 设 其 为 人 ABC. 于 是 ,点 
A 与 直线 BC 的 距离 不 大 于 DD 与 该 直线 的 距离 ;点 C 距 让 线 AB 不 比 王 远 . 考察 使 ABCO 为 平行 四 
边 形 的 点 O, 显 然 它 是 整 点 . 不 难 证 明 , 点 O 位 于 AAABIC 中 . 于 是 ,由 前 面 所 证 的 断言 , 它 位 于 五 边 形 
Ai1B1CiDiE 之 中 ,这 不 可 能 ,村 致 巴 盾 . 

例 6 (第 30 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 在 桌 上 放 着 2004 个 小 盒子 ,每 个 盒子 中 放 有 1 个 小 球 . 
现 知 某 些 球 是 白色 的 , 白 球 共有 偶数 个 . 允许 你 指 着 任意 2 个 盒子 问 光 它们 中 是 否 至 少 有 1 个 放 的 
是 吾 球 ”试问 ,最 少 需 要 询问 多 少 次 ,你 就 可 以 确定 出 2 个 放 的 都 是 日 球 的 盒子 ? 

解 ” 将 盒子 (以 及 放 在 它们 里 面 的 小 球 ) 依 次 编 为 1 至 2004 号 , 且 以 盒子 对 号 码 来 称呼 问题 ,将 
非 白 色 的 球 都 称 为 黑 球 . 

首先 ,我 们 证 明 ,通过 4005 次 询问 可 以 找 出 2 个 白 球 .依次 回回 题 (1,2),(1,3),*…,(], 2004)， 
(2,3),(2,4)，…,(2,2004). 如 果 所 有 的 答案 都 是 肯定 的 , 则 1 号 球 和 2 号 球 都 是 白色 的 (事实 上 ,如 
果 1 号 球 是 黑色 的 ,那么 ,就 至 少 还 可 以 找 出 工 个 黑 球 , 它 与 1 号 球 构成 一 个 黑 球 对 ). 如 果 其 中 至 少 
有 一 个 答案 是 否定 的 (不 妨 设 它 是 某 个 包 售 1 导 球 的 问题 ) ,那么 ,1 号 球 是 黑色 的 . 这 时 ,那些 凡是 全 
有 1 号 球 却 给 出 肯定 的 答案 时 的 男 1 个 球 -- 定 是 白色 的 . 这 样 ,我 们 就 找 出 了 所 有 的 白 球 ,至 少 有 2 
个 . 

花 次 我 们 证 明 ,不 能 少 于 4005 次 询问 . 假设 人 存在 某 种 方案 使 得 可 用 更 少 的 询问 来 确保 找 出 2 个 
自 球 ,我们 可 以 给 所 有 的 问题 以 肯定 回答 . 这 时 ,最 多 在 4004 次 询问 之 后 ,就 必须 指出 2 个 盒子 (为 
确定 起 见 , 设 为 第 1 个 盒子 与 第 2 个 盒子 ), 且 肯定 我 们 中 放 的 都 是 白 球 , 此 时 , 必 有 一 个 形 恕 (1,n) 
或 (2,n) 的 问题 没有 问 到 ,例如 问题 (1,k) ,不 然 就 需要 4005 次 询问 . 假如 在 第 1 个 盒子 和 第 个 盒 于 
里 放 的 是 黑 球 ,其余 盒子 中 放 的 全 是 白 球 ,那么 ,我 们 所 给 的 回答 都 是 对 的 ， 但 是 ,游戏 者 所 指 的 第 -一 
个 球 却 是 黑 的 , 巴 厦 . 

故 至 少 需要 4005 次 即 可 . 

3. 用 于 证 明 涉 及 "无 限 的 问题 

例 7 证 明 : 素 数 是 无 限 的 . 

证 明 ”假设 素数 只 有 ?个 ,分 别 记 为 ,pz…… ,pp ,了 权 正 整数 A 王 和 包 加 … 久 十 1 那么 A 有 两 种 
可 能 :或 为 素数 ;或 为 合 数 . 

艺 4 为 素数 , 则 A 不 等 于 p;(i 二 1,2,…,n) 中 任何 一 个 , 则 素数 至 省 有 7 十 1 个 ,这 与 素数 只 有 7 
个 矛盾 . 

世 A 为 合 数 , 则 一 定 有 -- 个 素数 5, 使 A 能 被 5 整除 . 然而 A 被 这 7 个 素数 p11,ps，…,p, 中 任 一 
个 除 时 都 余 1, 从 而 上 不 是 这 7 个 素数 中 的 任何 -个 ,因而 5 是 n 个 素数 之 外 的 又 一 个 素数 ,这 与 素 
数 只 有 个 的 假设 不 盾 ， 

综 上 所 述 , 率 数 为 无 限 多 个 . 

例 8 (第 42 届 IMO 预选 题 ) 设 wo ,at ,az… 是 任意 -- 个 由 正 整 数组 成 的 无 穷 序 列 .证 明 : 存 在 无 
穷 多 个 正 整数 ”使 得 

1+a, >a,_1y2. 

证 阴 ”定义 序列 co ya,c2… 满 足 

co = ls 0 =I ”( ] ,11], 重 与 为 
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并 套红 有 曲 z 
i tN DS 


出 ci 十 cz 十 一 十 64 二 Qoco 一 Qnc, 二 Qo 一 Qycn. 
由 于 (a; ) 为 正 整数 序列 , 则 {6c} 为 正 整数 序列 . 


i 
“ue 
a 


CO 
所 以 ,ci te 二 cao. 后 
因此 , 原 命题 等 价 于 证 明 存在 无 穷 多 个 nm 使 得 :二 -<2 成立. 全 
反 证 . 假设 存在 正 整数 N, 使 得 对 于 n 宇 N, 均 有 -之 2”. 有 
当 n>N 时 ,有 列 
CC 了 、 
站 CN 2 ni ] N+i ， 
即 cy。 一 (+ 下) CO 。 901+ 到 十 坷 二 人 二 二) ， 数 
其 中 C= 一 Cn 24247371 是 一 个 正常 数 ， 和 
对 于 如 上 的 n, 存 在 正 整 数 上 ,使 得 2 硅 n 二 2 , 则 
1 十 元 十 忆 十 … 十 一 
委 1 十 ( 广 十 于) 十 (十 十 … 十 - 
和 1 十 1 十 … 十 1 一 民 . 
所 以 ,c, 宇 C，2 其 中 2 ' 寺 n< 之 27. 
对 于 如 上 的 N, 存 在 正 整 数 ,使 得 2! 之 N=2". 当 m>r 时 ,有 
czr 十 Cor+1 十 … 十 comr 1 
-一 (Cor 十 …… 十 cozr+l_ ) 二 (czr+ti 十 十 cor+2_ 1 ) 十 … 和 十 《Cam 一 1 十 "十 Com. ] ) 
>C(2r X2 一 一 有 十 2 二 1 PA 二 下 227 X2-7m) 
Cm—r) 
一 全 5 
这 表明 c, 的 和 可 以 任意 大 ,与 cr 十 十 … 十 c 的 有 界 性 矛盾 . 所 以 ,有 无 穷 多 个 ,使 得 一 -一 
2- 成立. | 
4. 用 于 证 阴 “ 存 在 ”、“ 惟 一 "等 形式 的 问题 
例 9 《中 等 数学 )2004 年 3 期 奥林匹克 训练 题 ) 对 复数 = .zz 给 出 下 面 的 三 个 条 件 :(1) 近 二 所 
0;(2) 瑟 十 6 一 一 人 (3)a， 丰 十 za 十 2 一 0 
,十 6 1 < 2 . 


试问 是 否 存 在 同时 满足 这 三 个 条 件 的 复数 zx 、z。? 若 存 在 , 求 出 zi .zz ;着 不 存在 ,说 明理 由 . 

解 ”假设 存在 z; 、.z: 同时 满足 题 设 的 三 个 条 件 . 

由 (1) 得 x ER,zz 是 虚数 . 由 (2) 得 

| z: 十 6| 一 2. (1) 
设 zj 二 aER. 由 (3) 得 a 鸡 十 2 十 2 二 0. 


因为 zz 是 虚数 , 则 有 A=1 一 8a<0,4>> 壤 ， 
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4 一 17 人. 


这 与 go> 志 相 矛 盾 


因此 ,同时 满足 题 设 三 个 条 件 的 zi 、z; 不 存在 . 

例 10 (1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 平面 直角 坐标 系 中 , 横 坐 标 和 纵 坐 标 都 是 整数 的 点 称 为 格 
点 , 任 取 6 个 格 点 Pi (x; ,yi) (i 二 1,2,3,4,5,6) 满 足 : 

(1) |z; |<2, |y; [2(1=1,2,3,4,5,6); 

(2) 任 何 三 点 不 在 同一 条 直线 上 . 

试 证 :在 以 P; (i 二 1,2,3,4,5,6) 为 项 点 的 所 有 三 角形 中 , 必 有 一 个 三 角形 的 面积 不 大 于 2. 

证 明 6 个 格 点 分 布 在 如 图 7- 3 所 示 的 4X4 网 络 图 的 格 点 上 . 
若 某 两 条 “ 相 邻 ”的 水 平 直 线 i( 或 竖 直 直线 段 ) 上 已 有 3 个 点 , 则 结论 
显然 成 立 . 大 不 是 这 样 情形 ,用 反 证 法 . 

假设 结论 不 成 立 , 则 相 邻 的 两 条 水 平 ( 或 坚 直 ) 直 线段 土 至 多 有 2 
个 点 ( 指 p; ,下 则 )， 

若 站 上 有 点 , 则 六 与 如 上 最 多 各 有 一 点 ,从 而 上: 与 -上 至 少 
( 共 ) 有 3 点 ,不 盾 . 


从 而 辣 ( 同 理 一 ) 上 没有 三 中 的 点 . 
又 任 三 点 不 在 同一 直线 上 , 则 6 个 格 点 只 能 分 布 在 3 条 水 平 直 线 
六 .0 2， 上. 图 /3 


同 理 , 这 6 个 格 点 又 只 能 分 布 在 mm ,mo ,mz 这 3 条 竖 直 线 上 . 

此 时 1 上 的 两 个 点 与 mw 上 的 两 个 点 都 不 能 在 y 轴 上 ,否则 必 有 一 个 三 角形 的 面积 不 大 于 2( 如 
图 中 的 情形 ,A、E.F 是 P; 中 三 点 ,和信 AEF 面积 为 2). 

同 理 ,1_; 上 的 两 个 点 也 不 能 在 y 轴 上 ,于 是 这 两 个 点 只 能 在 顶点 B.C 上 ,A、E、B 三 点 共 线 ,与 
题 设 矛盾 (事实 上 ,无论 这 两 点 是 否 在 y 轴 上 ,都 已 经 使 m-? 或 ma 上 出 现 了 三 点 共 线 ). 

故 以 P;(i= 二 1,2,3,4,5,6) 为 项 点 的 所 有 三 角形 中 , 必 有 一 个 三 角形 的 面积 不 大 于 2. 

例 11 (1995 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 将 平面 上 每 个 点 都 以 红 蓝 两 色 之 一 着 色 . 证 明 .存在 这 样 
的 两 个 相似 三 角形 ,它们 的 相似 比 为 1995 ,并 且 为 一 个 三 角形 的 三 个 顶点 同色 . 

证 明 ”首先 证 明 平 面 上 一 定 存在 三 项 点 同色 的 直角 三 角形 . 

在 平面 上 任 作 直线 /, 则 :上 必 有 两 点 同色 , 设 此 两 点 为 B,C ,如 图 ) 
7 - 4 所 未 

过 B',C 分 别 作 的 垂 线 ,i;. 

如 果 或 !/; 上 有 与 B,C 同色 的 点 A', 则 和信 A'B'C' 即 为 三 顶点 同色 
的 直角 三 角形 . 

如 果 了 或 l; 上 除 B 与 C 外 其 余 点 均 与 B',C 蜡 色 , 则 在 2 上 取 异 
于 C 的 两 点 A,C, 并 过 C 作 iL; | , 垂 足 为 B, 则 和信 ABC 即 为 三 顶点 同色 
的 直角 三 角形 . 
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因此 ,平面 上 一 定 存 在 三 项 点 同色 的 直角 三 角形 , 设 其 中 之 一 为 Rt 人 ABC. 
将 RtAABC 对 称 地 补 成 矩形 ABCD. 用 两 组 平行 于 AC 与 CB 的 n 


妨 设 为 玉 . 玉 , 则 EF 所 在 的 小 矩形 的 男 两 个 顶点 必 亏 玉 . 下 异 色 (否则 已 
出 现 同色 小 三 角形 ) , 依 此 类 推 . 可 知 和 矩形 EFGHH 中 ,每 条 竖 线 上 的 两 顶点 都 同色 . 

同 理 , 线 段 BC 上 相 邻 两 点 M.N 同色 ,也 有 和 矩形 MNPQ, 其 中 每 条 横 线 上 的 两 质点 都 同色 . 

设 和 矩形 EFGH 与 MNPQ 的 公共 部 分 为 小 矩形 UVWX ,由 以 上 所 说 ,U 与 V 同色 且 V 与 W 同 
色 , 从 而 人 UVW 即 是 三 顶点 同色 的 小 直角 三 角形 . 这 与 假设 了 矛盾 . 

故 必定 存在 一 个 顶点 同色 的 小 直角 三 角形 . 

这 个 三 顶点 同色 的 小 直角 三 角形 与 原 直 角 三 角形 是 相似 的 ,相似 比 为 n, 当 n 一 1995 时 陨 是 题目 
所 要 证 明 的 结论 . 

注 本题 还 可 以 运用 抽 居 原理 以 及 三 角形 与 外 接 圆 的 关系 来 证 明 , 方 法 如 下 : 

在 平面 上 任意 作 两 个 同心 圆 , 使 得 大 贺 的 半径 是 小 圆 半 径 的 1995 售 ( 不 妨 就 认为 小 圆 半径 r= 
1;, 大圆 半径 R= 二 1995). 

任意 作 大 圆 的 9 条 半径 OA1 ,OA;、…、OAs ,它们 与 小 圆 的 
交点 分 别 是 B; 、B,  …… 、B ,如 图 7-6 有 所 示 . 9 个 后 Ail、As、…、A 
中 必 有 5 个 同色 ,不 妨 设 A .A:、…、…'、As 同 为 红色 ,在 5 个 后 
B; .B,、*… Bs 中 必 有 3 个 点 同色 ,不 妨 设 Bb 、B; 、 B; 同 为 蓝 色 
(红色 亦 然 ). 

易 知 AlAz /BiB; ,AAA B Bi ,AAA BB;, 

则 和 AAA:A:c 人 Bi BB;. 

x R=1995,r=]1,AA;, : BB;=O0OA: : OB,， 

故 ”两 个 相似 三 角形 的 相似 比 为 1995. 

例 12 (2003 年 上 海 市 数学 竞赛 (CASIO 杯 ) 题 ) 已 知 a.2c 
为 实数 , 且 三 次 方程 x 一 ax: 十 bx 一 c= 一 0 有 三 个 实 根 .试用 a、b、c 
给 出 使 三 个 实 根 为 某 三 角形 三 边 长 的 一 个 充 要 条 件 , 并 证 明 你 7-6 
的 结论 . z : 

解 ” 设 已 知 三 次 方程 的 三 个 实 根 为 zx .zz zs，* 由 根 与 系数 关系 得 

Z1 十 zz 十 2 了 3 一 QI 十 Ta 十 .ZX 一 DZIZ2?3 一 (C 
Zi zz zs 是 某 三 角形 三 边 长 

Xl 十 Xz 全 Ta3， 
《二 1、 2 、T3 ER a 十 ra 全 1， 
3 十 工 ] 并 2 ， 


() 

等 分 平行 线 将 矩形 ABCD 等 分 成 n? 个 与 原 矩 形 相似 的 小 矩形 ,如 图 7- 是 
5 所 示 ， 

以 下 用 反 证 法 证 明 ; 若 n 为 奇数 , 则 这 些小 矩形 中 必 有 一 个 , 它 的 顶 作 

点 中 至 少 有 三 个 同色 , 即 存在 一 个 三 顶点 同色 的 小 直角 三 角形 . 是 

假设 不 存在 三 顶点 同色 的 小 直角 三 角形 . 和 

线段 AC 上 端点 及 分 点 共 n 十 1 个 ,n 十 1 为 偶数 ,因此 AC 上 必 有 相 3 M N 。 

邻 的 两 点 同色 ( 若 每 相 邻 两 点 异 色 , 则 A.B 亦 应 异 色 ,与 已 知 矛 盾 ) ,不 图 7-5 
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a 人 身 划 经 典 
和 


显然 x Ti .TI ER 一 a .b,cERT. 

下 面 用 反 证 法 证 明 : 

在 acER- 则 zz Xx3ER'. 

首先 ， 由 X17XT27T3 C0 知 A v2 3 ER 或 1 v2 、 3 一 正二 仙 . 
在 rt、zaz ,73 一 正二 负 , 由 对 称 性 ,不 妨 设 

Zl1 072< 0 3< 0， 

因为 zl 十 zz 十 Z3 一 40. 所 以 ,zi 全 一 Za 一 3。 

从 而 ,zz 十 zs)< 一 (zz 十 z3 六 .于 是 ， 

bp 一 Xikzs 十 xs3) 十 .To73< (rz ) 十 23 


2 2 
— A AA 3 


性 洋 卫 下 。 堂 湛 夭 惠 隐 应 竹 O 


= 一 (zs 十 吾 )* 一 说 蕉 <0， 


下 慎 . 
故 只 能 是 zi .zz Tz ER'. 
Xl 十 2 这 工 ; Qa—273 全 0 
| 十 .3 全 “ean > 
X33 十 TX] 祖坟 ? a— 27» >0 
—>(a—2r1)(a—27rx2)(a—27x3)>0. 
下 面 用 反 证 法 证 明 
(a 一 22)(a 一 27zz)(a 一 223) 全 0 
Q& 一 3 全 0 
-| >0， 
a— ox >0. 
由 条 件 可 知 a— ZT G 一 222 A— LX 均 大 于 零 或 一 正二 人 负 . 
在 一 正二 负 ,由 对 称 性 ,不 妨 设 
a—2Xi> aA—2X 0a—2ri < 0. 
将 后 两 个 不 等 式 相 加 ,得 
24 一 2(0z 十 za)<<0, 即 2z =<0, 
和 下 慎 . 
于 是 ,断言 得 证 . 
Xl(a—2ri)(a—2xr2) (ad—27r;) 
一 一 2( 吉 十 XT2 十 Ta3)a 十 4(XTiX2 十 X23 十 XTX3X1 a 一 8x1ZXx2x3 
一 一 a’ 十 4ab 一 8c， : 
所 以 , 综 上 所 述 , 所 求 的 充 要 条 件 是 ,a.b.cER' ,有 昌 一 a 十 4ab 一 8c 守 0. 
5. 用 于 证 明 不 宜 直接 证 明 的 问题 
例 14 (第 29 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 直 线 上 分 布 着 2k 一 1 条 白色 线段 和 2k 一 1 条 黑色 线 
段 .已 知 任何 一 条 白色 线段 至 少 与 条 黑色 线段 相交 ,并 且 任 何 一 条 黑色 线段 都 至 少 与 上 条 和 白色 线 
段 相交 . 证 明 : 可 以 找到 一 条 黑色 线段 与 所 有 白色 线段 都 相交 ,也 可 以 找到 一 条 白色 线段 与 所 有 的 黑 
色 线 段 都 相交 . 
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解 题 金 钥匙 系 列 


证 明 只 须 证 明 : 如 果 任 何 一 条 日 色 线段 都 至 少 与 有 条 黑色 线段 相交 ,那么 ,就 一 定 可 以 找到 一 
条 黑色 线段 与 所 有 白色 线段 相交 . 

假设 上 述 断 言 不 成 立 , 则 对 于 每 条 黑色 线段 ,都 存在 不 与 它 相 交 的 日 色 线 段 . 由 抽 懂 原理 ,至 少 
有 上 条 黑色 线段 ,满足 与 每 条 黑色 线段 相应 的 白色 线段 都 位 于 其 同一 边 . 为 确定 起 见 ,可 设 都 位 于 左 
边 . 于 是 ,这 些 湿 色 线 段 的 左 端点 都 位 于 不 与 其 相交 的 自 色 线段 的 右 端 点 的 右边 . 我 们 考察 所 有 这 些 
日 色 线 段 右 端点 中 最 左边 的 一 个 . 显然 , 它 至 少 位 于 玉 条 黑色 线段 左 端 点 的 左边 ,从 而 ,以 它 为 右 端 
点 的 日 色 线段 不 能 与 这 上 条 黑色 线段 中 的 任何 一 条 了 下 交 , 这 与 题 意 矛盾 . 

例 13 (第 28 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 在 平面 上 给 出 了 有 限 条 红色 直线 和 蓝 色 直线 ,其 中 任 
何 两 条 不 平行 ,并 有 匡 其 中 任何 两 条 同色 直线 的 交点 处 都 有 一 条 与 它们 异 色 的 直线 经 过 ,证明 :所 有 的 
给 定 直 线 相 交 于 同一 个 点 ， 

证 明 ”假设 不 是 所 有 直线 相交 于 同一 个 点 . 如 图 7- 7, 任 取 一 条 蓝 色 直线 i, 观 察 ! 与 红色 直线 
的 各 个 交点 , 设 点 A 和 点 B 是 其 中 相距 最 远 的 两 个 交点 ,而 直线 x 各 是 经 过 点 A 和 点 B 的 红色 直 
线 . 设 直 线 mm 与 n 相交 于 点 C, 于 是 ,经 过 点 C 还 有 一 条 蓝 色 直线 p. 显然 ,Pp 与 1 的 交点 DD 一 定位 于 
线段 AB 上 , 因 若 不 然 , 由 于 经 过 点 D 还 有 一 条 红色 直线 ,从 而 点 A 和 点 B 就 不 是 ! 上 相距 最 远 的 两 
个 与 红色 直线 的 交点 . 


谋 渤 下。 冯 并 和 机 和 骨 汕 区 o 


图 7-7 图 7-8 


如 图 7- 8, 我 们 考察 所 有 与 直线 组 ,m,n,p 相 类 似 的 四 直线 组 才 ,m ,mn ,pp ,其 中 .Pp' 同 为 一 种 
颜色 ,m .nr 同 为 另 一 种 颜色 ,m .n 、p 相交 于 同一 个 点 ,! 与 p 的 交点 位 于 二 与 m 的 交点 和 7 与 7 的 
交点 之 间 , 观 察 其 中 由 1、m .n 所 形成 的 三 角形 具有 最 小 面积 的 情形 . 此 时 ,经 过 点 D 还 有 一 条 与 
m 同色 的 直线 gq , 它 或 者 与 线段 BC 相交 ,或 者 与 线段 4C 相交 ,为 确定 起 见 , 设 它 与 BC 相交 . 这 
时 与 四 直线 组 nw,W ,p,q 相对 应 的 三 角形 具有 更 小 的 面积 . 导致 矛盾 . 

例 15 (第 30 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 某 国有 1001 个 城市 ,每 2 个 城市 之 间 都 有 单 向 行车 的 

| 道路 相连 . 每 个 城市 都 恰好 有 500 条 出 城 的 道路 和 500 条 人 城 的 道路 . 由 该 国 划 出 一 个 地 区 , 它 拥有 
668 个 城市 ,证 明 ,由 该 地 区 的 每 个 城市 都 可 以 到 达 该 地 区 的 其 他 任何 一 个 城市 ,而 无 需 越 出 地 区 边 
界 . 

证 明 “假设 题目 的 结论 不 成 立 , 例 如 ,由 该 地 区 的 城市 X 不 能 通过 区 内 的 道路 到 达 它 的 另 一 个 
城市 Y. 将 由 城市 和 可 以 沿 着 区 内 道路 到 达 的 该 区 的 所 有 城市 的 集合 记 作 A( 其 中 包括 城市 X 本 
身 ); 而 把 该 区 其 余 所 有 城市 的 集合 记 作 B( 显 然 有 YE B 天 弛 ). 易 知 ,连接 这 两 个 集合 中 的 城市 的 所 
有 道路 都 是 由 B 中 的 城市 驶 往 A 中 的 城市 的 . 

分 别 记 A.B 中 的 城市 数 且 为 &.O, 则 xz 十 p 一 688. 不 妨 设 A 中 的 城市 不 少 于 B 中 的 城市 ,于 是 ， 
a 宇 334 实 4b. 由 于 每 2 个 城市 之 间 都 有 单 向 行车 的 道路 相连 ,所 以 ,B 中 存在 1 个 城市 Z, 由 它 出 发 至 


少 有 (5 一 1) 条 道路 通 往 B 中 的 其 他 城市 , 且 由 它 出 发 有 a 条 道路 通 往 A 中 的 城市 . 于 是 ,城市 Z 


许 达 执 了 下。 这 洪 人 处 赣 入 浇 镶 c 


解 题 金 负 是 系 列 


的 出 城 道路 就 不 少 于 a 十 亏 (6 一 1) 二 4 一 + 一 29007 >500. 导致 巴 盾 


例 16 (2000 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 有 7 个 人 ,已 知 他 们 中 的 任意 两 人 至 多 通电 话 一 次 ,他 们 
中 的 任意 2 一 2 个 人 之 间 通 电话 的 总 次 相等 ,都 是 3: 次 ,其 中 有 是 自然 数 , 求 n 的 所 有 可 能 值 . 

解 ” 显 然 ?之 5. 

因 nn 个 人 共 可 组 成 Ci 个 “n 一 2 人 组 ”, 则 通话 的 总 次 数 按 重 数 计算 为 CG;，3* 次 . 

又 每 两 个 人 间 的 通话 都 在 CD 一 C-: 个 “2 一 2 人 组 ”中 被 各 算 了 一 次 , 则 每 一 次 通话 在 Ct。，3* 
中 的 计算 重 数 都 是 Ci ， 

en 总 次 数 

Ci 。 
一 C2 3 (je N) 
n(n— 1) 


因 连 续 的 4 个 自然 数 n.n 一 1.n 一 2.n 一 3 中 恰 有 一 个 数 是 4 的 信 数 , 且 男 有 一 个 偶数 不 是 4 的 
倍数 , 故 易 知 下 号 一 与 鱼 一 一 此 都 是 自然 数 且 一 奇 一 侦 

又 因 4 个 连续 的 自然 数 中 任 二 数 的 公 因数 委 3, 且 (am 一 D) 一 1, 一 2,2 一 3) 一 1， 

则 最 大 公 因数 4 一 (一 ) 一 3 或 1 


(7 一 2 人) 一 3) 
2 


*。 3 一 。 1 


(D) 若 4 一 3,3| 王 2, 目 3 2 和, 琢 必 有 3|n EB 3|(n—3), 
设 n= 二 3m, 则 
(Bm Bm m ， 
2 2 
3 1 ， 3 一 37 一 人 (7 一 |) 。 1， 
2 2 
故 | 


当 7 一 3341 是 奇数 时 11 一] 是 偶数 , 且 显 然 
(3m 一 2, 型 元) 一 1， 


故 时 二 一 1,n 一 3,3n 一 2 一 7,7 天 3 ,矛盾 


当 n= 3nm RW Dh > 


则 Hi l,m =2,. 5 3 一 < 一 2， 弄 盾 . 


从 而 d 关 3. 必 有 
(2)d=1. 
故 ne | 3 


若 是 偶数 , 因 (mn 一 3,2 2) 一 1,2 


有 di 


则 <=1,n=4, 巴 盾 


故 nn 是 奇数 . 

(一 2,25 >) 一 1， 

显然 < 一 2， 

从 而 2 一 1,m 一 5. 

上 让 ?一 5 为 惟一 可 能 值 . 
【 解 题 尝试 】 


A 组 


1. 已 知 ac 均 为 小 于 ] 的 正 数 ,求证 :a(1 一 5) ,b(1 一 c) ,cl(1 一 4) 中 至 少 有 一 个 不 大 于 垃 . 
2 设 UA] sd2 9 "907 是 1 ,2,°*°,7 的 一 个 排列 ,求证 : 记 一 (ai 一 1)(a 一 2)…(ar 一 7) 必 是 偶数 . 
3. 证 明 : 从 空间 一 点 引出 的 两 两 夹 角 不 小 于 -7 的 射线 不 超过 26 条 


4. 有 若干 个 距离 彼此 不 等 的 机 场 ,每 一 个 机 场 都 有 一 架 飞 机 起 飞 , 飞 到 离 它 最 近 的 机 场 降 落 . 证 明 ， 
任 一 机 场 降落 的 飞机 不 能 超过 5 架 . : 

5. (第 29 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 称 自然 数 为 “完全 数 ”, 如 果 它 等 于 自己 的 所 有 的 不 包括 自身 的 
正 约 数 的 和 ,例如 6 二 1 十 2 十 3. 如 果 大 于 28 的 “完全 数 ”可 被 7 整除 ,证 明 : 它 必 可 被 49 整除 . 


B 组 


1. (第 30 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 正 整数 1 到 100 按照 如 下 顺序 摆 放 在 一 个 圆周 上 :每 一 个 数 或 
者 都 大 于 它 两 侧 的 邻 数 ,或 者 都 小 于 它 两 侧 的 邻 数 ,将 相 邻 的 一 对 数 称 为 “好 的 ”, 如果 将 它们 删 去 
之 后 ,上 述 性 质 仍然 保持 . 试问 ,最 少 可 能 有 和 多少 对 “好 的 ” 邻 数 ? 
2. (第 30 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 :不 存在 具有 如 下 性 质 的 由 平面 上 多 于 2n(n 二 3) 个 两 两 不 
平行 的 向 量 构成 的 有 限 集合 C; 
(1) 对 于 该 集合 中 的 任何 ?个 向 量 ,都 能 从 该 集合 中 再 找 出 n 一 1 个 向 量 , 使 得 这 2n 一 1 个 问 量 的 
和 等 于 0; 
(2) 对 于 该 集合 中 的 任何 个 向 量 , 都 能 从 该 集合 中 再 找 出 个 向 量 , 使 得 这 2n 个 向 量 的 和 等 于 
0. 

.〈2002 年 保加利亚 冬季 数学 竞赛 题 ) 已 知 序 列 {z ) ,yy 定义 如 下 :Xi 二 3, 一 ,Xnti 二 37n 十 2Yn， 
yn) 二 4T; 十 3ya 1 之 1 证明:x,、y; 均 不 能 表示 为 整数 的 三 次 虞 . 

4. (第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 某 国有 若干 个 城市 , 某 些 城市 之 间 有 道路 相连 ,由 每 个 城市 连 出 
3 条 道路 .证 明 : 存 在 一 个 由 道路 形成 的 圈 , 它 的 长 度 不 能 被 3 整除 . 


Ai 


。 衬 亲 并 本 和 除 汕 汶 


至 党 - 王 吉 


主 妨 拉 直 


-a 经 典 


9， 


。 尘 江 人 倚 革 了 内 清 潜 c 


cm 


a 


;4 


(2003 年 全 国 部 中 联赛 加 试题 ) 由 7 个 点 和 这 些 点 之 间 的 1 条 连 线 段 组 成 一 个 空间 图 形 , 其 中 


已 知 此 图 中 任意 四 点 不 共 面 ,每 点 至 少 有 一 条 连 线段 ,存在 一 点 至 少 有 gq 十 2 条 连 线 段 .证 明 : 图 中 
必 存 在 一 个 空间 四 边 形 《 即 由 四 点 A、.B.C.D 和 四 条 连 线 段 AB、BC.CD、DA 组 成 的 图 形 ). 


. (第 30 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 给 定 多 项 式 P(x) .Q(x)., 已 知 对 于 某 一 个 多 项 式 R(x,y) 有 等 | 


式 
Pir)— Ply)=R(r, yy QC) 一 QGC) 
成 立 . 证 明 , 存 在 一 个 多 项 式 SCz) ,使 得 P(x) 二 SCQ(7T)). 


.《 第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 )100 X100 方 格 表 的 方 格 被 分 别 染 为 4 种 不 同 颜色 ,使 得 每 一 


行 .每 一 列 中 都 恰 有 每 种 颜色 的 方 格 各 25 个 . 证 明 ; 可 以 从 表 中 找 出 两 行 和 两 列 ,它们 所 交 成 的 4 
个 方 格 分 别 被 染 为 4 种 不 同 颜色 . 


刁 珊 经典 vy 


第 8 草 


数学 归纳 法 


【学 习 目 标 】 

在 与 自然 数 有 关 的 命题 的 证 明 中 ,数学 归纳 法 是 一 个 重要 的 证 题 方法 . 

如 果 把 要 证 明 的 关于 自然 数 ”的 命题 记 作 f(n) ,证 明 时 采用 如 下 3 个 步骤 : 

(1) 证 明 当 n==no 时 , fl(no) 正 确 ; 

(2) 假 设 当 n= 时 , (8) 正 确 居 宇 no , 且 有 EN) ,证明 n= 二 十 1 时 , f( 十 了 ) 也 正确 ; 

(3) 根 据 (1)、(2) 则 作出 结论 (或 由 归纳 原理 ), 当 nn 之 no 有 是 nEN 时 ,了 (nn) 正 确 . 

我 们 把 按 如 上 基本 形式 证 明 与 自然 数 有 关 的 数学 问题 的 方法 叫做 数学 归纳 法 ,也 称 第 一 数学 妇 
纳 法 , 第 (1) 步 叫 归纳 基础 或 归纳 奠基 ;第 (2) 步 叫 归 纳 递 推 ; 第 (2) 中 的 “假设 nk 时 (8) 正确 ”叫做 
归纳 假设 .第 (1) (2) 步 有 时 也 合 称 为 归纳 原理 . 第 (3) 步 叫做 归纳 断言 . 三 步 缺 一 不 可 ,第 (1) 步 使 第 
(2) 有 递 推 的 基础 ,第 (2) 步 是 进行 递 推 ,第 (3) 步 则 应 用 (1) 和 (2) 完 成 数学 归纳 法 中 北 推 的 全 过 程 . 
缺少 步骤 (3) ,也 可 以 说 递 推 实际 上 并 未 开始 . 还 要 注意 :在 证 明 fk 十 1) 中 ,一 定 要 利用 归纳 假设 , 否 
则 就 不 是 应 用 数学 归纳 法 证 题 . 

注 ”本 章 中 的 非 零 自然 数 集 均 记 为 N. 


【 解 题 钥 匙 】 


1. 应 用 于 不 等 式 的 证 阴 
例 ] 《数学 通报 》 问 题 974 题 ) 坝 1， do a" yn ERT ,Di ,D2 ,Db, ER(inE N+ ) ,上 ti +pb. >0 


(i 二 1,2,…,n) ,由 3 (D 
其 中 等 号 当 n==1 或 n>1 有志 一 天 一 “一刻 。 时 成 立 ， 

证 明 显然 ， 1 时 ,0D 式 等 成立 

当 z>1 时 ,由 全 一 至 一 全 一 吾 一 2 有 对 一 Mi 一 1 2 ,此 时 ,OD 式 等 号 也 成 立 . 


当 ? 一 2 对 ,要 证 的 不 等 式 是 


al*b das* bz (a1 tas) * (bib,) 
al1 十 已 a +b 一 位 ] 十 qz 十 Di 十 b; 


而 上 述 不 等 式 等 价 于 下 述 不 等 式 : 
[Lab (az 十 bz) 十 azbz (al 十 局 ) | 。 (al 十 a? 十 Di 十 bz) 
(a 二 Taz) (Di 二 62) (ai 二 To) (a 二 Tb), 


.证 站 站 的 ， 四 i ” 
i 二 1 站 oo Bd 四 ， 0 
~ 有 和 “ 站 的 Ee 
To, . py A “ “ - =. 
Ee ' 了 
Ca . . 5 
下 


过 湛 府 浊 子 何 收 OO 


主 注 拉 址 


CO) 
解 
题 
金 
外 
ad 
系 
列 
高 
中 
数 
学 


A 和 A 


(ap —azb, ) >0. 
显然 ,上 述 不 等 式 成 立 . 
假设 当 2 一 & 时 ， D 开 成立 , 寻 


那么 ， ， n 二 上 不 十 1 > 


Ka; * b: __ Va ” 十 作 寺 1 。 Deti1 

1 一 Qi; 十; 1 i i To 十 B41 
3 3 上 十 1 9 
240 Ob bk+1l "0 


综 上 ， 由 数学 归纳 法 原理 , 即 证 得 中 式 成 立 . 
注 ”此 例题 是 一 个 非常 重要 的 不 等 式 ,利用 它 可 证 明 一 系列 分 式 和 不 等 式 , 例 如， 
(1) 已 知 zyzz Zn 是 满足 zi! 十 zz 十 …z, 二 nzo 的 非 负 实数 , 则 


当 达 0 时 ， 有 之 二 < ST 

3 » no 
当 tO 时 ,日 litr; >0(1 二 1] ,2,** ,71)， 有 立 T 世 二 之 一 十 to 
(2) 设 Tz、y、z 是 满足 X 十 y 十 z 二 1 的 正 实数 , 则 


_X >》 3 
[T+ +i 


(3) 设 T.y.z 是 正 实数 , 则 


TX y 之 3 
D7 yz rioytz! ztyio FyTa 4 4 


(4)(《 中 等 数学 》1996 年 2 期 奥林匹克 问题 40 题 ) 设 zy 是 正 实 数 ,&>1, 则 


十 一 > 十 一 一 < 一 
kr 二 yz Xkytz 工 十 y 十 Rz 天 十 2 
(5)( 数 学 通报 ) 问 题 449 题 ) 设 +、y、z 是 满足 zz 十 y 十 z 一 1 的 正 实 数 , 则 
这 + 二 这 三 -> 六， 


C6)C《 数 学 通报 ?问题 839 题 ) 若 a.8.7Y 均 为 锐角 , 且 满 中 cosa 十 cos 8 十 cos Y= 二 1, 则 


cot:a+ cot B+ cot /过 泣 . 


(7) (1967 年 民主 德国 竞赛 题 ,1976 年 英国 竞赛 题 ) 设 正 实数 al ,az，,… ,a 的 和 记 作 S ,求证 : 
"i 
ii" 


(8) (第 23 届 IMO 试题 ) 设 非 负 实数 a1 ,as ,…,a, 满足 2ai 二 1. 求 


十 ,十 Un 


-aa + aa AL 
加 1 十 az 十 as 十 … 十 a， 1 十 ai 十 Qa 十 … 十 Cn 1 十 ai 十 az 十 … 十 cr 1 
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的 最 小 值 . 


其 中 等 号 当 上 且 仅 当 ww = 王 … 一 必 时 成 立 . 


解 题 金 钥 是 系 列 


例 2 (算术 -几何 平均 值 不 等 式 ) 设 他 1] 9 人 2 9 On ER ; 则 | 
nh 一 一 l 2 ns 


证 阴 令 4 = Ta cy 一 Van ea 


7 
当 n=2 时 ,由 (Vr 一 V2) 之 0, 知 全 方 全 之 Var, 这 说 明 Gs<As. 
假设 好 一 天 时 ,有 GA. 
那么 , 当 n= 二 十 1 时 ,由 
ai 十 as 十 … 十 中 十 at 十 (ER 一 1) 入 


k+l 一 
Rk Vaasas th Va (CC Vaiaz 和 akQkH ! 
人 AR 
一 上 Vaias""a, +k CHI。《Q1G2…"QAHI ) a+l 


Ry 点 一 ] 
va (二 1 (aiaz… “ap+1 )k 吓 十 ]】 


十 1 


尺 溢 五 本。 六 湛 许 于 和 子 订 汶 OO 


之 k*2 
2 一 
一 2 . (aa aa ) 生 1 
=2k* "Vala aarii, 
十 ay 十 … 十 
从 而 0 a aa 


这 说 明 n 一 k 十 1] 时 , 亦 有 Arri 之 Gri. 

由 数学 归纳 法 原理 ,对 n 宇 2 且 nEN 有 A, 宇 G,. 

注 算术 -几何 平均 值 不 等 式 是 一 个 非常 重要 的 不 等 式 , 它 的 应 用 非常 广泛 . 

例 3 (中 等 数学 2004 年 第 3 期 奥林匹克 训练 题 ) Fa) 定义 在 正 整数 集 上 , 且 满 足 f(1)==2， 


FDTD) 一 了 nn) 十 1,n 二 1,2,…, 求证 :对 所 有 整数 n 放 1, 有 


] 
2 -<A 一 


证 明 由 题 设 显然 有 f(n) 之 2. 
将 fn 十 1)= 二 (fFf02))? 一 了 (nw) 十 1 变形 为 
fA 


1 1 
则 Fo 十 TI 二 元 四 二 pe 山 
"1 ww 1 1 
改 和 RD 各 (FDI FOG-1) 


] 加 1l 

-ADI Fri 

四 ] 

et © 
fC2) = FD —11+41=3, 

Fa)= fT 2) 11+1=7. 


斌 轩 兵 可 。， 衬 凑 江村 取 汕 汶 0 


玫 


奥 冲 经典 


“A 


由 此 猜想 

2” 把 Fr 十 ]) 一 1<<22 @) 
用 数学 归纳 法 证 明 式 四 对 n 宇 2 的 整数 成 立 . 

nn=2 时 ,4 一 F3) 一 1<16, 式 多 成 立 ， 

假设 ?2 一 让 时 , 式 全 成 立 . 

当 二 7 十 1 时 ,有 

fm+2)= fmt+ DD| flmt+1)~—1+1. 出 
由 归纳 假设 有 

2” < 一 Fn 二 TD 一 1<22” 
因为 Fa 十 1 是 正 整 数 , 由 上 式 有 


有 


2 十 1] 甩 Fn 十 D 一 1 委 22 一 1. © 
由 式 外 、 式 台 有 

fnt2)22 +22 十 D+1=2*7 二 3X2* 十 3 大 22 十 1. © 
fon+2) 2 (22 一 1) 十 1 一 2 一 2 十 ]<2*” 十 1 ) 


由 式 @、 式 DD 车 式 罗 对 n= 二 =m 十 1 成 立 

所 以 , 式 @ 对 任意 正 整数 xn 宇 2 成 立 . 

因此 ,所 证 不 等 式 成 立 . 

例 4 (2004 年 IMO 中 国 国家 队 集 训 选 拔 赛 题 ) 设 站 ,mm ，…,m 是 上 CR 之 2) 个 正 整 数 , 且 1 一 


站 < LE 整数 < 满足 


HL 


一 
7 | pb n) nl Nei 


证 明 ;mna…m 才 (4k)* 1 
证 明 ” 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 ” 若 正 整数 74 ,nn2,… ,nm 及 a .满足 题 设 中 的 不 等 式 , 则 必 有 一 个 r(1 委 r 和 A) ,使 得 


1171 (2 a)’. 

引 理 的 证 明 ;我们 先 证 明 , 存 在 nC? 有) ,使 得 nn; 志 2+1a. 
大 |] 

注意 到 全 一 01(1 一 二 )<1 及 a.6 为 正 整数 , 则 有 ba 十 1 

若 所 有 的 六 清和 0 


> 10- > 工 >1 一 二 > 二 1 一 二 ， 

pe 一 | 站 1 7 a 12 2a 
1 1 
1— < 十 1 一 25 


则 24 过 a 十 1. 这 是 不 可 能 的 . 故 所 证 绪论 成 立 . 

现在 设 r 是 最 小 的 下 标 i, 使 得 ni 二 2” a. 

由 于 7 < 之 之 nn, 则 

np n,m aa)’. 山 
下 面 证 明 原 题 . 对 & 用 数学 归纳 法 . 

对 & 一 1, 我 们 要 从 


| - 和 
和 

, r TE 了 Pe =- 站 + . 

， . ee | 加 _ 了 
站 a 
me 时 人 
站 [ 


过 工头 “ 
解 题 金 铀 是 系列 


| 0 
一 一 -< 挟 - 一 一 
! m bb ~| 


沫 出 7 <C(C4a)2 


入 Ti 
4a. 


假设 在 换 为 任意 较 小 的 正 整 数 时 结论 已 成 立 , 现 证 明 在 时 结论 也 成 立 . 


区 r 外 十 述 引 理 所 确定 的 一 个 二 整数 ， 又 设 1 志 rk 一 1. 由 已 知 条 件 得 


IE (一) 名 之 I I 一 二)， 


4 
这 里 4 一 4a ni, B=61 Cn;—1). 
由 归纳 假设 知 
Rr 有 -rr 让- 
z I ni<:(4A): T= (4a)’ (Hm ) 本 


了 十 ] 


故 由 引 理 得 出 

Dm a)” | ( Ce (2rt1a) 

注意 ， 由 引 理 知 ,上述 不 等 式 在 ~ 一 & 时 也 成 立 ( 无 需 证 明 归 纳 假设 的 绪论 
由 多 可 见 , 为 也 双 归 细 证 明 ,只 天 下 

Ea 1 。 rr A! 
及 a a "ar 


-1 -上 


CC 十] 


得 由 委 a 十 1< 一 


利用 2 十 r(r 十 D 委 2 一 及 1 rr 委 2 (对 7 三), 易 知 上 述 两 个 不 等 式 玫 成 立 . 这 就 完成 了 归纳 证 


明 ， 
2. 应 用 于 数列 问题 的 证 阴 
例 5 (1999 年 河南 省 竞赛 题 ) 整 数列 {a,}(n€E N) 满 足 :al 二 2,az 二 7, 匡 有 
] ds 1 
一 可 所 Go+l 一 入 了 
求证 : 当 n 宇 2 时 ,a, 为 奇数 . 


证 明 当 n==2 时 ,一 却 <w 一 学 入 于 ,有 24<as <25. 


因 a 为 整数 , 则 43 二 25==3ay 十 241. 
故 猜想 an 一 3an 十 Zan-1. 

当 n 二 2 时 ,命题 显然 成 立 . 

假设 "一 上 时 ,命题 成 立 , 凶 

Uki1 344 十 Zak 1. 


a 
则 当 =k 十 1 时 ,由 jets 一 全 | 志方, 只 须 证 


] 


2 
|3aktl 十 2ax 一 el EE 2 
dk 


2 
a 
|3ar41 十 2a4 一 本 | 


| “ . , 1 本 下 机 . 加 ， 四 . 和 可 
Eh CE | . . . 
| “ " 1 上 ， 
肖 本 EE | 2 和 “ _ “ 本 - ， ， 
:Te 和 ee = PE -= .. 


六 涪 吾 可。 沁 洪 让 注 子 订 才 OO 


本 渤 - 昔 醒 ， 匀 并 记 堵 到 证 洲 O 


ray 


二 CA wml i 
区 “天 爹 铀 直系 


二 


_ 《3ax 十 2 ) 


= |3(3a 二 2ax 十 2 一 


Ck 
llakt6uas a — 12uar1 — 4a | 
Uk 
一 [下 多 一 30 * e120 1) | 一 120e-1 ， Ak —3ar * Qa 1 ~— 2ak.1 | 
Uk Rk Ck 1 

AQ. at ap 1] a l 
二 | 一 一 一 量 -一 一 一 | > | 一 者 一 一 之 一 ， 
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( 因 244. ;过 一 3Q4 .1 十 2Q4 2) 命题 也 成 立 . 

申 数学 归纳 法 原理 知 , 当 n 写 2 时 ,有 ari1 二 3an 十 24n-1. 

又 qz 为 奇数 ,as 一 3a 十 2a 是 奇 十 偶 , 仍 为 奇数 ,而 ci 一 3 十 2a， 1 是 奇 十 偶 , 为 柯 数 , 履 当 
1 之 2 时 , 为 奇数 . 

例 6 (第 53 届 罗 马 尼 亚 数学 奥林匹克 (第 二 轮 ) 题 ) 已 知 数列 (x,}) 满 足 x 二 1, 当 nn 之 1 时 ,有 

4(zi 十 2zo2 3T3T 十 十 TXT 一 (2 十 1)(Czizz 十 T2X3a 十 … 十 Caozorl)， ( 


求 {z) 的 通 项 公式 . 


解 将 n==1 代 人 式 中 得 4xf 二 27x;x2, 则 zs 二 2. 
将 ”一 2 代入 式 中 得 

4(zizz 十 2zz) 一 3(zxy 十 Toz3) MN x 一 3. 
假设 zx 一 &, 其 中 1k<n. 由 


4 krerat .kk (n+ ] ) 2 TRTRt! 9 


天 开 一 ] 
得 4 Cnt1—)=Cnt1) 2 kkTID) + nt nr, 
nnt1)(2nt1) 


2 2 — 
40nt1) . 4 
n(n 1)x,rl. 
所 DD ct) DD ln 


综 上 所 述 , 由 数学 归纳 法 原理 , 知 x 二 nn. 

例 7 (2004 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 ; 除 了 有 限 个 正 整 数 外 ,其 他 的 正 整数 均 可 表示 为 
2004 个 正 整数 之 和 :7 一 QI 十 aa 十 … 十 Co2004 , 且 满 足 lal <aas<…<Q2004 yd |aini 一]， 2 2003. 

证 明 ”我 们 证 明 更 一 般 的 绪论， 

对 任 给 正 整 数 r( 7 之 2) ,总 存在 正 整 数 N(r), 当 ? 字 NCr) 时 ,存在 正 整数 CC19C29 "owr ;使 得 好 一 
ad 十 es 十 十 iTS al < as< a a; |airist==1,2,""* ,7 一 1. 

证 明 如 下 : 

当 y 二 2 时 ,有 2? 一 1 十 一 1], 取 NIC2) 王 3 即 可 . 

假设 当 r==k 时 结论 成 立 . 当 r 一 上 十 1 时, 取 

N(k+1)=4N(GE).. 

设 n 二 2(271 十 1), 若 nn 宇 N(k 十 1) 一 4N(&)3, 则 

2 之 2N(k)? ,或 21 十 1 之 2NN(&)， 

若 2 之 2N(k)? , 则 存在 正 偶数 2:<<a, 使 得 22* 宇 N(R)?, 妈 2 十 1 宇 N(k). 由 妇 纳 假设 ,存在 正 整 
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数 bi ,bz ，… ,Bi ,使 得 

2 二 1=6 二 by 二 十 Bb ,1b) < bb, 

b; |bi41 si=1,2,°,k—1. 

则 2 一 22X22 二 2-2*[1 十 (2' 一 1)(2' 十 1)] 

=2 2 2 bb (2 1) , 

n 二 2 2(21 二 了 二 22 (2 一 DB1(21 寺 十 二 291 一 1)6(21 二 1). 

若 2 十 1 之 2N(8) , 则 全 NG .由 归纳 假设 ,存在 正 整 数 cl ,cz ,… ,ci ,使 得 

[一 ci 十 co tc sy lc cs cy, 

c, [cr1 91=1,2,.,k—1. 

因此 ,n= 二 2 十 2 ci 十 22 co 十 … 十 221 cs 满足 要 求 . 

由 数学 归纳 法 原理 知 , 上述 一 般 结 论 对 所 有 的 ”之 2 成 立 . 

3. 应 用 于 几何 问题 的 证 明 

例 8 平面 内 有 ?个 两 两 相交 的 圆 ,并 且 任 意 汪 个 圆 不 经 过 同一 点 . 试问 :这 ?个 圆 把 平面 分 成 
多 少 个 区 域 ? 

解 ” 设 2 个 圆 把 平面 分 成 w。, 个 区 域 ,那么 a =2. 假设 & 一 1 个 圆 把 平面 分 成 ac 个 区 域 , 则 在 
& 一 1 个 圆 的 基础 上 再 增加 一 个 圆 后 ,这 个 圆 和 原来 的 & 一 1 个 圆 中 的 每 一 个 圆 都 有 两 个 交点 ,一 共有 
2(& 一 1]) 个 交点 ,把 新 增加 的 圆 分 为 2(8 一 1) 段 弧 , 而 每 段 弧 都 将 原来 的 一 个 区 域 分 为 两 个 区 域 , 故 
a 二 Qi 1 十 2( 一 1); 即 a 一 ai_!1 二 2(k 一 1), 由 此 求 得 a 二 a? 一 k 十 2, 从 而 当 n 二 k 一 1] 时 ,有 a1 二 
(一 1)? 一 (一 1]) 十 2, 那 么 , 当 n 一 k 时 ,ax 二 at_1 十 2(k 一 1) 二 (一 1)? 一 (k 一 1) 十 2 十 2(k 一 1) 二 &* 一 
& 十 2. 由 数学 归纳 法 原理 , 知 这 个 图 把 平面 分 成 n? 一 n 十 2 个 区 域 . | 

例 9 (2001 年 湖南 省 竞赛 题 ) 边 长 为 1 的 葵 形 A BiCD 的 两 对 角 线 交 于 As, 过 As 作 AsB/ 
AiBi 交 BIC 于 B,, 连 结 BD 交 AiC 于 A;, 过 A; 作 有 ABs/A1iBi 交 BIC 于 B;,…, 这 样 作 下 去 得 


A.B, 以 Bi 为 原点 ,BiC 所 在 直线 为 < 轴 , 建 立 平面 直角 坐标 系 , 设 以 二 -为 半径 ,图 心 在 y 轴 上 的 


一 列 圆 T (2 一 1,2,…) 依 次 相 外 切 ( 即 五 与 Tr 外 切 ,k= 二 1,2,…), 若 图 区 与 抛物 线 y= 二 x 相 切 . 
求证 :所 有 的 圆 T, (2 三 1,2,，…) 都 与 抛物 线 y= 二 x 相 切 ， 


证 明 ”如 图 8- 1 ,由 题 设 知 AB, 一 1,4:B: 一 六 


猜测 ;4,B, 一 一 


用 数学 归纳 法 证 明 . 


假设 =k 时 ,有 AB 一 二 .由 三 角形 相似 有 


Airi Bi _ CBit 及 人 LE _ BiBir 
人 CB, DC CB;: 
此 两 式 相 加 即 证 得 
] 
AH1 B+ Rl 


改 继 王 击 。 沁 洪 浆 村 区 商法 o | 


怀 涟 五 羽 ， 冯 潜 应 于 和 聊 应 莪 C 


奥 莫 经典 


a 4 LA 
A 解 题 金 钥匙 系列 


由 归纳 法 原理 , 知 #1 时 ,A,B, = 一 


设 以 大 万 为 半生 径 且 圆心 在 y 轴 上 的 圆 与 y= 一 x* 相 切 的 圆心 坐标 为 (0.a ). 则 由 


x 十 (y—a) 一 ] ， 
2 得 和 十 (1 一 2 yy 十 di 一 1 三 0. 
yy 一 小 
再 由 其 A=(24j 一 ]) ?一 4(u? 一 1)==0 
RN DD 


设 以 二 - B- 为 半径 的 加 依次 外 切 且 辣 心 在 y 胃 上 时 的 圆心 坐标 为 (0,a) ,其 中 2 之 2. 则 


— Ql 十 一 一 一 十 于 一 -tt “十 AB.: 


元 再 A 下 


有 和 一 
从 而 ,a, 一 _ 十 一 一 一 
"fn Cn ~ A.B, A,_ 1B,_ 1 
] 
a A A 


， 1] 1 
XAB: AB 


一 ]， 


tt 
必 % AB A 2 
在 式 @ 中 , 令 & 二 2,3,…,n 得 n 一 1 个 等 式 ,将 这 一 1 个 等 式 及 式 @ 两 边 相 加 得 


一 计 (1 十 大 太 3 


| 


TY) = AB 


再 由 | 
»》 
} 
2 
有 Cy 一 a )* 十 y AB: 0. 


则 由 A 一 (1 一 2an)? 一 4( 避 一 二 Bz) ,再 将 加 代入 得 4 一 0, 这 说 明 这 些 圆 均 与 抛物 线 y 二 x* 相 切 ， 


例 10 (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 将 边 长 为 正 整 数 产 . 2 的 矩形 划分 成 者 干 边 长 均 为 正 整数 的 正 
方形 ,每 个 止 方形 的 边 均 平行 于 矩形 的 相应 边 . 试 求 这 些 正 方形 边 长 之 和 的 最 小 值 . 

证 上 明 记 所 求 最 小 值 为 Am) ,可 以 证 明 

六 za 一 7 十 7 一 (7297)， (x) 
其 中 (m,n) 表 示 m 和 nn 的 最 大 公约 数 . 

事实 上 ,不 妨 设 mm 之 也 

(1) 对 mx 归纳 .可 证 明 非 一 种 合乎 题 意 的 分 法 ,使 所 得 正方 形 边 长 之 和 恰 为 m 十 n 一 《m,n). 

当 m 二 1 时 ,命题 显然 成 立 . 

假设 当 mk 时 ,结论 成 立 ( 尼 三 DD) 当 m 一 上 十 1 时 ,车 n==& 十 1, 则 命题 显然 成 立 . 若 nk 十 1, 从 
矩形 ABCD 中 切 去 正方 形 AA, DD 如 图 8-2 所 示 , 由 归纳 假设 ,矩形 A1 BCD; 有 一 种 分 法 使 得 所 
得 正方 形 边 长 之 和 怡 为 
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A 
WV A 


nn—(mn—n,n)=m— (m,n). 

于 是 , 原 和 矩形 ABCD 有 一 种 分 法 使 得 所 得 正方 形 边 长 之 和 为 m 十 n 一 (m,n). 

(2) 对 m 归纳 可 以 证明 ( x ) 成 立 . Dp 

当 m 二 1 时 ,由 于 n=1, 显 然 : D 一 

fimn)=1=m 二 nm (m,n). 

假设 当 ms 时 ,对 任意 1 和 zsm ,有 

fmn)=mtn— (m,n). A m A. B 

若 m 一 k 十 1, 当 n= 二 kk-| 1 时 ,最 然 

fm n)=kil=m+no (m,n). 

当 ln 二 上 时 , 设 目 形 ABCD 按 要 求 分 成 了 疡 个 正方 形 ， 其 边 长 分 别 为 disd29""" sdUdp, 不 妨 设 
Ql 之 U2 之" 之 dp. 

显然 ,al 二 nn 或 a 二 nn. 

若 al <n, 则 在 AD 与 BC 之 间 的 与 AD 平行 的 任 一 直线 至 少 穿 过 两 个 分 成 的 正方 形 ( 或 其 边 
界 ) ,于 是 ai 十 心 十 … 十 an 不 小 于 AB 与 CD 之 和 ， 

故 wa 十 十 …… 十 ap 之 2 全 7 十 一 《72 72)， 

车 a 二 nn; 则 -一 个 边 长 分 别 为 m 一 n 入 的 矩形 可 按 题目 要 求 分 成 边 长 分 别 为 a;，…,ap 的 正方 
形 . 由 归纳 假设 

2 十 呈 十 yy 社 一 nn 十 7 一 (mM 一 ,70) 二 m 一 (m,n). 

从 而 ,a 十 3 十 一 十 yp 宇 MM 十 nn 一 (nn). 

于 是 ,当知 一 & 十 1 时 ， 

fm ) 之 mn (m,n). 

再 由 可知 ,fCGx,72) 二 (十 20) 一 (7. 

4. 应 用 于 数论 问题 的 证 阴 

例 11 设 nEN, 求 证 :大 于 (3+V5)” 的 最 小 整数 能 被 2+ 整除 - 

证 朋 ”因为 nEN, 所 以 可 设 (3 十 V5)” 二 A 十 BV5,A,、B, EN, 从 而 (3 一 Y5)”* 二 A, 一 BV5, 即 
有 (3 十 V5)” 十 (3 一 V5)” 二 2A. EN. 

又 因为 13 一 V5 1 过 1, 所 以 0 过 (3 一 V5)”* 过 1. 

因此 ,2A, = 二 (3 十 V5)*”* 十 (3 一 V5)” 就 是 大 于 (3 十 V5)2 的 最 小 整数 . 于 是 ,问题 转化 成 证 明 2A， 
能 被 2” 整除 . 

当 2 一 1 时 ,(3 二 V5)2 一 14 十 6V5,A 一 14,B 一 6,A 、B, 都 能 被 2 整除 . 

假设 ”一 时 ,Ax 、B: 都 能 被 * 整除 , 则 当 "一 十 1 时 ， 

AN 十 有 NIV5 一 (3 十 M5)24+D 

=(3+V5): » (Ai t+ Bi V5) 
一 2(7A 十 15Bi) 二 2(3As 十 7Bi VY5， 

Ar+1i1—=2(7As 二 15B), Bis! =2(03Ai 二 +7B). 

由 归纳 假设 ,Ai ,Bi 都 能 被 2*! 整 除 . 

所 以 ,由 数学 归纳 法 原理 , 知 对 一 切 axEN,4,、B, 都 能 被 2" 整除 ,从 而 24, 能 被 2 整除. 原 命 


2 了 本 - 。 
由 ee | i ia 
r 本 站 A 


图 8-2 
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站 号 
“pe 
， 


六 涟 五 改 。 冯 洪 许 更 了 依 疗 芒 O 


是 灵 吾 到 。 党 冰 束 韦 凤 商 芍 | 


A 
和 


ER 
入 
题 得 证 . 

例 12 (第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 在 黑板 上 依次 写 出 数 ai 王 1,as ,a ,法 则 如 下 :如果 
dn—2 为 自然 数 且 未 写 出 过 , 则 写 Unt] Un 一 2, 否 则 就 号 Unt+l tn 十 3， 证 明 :所 有 出 现在 该 序列 中 的 
完全 平方 数 都 是 由 写 在 它 前 面 的 那个 数 加 3 得 到 的 . 

证 明 ”我 们 用 归纳 法 证 明 如 下 断言 : 当 n=5m 时 ,由 1 到 ?的 所 有 自然 数 全 都 会 被 写 出 , 且 
asm 二 5m 一 2. 而 对 于 任何 5m, 都 必 有 aits 二 a4 十 5. z 

n 二 5 时 ,有 1->4->2 一 5->3 一 6, 结 论 成 立 . 假定 当 n 一 5m 时 ,由 1 到 5m 的 所 有 整数 均 已 被 写 出 ， 
且 asm = om—2; 于 是 , 接 下 来 的 D 个 数 就 只 能 是 smil 一 om 1, asm+?2 — Om FF 4, asmt+3 二 5m 十 2， 
asm+4 二 5m 十 $5,asmts 一 5m 十 3. 如 此 即 完 成 了 归纳 过 程 . 

这 样 一 来 便 知 ,凡是 出 现在 序列 中 的 被 5 除 余 4.1 和 0 的 数 ,都 是 通过 写 在 它 前 面 的 那个 数 加 3 
得 到 的 . 而 完全 平方 数 被 5 除 的 余数 只 能 是 4.1 和 0. 

例 13 (2003 年 美国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 对 任何 正 整 数 ,存在 一 个 各 位 数码 都 是 奇数 旦 能 
被 5” 整除 的 2 位 数 . 

证 明 用 数学 归纳 法 证 明 . 

n 二 1 时 ,结论 显然 成 立 ,假设 N= 二 aias…a, 能 被 5" 整除 , 目 各 位 数字 是 奇数 . 考虑 下 列 数 子 : 

让 三 lac…a 一 1X10" 十 5"M 一 5 (1X2" 十 MD)， 

Ns =3aa 四 一 3X10" 十 55M 一 5 (3X2 十 MD)， 

Ns =5aa a =5X10"+5"M=5"(5X2+M), 

N; =7a a a =7 X10 +5M=5"(7X2+MD), 

Ns=9aas a —9X10°+5"M=5"(9X2"+MD. 

1x2" 二 MM,3x>" 十 M5X2 十 M,7X2" 十 M,9X2" 十 m 除 以 5 时 所 得 余数 各 不 相同 ,否则 它们 
中 的 某 两 个 的 差 是 5 的 倍数 ,而 这 是 不 可 能 的 . 因为 2” 不 能 被 5 整除 ,而 1,3,5,7,9 中 任何 两 个 之 老 
也 不 是 5 的 倍数 . 这 表明 Ni ,NN; ,Ni ,Ni ,Ns 中 有 一 个 是 5”" xX5 二 5 的 倍数 . 

5. 应 用 于 集合 问题 的 证 阴 

例 14 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 对 于 整数 n(n 宇 4), 求 出 最 小 的 整数 f(n) ,使 得 对 于 任何 正 整 
数 m, 集 合 {mym 十 1,…,m 十 n 一 1 的 任 一 个 f(n) 元 子 集中 , 均 有 至 少 3 个 两 两 互 质 的 元 素 . 

证 阴 ” 当 7n 宇 4 时 ,对 集合 M={mym 十 lm 十 2 mMm 十 nn 一 1} , 若 2 六, 则 头 十 1 十 2, 2 十 3 两 
两 互 素 ; 若 2 , 则 和 ,mm 十 1, mm 十 2 两 两 互 素 ， 

于 是 ,M 的 所 有 7 元 子 集中 , 均 有 至 少 3 个 两 两 互 素 的 元 素 . 因此 ,了 (mn) 存在 , 且 f(m) 和 nn. 

设 工 王 fi<z 十 1 且 24 或 310 则 开 为 12,3，…2 十 二 的 子 集 . 但 下 中 任 3 个 元 素 均 不 能 两 
两 互 素 , 因 此 ,fn) 宇 |T | 十 1. 由 容 斥 原理 知 


n+1 n 十 1 7 十] 
[于 [一 


故 Pa) 之 [2 和 ] 十 [2 ] 一 [2 ] 十 1 OD 

因此 , f(4) 宇 4, (5) 宇 5, (6) 守 5, 了 (7) 之 6, (8) 之 7 ,了 (9) 二 8%. 

下 面 证 明 f(6)==5. 

设 TI oN2 9 3 9T1 95 为 {msm 十 1 7 十 9) 中 的 9 个 数 . 者 这 9 个 数 中 有 3 个 奇数 ， 则 它们 两 两 
百 质 ; 若 这 5 个 数 中 有 2 个 奇数 , 则 必 有 3 个 偶数 ,不 妨 设 zi ,za ,zs 为 偶数 ,zzs 为 育 数 , 当 1<i 一 


解 题 金 钥匙 系列 ee ‘Se 


j 和 3 时 ,lz 一 DoE(2,4) 所 以 ,zz ,Xs 中 至 多 1 个 被 3 整除 ,至 多 1 个 被 5 整除. 从 而 ,至 少 有 ] 
个 既 不 被 3 整除 也 不 被 整除 不 妨 设 3 站 za , oz? , 则 3 9 4 9 As 两 两 互 质 , 故 这 个 数 中 的 3 个 两 两 
互 质 , 印 

f(6)=5., 

又 由 mym 二 1 十) 二 WM 十 1 1 十 一 1 雇 和 m 十 n} 知 

fnt+ DFOn) 二 1. 

因为 6) 一 5, 所 以 ， 

f1(4)=4, fF(5)=5,1(7)=6,7(8)=7,f(9)=8. 

因此 , 当 4<n<.9 时 ， 

f=[ + 一 [+ © 

再 对 n 用 归纳 法 证 明 式 对 所 有 7 都 成 立 . 

假设 nk(k 之 9) 时 式 色 成 立 . 

当 nm 一 &A 十 1 时 ,由 于 

{msemt 1 ,mk} 
一 {mm 十 ly p27 十 RR 一 6}U {mm 十 一 5,m 十 & 一 5 十 l,m 十 & 一 5 十 2 十 k 一 5 十 3,m 十 & 一 5 十 4， 


上 崇 滩 五 于 。 半 湛 奥 济 除 次 纺 O 


且 由 归纳 假设 n= 二 6,n== 上 一 5 时 , 式 @ 成 立 , 所 以 ， 
f(TDEF RS) + —1=[ + [+1 四 
由 式 个 、 式 @ 知 ,对 于 n= 二 & 十 1, 式 名 成 立 . 
所 以 ,对 于 任意 ?之 4， 


fn = + ] 一 [全 ] 十 1 


例 15 (2002 年 中 国 西 部 数学 奥林匹克 题 ) 设 n 为 正 整数 ,集合 4 ,4A: ，…,A4 是 集合 (1， 
2,…,n} 的 nn 十 1 个 非 空 子 集 . 证明: 存在 {1,2,…,n 十 1) 的 两 个 不 交 的 非 空 子 集 { ,，…p2 和 全 7， 
J2 ，"* ,jm}， 使 得 

A; UA;, UUA; 一 入) UA, UA 。 

证 有明 用 数学 归纳 法 证 明 . 

当 7 一 1 时 , 必 有 Ali=A: 一 41) 命题 获 证 . 

设 命题 对 mn 一 ! 成 立 , 考 虑 一 上 十 ! 的 情形 . 

此 时 车 存在 4;=Ai , 则 命题 成 立 . 因此 ,可 设 A ,4 ,4 两 两 不 同 . 令 A ;一 AN 十 1 ， 则 

A'‘EC{l,2,. ,7 ,i=1,2,.% ,1+2. 

(1)A'; 两 两 不 同 . 此 时 ,考虑 A 1 ,A ,，,…,A tri, 运用 归纳 假设 ,可 得 分 组 

志 蕊 


U AUA UUA’ =A’ UA’, U…UA5 一 -U 9 

如 果 将 式 @ 中 的 A 改 为 A; 后 ,得 Ul ==Ui, 则 命题 获 证 . 车 Di 取 U2, 则 必 有 一 边 含 有 ! 十 1 而 
另 一 边 不 含 /十 1, 不 妨 设 /十 1€ A; . 而 对 任意 1<A<se, 均 有 /十 1EA) 

此 时 ,考虑 44 ,42 As 中 除 A 以 外 的 /十 1 个 集合 . 利用 归纳 假设 ,可 得 另 一 分 组 


严 上 - - 严 下 严 记 严 
U -4 UA UUA’ =A’ UA’, UUA’ 一 -U 


主 党 丘 可 。 冯 亲人 让 本 和 除 认 和 芍 O 


EE 


人 本 全 金 钥匙 系列 


如 果 将 式 @ 四 中 的 A; 改 为 Ai 后 ,得 Us 二 Ui , 则 命题 获 证 . 若 Us 关 Ui , 则 必 有 一 边 含 有 /十 1, 而 男 
一 边 不 含 ! 十 1, 不 妨 设 i 十 1 儿 U; ,1 十 1E 旭 .此 时 ,考虑 下 面 的 并 集 

UUU ;=U UU’,,. (3) 
则 式 @ 中 两 边 去 掉 “ ”后 , 必 有 UiUUDs 二 Us Ui. 这 时 ,只 需 对 式 @ 中 下 标 相 同 的 集合 予以 处 理 . 

注意 到 ,A'; EU ,但 A'i GU,k 一 2,3,4, 故 下 标志 仅 在 式 @ 中 出 现 一 次 . 从 而 ,在 将 下 标 相 
同 的 集合 去 掉 时 (保持 式 @ 成 立 ), 式 @ 的 两 边 不 会 变 为 空 集 , 若 A'i 在 式 @ 中 重复 出 现 , 不 妨 设 A';E€ 
UU , 耕 入 ， EU'; , 则 从 [7 3 中 去 挥 A. ; 式 Q3 仍 成 立 ; 厂 A' EU'. 此 时 结合 [7 一 [7 可 知 , 将 A 从 
U', 中 去 掉 后 , 式 @ 仿 成 立 . 依 此 处 理 ,直至 式 @ 两 边 没 有 相同 下 标的 项 ,从 而 命题 获 证 . 

(2) 若 A'; 中 存在 相同 的 集合 (1 志 i 过 1 十 2), 这 时 ,如 果 A'; 中 有 3 个 相同 ,不 妨 设 A ,=A := 
A , 则 Al 、Az .A 中 必 有 2 个 相等 ,矛盾 . 如 果 A'; 中 有 两 对 集合 分 别 相等 ,不 妨 设 A! 二 A'; ,A ,= 
A ,这 时 Al 、A;* 中 恰 有 一 个 含有 1 十 1,A3、A4 中 也 恰 有 一 个 含有 /十 1. 不妨 设 上 TEA 十 1EAs， 
而 ! 十 1 人 4A: ,十 1@A4 ,此 时 ,得 到 Al UA 一 Az UA4A:. 命题 获 证 . 

最 后 ,A ; 中 恰 有 两 个 集合 相同 , 设 为 4 一 A，, 此 时 ,7 十 1 必 恰 属于 Ai、As 中 的 一 个 , 注意 到 ， 
两 个 集合 组 A' ,A 9 ”” ;AA +2 与 A， ,A ;3 9""" ,A i112 中 没有 相同 的 集合 ( 指 同 一 组 内 ). 这 时 ,利用 (1) 
的 处 理 方 法 ,可 知 命题 成 艾 . 

综 上 可 知 , 命 题 对 一 切 正 整数 1 成立 . 

6. 应 用 于 组 合 问 题 的 证 阴 

例 16 (中 等 数学 2004 年 2 期 奥林匹克 训练 题 》)) 用 fm) 表示 0 和 1 组 成 的 长 度 为 的 排列 
中 ,没有 两 个 1 相连 的 排列 的 个 数 . 约定 FA0) 王 1. 证 明 : 

(1) fn)= fn—1)+ ff(n—2) ,n>2; 

(2) 了 (4& 十 2) 能 被 3 整除 ,k 宇 0. 

证 明 《1]) 已 约定 f(0)=1. 

当 n 二 1 时 ,由 0,1 组 成 的 排列 只 有 0,1, 则 f(D=2; 

当 nn 二 2 时 ,由 0,1 组 成 的 排列 有 00,01,10,11, 去 掉 11, 得 f(2)= 二 3. 所 以 ,f(2)= 王 了 (1) 十 了 (0). 

当 n>>2 时 ,将 长 度 为 n 的 排列 由 末 两 位 数字 的 特征 分 成 两 类 ;一 类 是 00,10, 最 后 一 个 数字 为 0 
时 ,无 两 个 1 相 邻 的 排列 有 f(x 一 了 个 ; 另 一 类 是 01, 最 后 两 个 数字 为 01 时 ,无 两 个 1 相 邻 的 排列 有 
Fn 一 2) 个 .所 以 ， 

Fa 一 Fn 一 1) 十 Fn 一 2)(02>2)， 

综 上 所 述 , 对 2 之 2, 有 

fn)= fn—1)+f(n—2). 

(2) 用 数学 归纳 法 . 

当 上 二 0 时, f(2) 二 3, 有 31f(2). z 

假设 k= 二 m 时 命题 成 立 ,3|f(4m 十 2) ,不 妨 设 

fld4mt+2)=3g, 

fl(4mt+3)=3g 十 r,0O<r<3. 


乒 471 十 4) 王 矿 471 十 3) 十 帮 41 十 2 人) 一 392 十 六 
大 422 十 5) 一 厂 41 十 4) 十 六 4 十 3) 一 3g3s 十 2 


帮 740 十 1 十 2) 王 乒 412 十 6) 一 矿 47 二 5) 十 大 4 十 4 一 3092 十 gs 十 广 )， 

所 以 , 太 二 mm 十 1] 时 ,3| ff(4Cm 十 1) 十 2). 

由 数学 归纳 法 知 , 对 一 切 & 宇 0, 有 3|f(4 十 2). 

例 17 (第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 在 矩形 的 桌子 上 放 着 许多 相等 的 正方 形 , 其 边 都 平行 
于 桌子 的 边 , 且 被 分 别 染 为 种 不 同 颜色 . 如 果 考 察 其 中 任何 个 颜色 不 同 的 正方 形 , 则 它们 中 都 有 
某 两 个 可 用 一 枚 钉子 钉 在 桌子 上 . 证明: 可 用 2& 一 2 枚 钉子 把 某 一 种 颜色 的 所 有 正方 形 全 都 钉 在 桌 
子 上 . 

证 明 ”对 颜色 的 种 类 上 & 作 归纳 . 

当 上 二 2 时 ,我们 观察 最 左面 的 正方 形 K. 如 果 它 是 1 号 色 , 则 所 有 2 号 色 的 正方 形 都 同 它 有 公 
共 点 ,因而 每 个 2 号 色 的 正方 形 都 包含 了 正方 形 K 的 右边 两 个 顶点 之 一 ,从 而 可 用 两 枚 钉子 钉 住所 
有 2 号 色 的 正方 形 . 

假设 有 =n 时 断言 已 证 ,我 们 来 证 明 n 十 1 种 颜色 时 断言 也 成 立 . 考察 所 有 的 正方 形 并 从 它们 中 
选 出 最 左边 的 正方 形 ,假设 它 被 染 为 第 n 十 1 种 颜色 . 凡是 与 K 相交 的 正方 形 都 包含 KK 的 右边 两 
个 顶点 之 一 ,所 以 它们 可 用 两 枚 钉子 全 部 钉 住 . 现在 我 们 从 桌子 上 取 走 所 有 第 n 十 1 种 颜色 的 正方 形 
以 及 所 有 与 K 相交 的 其 他 颜色 的 正方 形 , 于 是 桌面 上 仅 剩 下 种 不 同 颜色 的 正方 形 . 不 难 证 明 , 对 于 
其 中 任何 个 颜色 各 异 的 正方 形 , 都 可 从 中 找 出 两 个 相交 的 正方 形 来 (如 者 不 然 , 则 把 KK 列 人 其 中 ， 
得 到 n 十 1 个 颜色 各 异 的 正方 形 , 它 们 均 两 两 不 交 , 与 题 意 矛盾 ). 这 样 一 来 ,由 归纳 假设 知 ,可 从 中 选 
出 某 一 种 颜色 i, 并 可 用 2n 一 2 枚 钉子 钉 住所 有 剩 在 桌面 上 的 第 i 号 的 正方 形 . 又 因 凡 被 取 走 的 该 种 
颜色 的 正方 形 均 与 K 相交 ,它们 可 用 两 枚 钉子 全 部 钉 住 ,因此 一 共 可 用 2(n 十 1) 一 2 枚 钉子 全 部 杀 住 
它们 ， 

例 18 (2002 年 克罗地亚 国家 数学 竞赛 题 ) 岛 上 居住 着 n 个 本 地 人 ,他 们 中 每 两 人 要 么 是 朋友 
要 么 是 敌人 , 一 天 ,首领 要 求 每 位 居民 (包括 他 自己 ) 按 以 下 原则 自己 做 一 条 石头 项 链 :每 两 个 朋克 
间 , 他 们 的 项 链 上 至 少 有 一 块 相同 的 石头 ;每 两 个 敌人 间 ,他 们 的 项 链 上 的 石头 均 不 相同 (一 条 项 链 


上 可 以 “无 石头 ”). 证 明 ,要 完成 首领 的 命令 需 [ 瑟 ] 种 不 同 的 石头 ,并 且 当 石头 种 数 少 于 [ 互 ] 时 ,此 


命令 可 能 无 法 实现 . (其 中 ,Lxj 表 示 不 超过 xz 的 最 大 整数 . ) 
证 明 用 数学 归纳 法 ， 
当 n 二 1 和 n= 二 2 时 ,显然 居民 可 按 规定 做 项 链 . . 
假设 nk 时 结论 成 立 , 要 证 n= 上 十 2 时 结论 也 成 立 . 若 每 两 位 居民 都 是 敌人 ,将 不 需要 石头 . 现 


假设 在 居民 中 至 少 有 两 人 是 朋友 , 记 作 A 和 B. 由 假设 知 另外 上 个 人 至 多 用 [ 千 ] 种 不 同 的 石头 做 项 


链 . 因为 A 与 8B 是 朋友 ,所 以 他 们 在 制 做 项 链 时 可 以 共同 使 用 一 种 新 石头 . 
下 面 考虑 .在 居民 中 的 某 人 C, 有 以 下 3 种 可 能 : 
(DC 与 A.B 均 是 敌人 ; 
(2)C 与 A.B 均 是 朋友 ; 
(3)C 是 一 人 的 朋友 ,是 另 一 人 的 敌人 . 
在 (]) 中 ,不 需要 一 种 新 石头 ;在 (2) 中 ,他 们 每 人 在 项 链 上 选 一 种 新 石头 ;在 (3) 中 , 仅 C 和 他 的 


朋友 需 选 一 种 新 石头 . 每 种 情况 ,他 们 都 至 多 要 用 一 种 新 石头 . 综合 起 来 ,他 们 至 多 需要 [ 千 ] 十 1 十 
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种 石头 (A 和 B 需 一 种 ,余下 k 人 中 的 每 个 人 需 一 种 ), 且 [所 十 /十 1] 一 2 


所 以 ,[ 节 J 种 石头 满足 条 件 . 


下 面 证 明 ,石头 种 数 是 不 可 减少 的 , 
若 半 是 偶数 , 设 "一 2m ,将 居民 分 作 相等 的 两 组 ,使 得 任何 同 组 的 两 人 是 敌人 ,任何 不 同 组 的 两 


人 是 朋友 . 他 们 共 需 邓 一 于 一 [区 ] 种 石头 (因为 有 xi 对 朋友 , 且 在 三 个 居民 中 至 少 有 两 个 是 敌人 ， 
所 以 这 三 人 没有 同一 种 石头 ). 


是 朋友 . 此 时 ,他 们 需要 


mm 十) 一 于 二 4 一 [各 十 4 二 1] 一 [522 二 DD] 二 [如 J] 种 石头 
【 解 题 尝 试 ) 


和 A 组 


fee 


. 设 a.6b 为 正 实数 ,为 正 整数 , 试 证 :全 二 之 (9) 


2, 设 wa ar， 和 …a 为 实数 ,0 过 a, 过 1(n€E 和 NN). 求 证 . 
as ad ee a >A 二 十 十 qn 十 1 一 n(n 之 2 有 HL n€ N). 

3. 设 复数 z= 二 x 十 光 ,zX、y 为 有 理 数 , 且 |z| 二 1, 求 证 :对 任意 自然 数 n,|x” 一 1| 是 有 理 数 . 

4. 将 凸 2n 十 1(n 宇 2) 边 形 的 顶点 染色 ,使 得 任意 两 个 相 邻 顶点 染 不 同 的 颜色 . 证 明 : 对 上 述 的 任意 一 
种 染 法 ,此 2n 十 1(n 尖 2) 边 形 都 可 用 不 相交 的 对 角 线 分 为 若干 个 三 角形 ,使 得 三 角形 中 每 条 对 角 
线 的 端点 不 同色 . 


5. 对 任何 正 数 = 及 任何 自然 数 7 ,求证 : 记 十 十 … 十 二 


了 
十 六 人 2 十 | 
6. 已 知 数列 {a, } (nr 一 1,2,…) 若 对 任意 自然 数 ”都 有 oo>0 及 中 so 一 oh, 试 证 :ww< 一 CEN) 
7. 设 0<a 过 1, 定 义 a 一 1 二 ayanti 一 二 十 4. 证 明 : 对 一 切 n, 有 a 之 1 
8. 设 *(z 之 2) 是 整数 ,证 明 : 


好 一 】 7 ] 
2 一 上 大 21 


psi. 


9. 设 nE N+ ,求证 :1 十 3 宁 十 二 十 和 … 十 方 2. 

10. 避让 Ca Ce i 7 ), 

11. 整数 列 {a,} 定 义 如 下 :ai 一 2,az 一 ”一 方 <a 二 1 一 < 六 (nn 之 2). 证 明 ， 对 所 有 n>1,a, 为 奇 
数 . 
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* 在 数列 {a,} 中 ,a 一 一 as 一 本 ,au = (n 守 3), 由 dn 一 (人 一】 3) 其 中 


FREE 


nl 二 n(n 一 2)(n 一 4)…3。，1, 此 时 7 为 奇数 ;或 n11 = 二 n(n 一 2)(n 一 4)…4。2, 此 时 为 偶数 . 


, 设 pr 满足 Pp 放 r0, 且 为 常数 ,又 数列 {a} 满足 l= 二 ryasiil 一 pa 二 ?7 《(nEN), 求 a,. 
. (1991 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 w 为 下 述 自 然 数 NN 的 个 数 :N 的 各 位 数字 之 和 为 n 且 每 位 数字 只 


能 取 1,3 或 4. 求证 :az, 是 完全 平方 数 , 这 里 n= 二 1,2,…. 


B 组 


. 《数学 通报 ) 问 题 1466 题 ) 设 M 一 5 十 722 十 9 十 1120 ,求证 :M 能 被 8 整除 
.《2002 年 罗马 尼 亚 为 IMO 和 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 选拔 考试 供 题 (第 一 轮 )) 求 所 有 集合 对 A、 


B, 使 得 A、B 满足 : 

(1)AUB=Z.; 

(2) 如 果 rzEA, 则 > 一 1EB; 

(3) 如 果 zEB,yE 有 , 则 zz 十 yEA. 


. (2003 年 IMO 中 国 国家 队 集 训 选 拔 赛 题 ) 设 ACt(al ya ay)laER 一 1,2,…2) 4A 是 有 限 


集 . 对 任意 的 Q& 一 (al ,a? ,dn ) EA,P= (Db, ,D2 s* ,b, )EA, 定 义 : 
7Y(a,P)=( [a 一 已 9 |az —b ] 9""", |a, —b, | ) ， 
D(A)={Y(a,P}aE A,BPE A}. 

试 证 :1D(A)| 之 |Al. 


.( 第 30 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 某 国有 若干 个 城市 和 上 & 个 不 同 的 航空 公司 . 任意 2 个 城市 之 间 


或 者 有 1 条 属于 某 个 航空 公司 的 双向 的 直 飞 航线 连接 ,或 者 没有 航线 相连 . 已 知 任意 2 条 同一 公 
司 的 航线 都 有 公共 的 端点 . 证 明 : 可 以 将 所 有 城市 分 为 £ 十 2 个 组 ,使 得 任意 2 个 属于 同一 组 的 城 
市 之 间 都 没有 航线 连接 . 


.( 第 28 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 某 城市 有 若干 个 广场 ,有 些 广场 之 间 有 单 向 行车 线路 相连 ,并 且 


自 每 个 广场 都 刚好 有 两 条 往外 驶 出 的 线路 .证 明 : 可 以 把 该 城市 分 成 1014 个 小 区 ,使 得 每 条 线路 
所 连接 的 两 个 广场 都 分 属 两 个 不 同 的 小 区 ,并 且 对 于 任何 两 个 小 区 ,所 有 连接 它们 的 线路 都 是 同 
一 个 方向 的 ( 即 都 是 由 小 区 甲 驶 往 小 区 乙 的 单 向 行车 线 ,或 者 都 是 反 过 来 的 ). 


. (2002 年 越南 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 正 整数 ;n,m 过 2001,n 过 2002, 有 2001 X2002 个 不 同 的 实 


数 . 将 这 些 数 放 入 2001 X2002 的 矩形 棋盘 (棋盘 有 2001 行 ,2002 列 ) ,使 得 每 个 格 内 有 一 个 数 ,每 
个 数 都 放 在 一 个 格 内 . 当 格 内 的 数 小 于 其 所 在 列 的 至 少 mr 个 数 , 也 小 于 其 所 在 行 的 至 少 个 数 
时 ,将 这 样 的 数 所 在 格 称 为 “ 坏 格 ”. 对 每 种 放 法 , 记 S 为 “ 坏 格 ” 的 数目 . 求 S 的 最 小 值 . 


. (第 40 届 IMO 预选 题 ) 设 ”为 大 于 等 于 1 的 整数 ,在 xOy 平 面 上 由 (0,0) 到 n,n) 的 一 条 “路 ”是 一 


条 折线 ,这 条 折线 从 (0,0) 开 始 每 次 或 者 向 右 ( 记 为 E) 或 者 向 上 ( 记 为 N) 运 动 一 个 单位 ,直到 到 达 
(n,n). 所 有 运动 都 在 满足 x+ 宇 y 的 半 平 面 内 进行 . 在 一 条 “路 ”中 形 如 EN 的 两 个 相 邻 的 运动 称 为 


一 * 步 ”, 证明 从 (0,0) 到 (n,n) 恰 有 ;s 步 (n 之 :之 1) 的 路 有 一 C7 CGC! 条 . 


. 《第 30 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 有 一 个 9X2004 的 方 格 表 ,在 它 的 方 格 里 边 把 正 整 数 1 到 2004 


各 填 9 次 ,上 且 在 每 一 列 中 所 填 的 数 之 差 都 不 大 于 3. 试 求 第 一 行 数 的 和 的 最 小 可 能 但 ， 
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上 图 论 方法 是 一 种 重要 的 解 题 方法 . 我 们 先 从 一 个 事件 谈 起 . 

学 十 八 志 纪 的 东 普鲁士, 有 一 座 叫 哥 尼斯 堡 的 城市 ,城中 有 一 条 普 雷 格 河 ,河中 有 两 小 岛 A.B, 有 


七 座 桥 联 结 两 小 岛 与 河 两 岸 , 如 图 9- 1. 市 民 们 在 散步 中 ， 总 想 走 过 每 座 桥 恰好 一 次 而 回 到 出 发 点 ， 
但 均 未 成 功 ,他 们 去 请 教 圣彼得堡 大 学 教授 瑞士 青年 数学 家 欧 拉 . 欧 拉 通 过 研究 ,于 1736 年 发 表 论 
文 证 明了 上 述 走 法 是 不 可 能 的 ,从 而 从 反面 解答 了 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 , 欧 拉 把 七 桥 问题 提炼 成 如 下 
数学 模型 :把 陆地 . 岛 缩 为 "点 ”, 桥 视 为 “ 边 ”, 于 是 得 到 图 9- 1 中 的 虚线 所 示 图 ,从 任 一 点 出 上 友 ，, 经 过 
每 条 边 恰好 一 次 , 仍 回 到 起 点 ,可 能 否 ? 


9-1 

欧 拉 的 研究 ,归结 出 了 如 下 的 数学 方法 : 

图 论 方法 ”把 现实 世界 中 的 某 些 事情 用 点 和 联结 点 的 边 ( 线 段 或 曲线 ) 所 组 成 的 图 形 来 描述 ,并 
应 用 这 样 的 图 形 特征 来 解答 问题 ， 

数学 问题 头绪 纷呈 , 画 一 个 图 常常 有 助 于 问题 的 解决 ( 数 形 结合 是 解 题 的 一 大 法 宝 ), 数 学 中 各 
种 各 样 的 问题 有 各 种 各 样 的 图 解 ,我 们 这 里 讨论 的 是 一 种 特殊 形式 的 图 解 , 这 种 图 解 我 们 称 之 为 图 ， 
因此 ,本 音 所 说 的 “图 "是 一 种 特定 的 数学 对 象 , 一 个 几何 图 形 ,一 张 画图 ,或 者 一 张 设计 图 纸 等 种 个 
是 我 们 要 讨论 的 图 ,我 们 要 讨论 的 图 就 是 图 9- 1 中 虚线 所 示 的 图 ,并 记 图 为 GCCV,E) ,其 中 Y 为 点 的 

合 ,下 为 边 的 集合 . 

下 面 我 们 来 看 七 桥 问题 的 解决: 

在 图 9- 1 虚线 所 示 的 七 桥 问题 图 中 ,A.B.C.D 称 为 顶点 ,AB,AC,…, 称 为 边 , 由 标 顶点 发 出 的 边 
数 称 该 顶点 的 度数 . 从 任 一 项 感 出 发 ， 途经 各 顶点 时 ,从 一 边 进入 顶点 ， 又 从 该 硕 训 的 另 一 边 出 去 ， | 
用 该 顶点 的 度数 为 2, 由 于 所 走 过 的 边 不 重复 ,所 以 要 求 中 途 顶 点 的 度数 为 偶数 ， 即 为 偶 项 点 . 义 因 起 
终点 合 一 , 故 也 为 偶 顶 点 ,然而 A.B.C\、 了 和 皆 为 度数 是 奇数 的 奇 顶点 ， 所 以 七 桥 问题 的 走 法 是 不 可 能 
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如 果 起 终点 不 合 一 时 ,那么 在 上 述 问题 中 ,要 求 起 终点 为 奇 硕 点 ,而 中 途 顶 点 仍 为 偶 项 点 ,此 时 
的 走 法 也 是 不 可 能 的 . 

从 解决 七 桥 问题 中 ,我 们 看 到 了 运用 图 论 方法 解 题 ， 首先 要 注意 如 何 将 一 个 问题 化 为 图 的 问题 ， 
其 次 要 注意 用 图 的 模型 解 题 时 的 一 些 基本 思考 方法 ( 即 如 何 利用 图 的 特征 性 质 ). 

为 了 叙述 方便 及 今后 的 需要 我 们 还 须 引 入 一 些 概 念 ,并 介绍 图 的 某 些 特征 性 质 . 

由 于 每 条 边 恰好 有 两 个 端点 (顶点 ), 从 而 有 : 

性 质 1 一 个 图 的 所 有 顶点 的 度数 和 是 个 偶数 ,日 等 于 边 的 数目 的 两 倍 . 

推论 1 对 于 任意 的 图 , 奇 顶 点 (度数 为 奇数 的 顶点 ) 的 个 数 一 定 是 偶数 . 

由 以 上 性 质 及 推 , 即 有 

性 质 2 如 果 一 个 图 中 每 一 条 边 的 两 个 端点 不 同 , 击 且 没有 两 条 边 联结 同一 对 顶点 , 则 至 少 有 两 
个 顶点 的 度数 相同 . 

我 们 称 一 个 图 的 一 部 分 为 该 图 的 子 图 ; 称 两 顶点 间 最 多 连 一 条 边 且 边 的 端点 相 异 的 图 为 简单 
图 . 本 章 涉及 的 图 都 是 简单 图 . 

我 们 又 称 只 有 一 个 顶点 的 图 为 平凡 图 , 称 任何 项 点 家 和 相 邻 的 图 (或 每 两 个 项 点 之 间 都 有 一 条 这 
的 简单 图 ) 为 完全 图 , 记 作 K,,p 是 顶点 数 ;如 果 G 是 一 个 有 n 个 顶点 的 简单 图 ,从 完全 图 K, 把 属于 
G 的 边 全 部 去 掉 后 ， 得 到 的 图 称 为 G 的 补 图 , 记 为 C. 显然 : 


性 质 3 一 个 图 的 补 图 的 补 图 就 是 原来 的 那个 图 , 即 G=G. 


在 图 G 中 ,一 个 由 不 同 的 边 组 成 的 序列 ce ,es ,…,e, ,如 果 其 中 e 是 联结 顶点 vi 与 v4 的 (i 二 1， 
2,…,g) ,我 们 就 称 这 个 序列 为 从 到 w+ 的 链 , 数 gq 称 为 这 个 链 的 长 (一 个 链 即 为 一 笔画 成 的 线 ); 
如 果 一 个 链 的 两 个 端点 (或 起 终点 ) 重 合 ,我们 称 这 个 链 为 图 . 于 是 有 ， 


性 质 4 ”如 果 图 是 一 个 链 ( 圈 ) ,那么 图 的 奇 顶点 的 个 数 不 大 于 2( 等 于 0) ,这 就 是 图 G 为 一 个 
链 ( 圈 ) 的 必要 条 件 . 

由 性 质 4, 再 一 次 证 明了 前 面 七 桥 问 题 的 走 法 是 不 可 能 的 . 

如 果 对 图 G 的 任意 两 个 顶点 ,都 有 一 个 从 这 顶点 到 那 顶点 的 链 , 则 称 图 G 为 连通 图 ,否则 C 称 
为 不 连 遂 的 . 仅 由 一 个 顶点 组 成 的 图 也 看 做 连通 图 . 每 个 不 连通 的 图 G 可 以 分 成 个 连通 的 于 图 
G1,G2 ,Gi ,其 中 G1 ,Gz,… ,Gr 相互 之 间 没 有 公共 的 顶点 ,它们 称 为 G 的 连通 分 支 . 因此 ,连通 图 
可 以 看 成 是 只 有 一 个 连通 分 支 的 图 . z 

性 质 5 有 限 图 G( 顶 点 、 边 均 有 限 ) 是 一 条 链 的 充分 必要 条 件 是 G 是 连通 的 , 且 奇 项 点 的 个 数 等 
于 0 或 2, 并 且 当 是 仅 当 奇 硕 点 的 个 数 为 0 时 , 连 图 是 一 个 圈 ( 和 孤立 项 点 可 看 做 图 ). 

证 明 只 证 明 充 分 性 . 我们 对 图 G 的 边 数 m 采用 第 二 数学 归纳 法 . 

设 在 边 数 小 于 mw 时 ,结论 成 立 . 如 果 G 有 两 个 奇 顶 点 wv 与 v ,从 wv 出 发 , 沿 着 G 的 边 前 进 ,每 条 
边 于 多 经 过 一 次 ,那么 到 达 任 意 一 个 不 同 于 wv 的 顶点 v 时 ,有 两 种 情况 发 生 : 

(DY 关 v ,那么 由 于 沁 是 偶 顶 点 ,而 每 次 到 达 时 用 掉 奇 数 条 与 vv 相 邻 的 边 , 所 以 还 可 以 从 v 继 
续 前 进 . 

(Dy 二 vv ,那么 由 于 wv 是 奇 硕 点 ,而 每 次 到 达 wv 时 用 掉 偶数 条 与 v 相 邻 的 边 ， 所 以 也 可 以 从 v 继 
续 前 进 . 

但 图 G 的 边 数 是 有 限 的 ,不 能 无 限 地 走 下 去 ,最 后 一 定 会 到 达 顶 点 v ,这 就 得 到 一 条 从 v 到 v 的 
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链 从 
将 链 上 去 掉 后 ;得 图 G ',G 是 G 的 于 图 它 的 顶点 全 部 是 偶 顶 操 , 设 G 的 连通 分 支 为 Cr (CT2 9 , 


Gr ,根据 归纳 假设 ,G , C7» »""” » (mx 都 是 圈 . 

回 到 原来 的 图 G, 因 为 G 是 连通 图 ,所 以 每 个 G 与 A 至 少 有 一 个 
公共 点 , 设 为 Ci 与 上 的 公共 点 (i 二 1,2,…,k), 于 是 由 图 9-2 可 以 
看 出 G 是 一 条 从 vv 到 ww 的 链 , 即 由 vv 出 发 , 沿 上 前 进 ,每 走 到 一 个 vw 时 ， 
就 沿 G; 走 一 图 再 回 到 %w; ,然后 继续 前 进 ,一 - 直 走 到 vw 

如 果 G 没 有 奇 项 点 ,去 掉 一 条 联结 wv 与 v 的 边 ee G , 则 刚 
才 所 证 ,G 是 一 个 从 到 ww 的 链 , 再 添上 e, 就 成 为 一 

推论 ! 如 党 G 有 两 个 奇 顶点 ,个 连通 分 支 ， 好 么 图 可 以 分 
解 为 上 一 1 个 圈 和 一 -个 链 . 

推论 2 ”如 果 连 通 图 G 有 痰 个 可 顶点 ,那么 图 G 可 以 用 上 笔 融 
成 ,并 上 且 至 少 要 用 上 笔 才 能 画 成 . 

我 们 又 称 连通 无 圈 的 图 为 树 , 树 上 度数 为 1 的 项 叫做 时, 只 有 一 个 顶点 的 树 叫 平凡 树 , 称 只 有 一 
个 顶 且 不 是 叶 的 非 平凡 树 为 星 , 则 有 : 

性 质 6 非 平凡 树 至 少 有 两 个 叶 . 

证 阴 设 PC(w ,vi) 是 非 平 几 树 工 上 的 最 长 链 , 则 w ,wv 是 叶 . 事实 上 ,由 于 械 是 连通 图 ,所 vw 的 
度数 dm ) 关 0,wv 的 度数 d (vw) 关 0, 若 dCw) 关 1, 则 ad(w) 之 2, 从 而 至 少 有 和 丰 在 一 条 边 ww,w 不 在 
P(w,v) 上 ,不 然 了 上 有 圈 , 与 本 为 树 了 矛盾 . 这 样 ,PCw ,ww) 可 延长 为 w, 与 P(tw ,wv) 是 最 长 链 了 矛盾. 
可 见 d(w) 二 1,w 是 叶 , 同 理 可 证 ww 是 叶 . 证 毕 . 

性 质 7 若是 树 , 则 工 的 边 数 等 于 本 的 项 点数 减 去 . 

证 了 明 对 工 的 顶点 数 用 第 二 数学 归纳 法 .在 工 的 顶点 数 委 2 时 ,结论 显然 成 立 . 现 假设 了 的 顶点 
数 委 上 时 结论 成 立 . 下 证 工 的 顶点 数 二 十 1 时 结论 成 立 . 由 性 质 6, 王 上 存在 一 个 时 ww, 把 (从 而 连 
同 与 w 关联 的 边 ) 从 工 上 删除 ,可 得 一 个 树 工 , 由 归纳 法 假设 , 工 的 边 数 = 二 本 的 顶 数 一 1, 而 工 的 边 
数 = 工 的 边 数 一 1, 工 的 顶 数 一 工 的 顶 数 一 1, 故 结论 成 立 . 

如 果 一 个 图 的 顶点 集合 立 是 由 两 个 没有 公共 元 素 的 子 集 大 = {zi ,Tz2 Tn] 与 YY 二 {yy ，， 
yw} 组 成 的 ,并 是 在 zi 与 Xx; (1 志 i,j 二 7n) ,yy 与 yz(1 太 s,t 人 Em) 之 间 没 有 边 相 联 , 则 称 这 样 的 图 为 偶 
图 . 这 个 图 有 一 个 特点 : 它 的 所 有 顶点 分 成 两 部 分 ,使 得 每 一 条 边 联结 这 两 个 部 分 的 各 一 个 顶点 . 因 
此 偶 图 又 称 为 二 部 分 贸 ， 这 样 的 图 有 很 好 的 性 质 , 因 而 这 种 图 在 很 多 问题 中 是 很 有 用 的 . 通常 将 侦 图 
记 为 G 一 (X， Y， E). 

如 果 在 偶 图 G 二 (X,Y,E) 中 ,X 的 元 素 个 数 为 n,Y 的 元 素 个 数 为 ,并 且 每 一 个 x; EX 与 每 一 

个 y. EY 有 一 条 边 相 联 ， 那么 这 样 的 偶 图 称 为 完全 偶 图 , 记 为 Km 

将 图 G 的 顶点 涂 上 颜色 ,如 果 至 少 要 用 上 上 神 颜色 才能 使 任意 两 个 相 邻 的 项 点 颜色 不 同 ,我 们 就 
说 图 G 的 色 数 为 上 .显然 

性 质 8 “ 偶 图 的 色 数 委 2( 集 合 X 与 了 各 用 一 种 颜色 ), 反 过 来 , 色 数 委 2 的 图 是 偶 图 

对 于 简单 图 ,其 中 任意 两 条 没有 公共 端点 的 边 集合 称 为 一 个 匹配 (或 对 集 ) ,假如 已 经 将 一 个 图 
中 的 边 分 解 为 匹配 . 我 们 把 同一 匹配 中 的 边 用 一 种 颜色 来 染 ,不同 的 匹配 用 不 同 的 颜色 来 染 , 这 样 的 
一 种 给 边 染色 的 方法 称 为 一 个 边 染 色 . 换 一 句 话 ,一 个 图 的 一 个 边 染色 是 把 其 中 的 边 用 知 干 种 颜色 
来 染 ,每 二 条 边 用 一 种 颜色 ,而 有 公共 端点 的 边 用 不 同 的 颜色 来 染 , 一 个 边 染色 所 需要 的 最 少 的 颜色 


的 数目 称 为 这 个 图 的 边 色 数 . 

性 质 9 ”一 个 图 的 边 色 数 大 于 或 等 于 它 的 顶点 的 最 大 度数 . 

性 质 10 若 偶 图 G 中 每 个 顶点 的 度数 都 是 (>>0), 则 它 有 一 个 匹配 M 使 G 中 每 一 个 点 都 是 
M 中 的 一 条 边 的 端点 . 

性 质 11 车 一 个 偶 图 中 每 个 顶点 的 度数 均 为 &, 则 它 的 边 色 数 也 等 于 上 

性 质 12 ” 若 一 个 偶 图 G 中 最 大 的 度数 为 也 , 则 G 的 边 色 数 也 是 D. 

一 个 图 G 的 图 示 可 以 画 在 平面 上 , 且 使 得 任何 两 条 边 都 不 (在 非 顶 点 ) 相 交 , 则 称 C 为 平面 图 ,这 
种 图 示 叫 做 G 的 平面 嵌入 ,平面 府 人 把 平面 划分 成 的 每 个 区 域 叫做 平面 图 的 一 个 面 . 

性 质 13 如果 连 通 的 平面 图 G 有 ?7 个 顶点 ,m 条 边 ,f 个 面 ,那么 n 一 m 十 f 一 2. 

此 条 性 质 中 的 公式 称 为 欧 拉 公式 . 

证 明 如 果 G 是 树 , 那 么 f=1,m 二 7 一 1 所 以 nn 一 m 十 f= 二 2. 欧 拉 公 式 成 立 ， 

如 果 G 不 是 树 时 ,我 们 取 G 的 生成 树 工 ( 即 对 G 中 的 圈 中 去 掉 一 条 边 , 得 到 的 图 G 还 是 连通 的 ， 
巷 G' 仍 然 有 圈 , 再 在 圈 中 去 掉 一 条 边 得 连通 图 CY,…, 最 后 得 到 一 个 树 ). 在 取 生 成 树 工 的 过 程 中 ,每 
一 次 去 掉 一 条 边 ,减少 一 个 圈 即 减少 一 个 面 ,因此 n 一 mf 始终 保持 不 变 . 既然 对 于 树 工 , 欧 拉 公式 成 
立 , 所 以 对 于 G,n 一 m 十 f=2 也 成 立 . 

我 们 称 从 图 的 某 一 点 出 发 ,经 过 所 有 边 恰好 一 次 ,而 回 到 出 发 点 的 图 为 欧 拉 图 ;所 走 的 线路 称 为 
欧 拉 回 路 ;如 果 起 终点 不 重合 , 则 称 欧 拉 路 . (参见 有 向 图 概念 ) 

性 质 14 ”一 个 连通 图 G 为 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 ,G 的 每 个 顶 的 度数 都 是 偶数 . 

证 明 条件 的 必要 性 显然 成 立 , 下 面 证 明 条 件 的 充分 性 ,对 G 的 顶 数 用 第 二 数学 归纳 法 ,每 个 项 
的 度数 为 偶数 的 连通 图 其 边 数 最 少 者 为 K; ,这 时 命题 成 立 , 现在 假设 对 3 委 G 的 顶 数 委 & 的 图 ,命题 
已 成 立 ,考虑 G 的 顶 数 ==& 十 1. 因为 没有 度数 为 1 的 顶 , 所 以 由 性 质 6,G 不 是 树 , 假 设 C 是 G 上 的 一 
个 圈 , 把 C 的 边 从 G 上 删除 ,所 得 的 图 G' 仍 是 每 个 项 的 度数 都 是 偶数 的 . 设 这 个 G 是 由 无 公共 顶 的 
连通 图 G ,G: ,…,Gu 组 成 的 ,不 妨 假设 前 & 个 是 非 平凡 图 ,后 面 w 一 个 是 平凡 图 ,由 归纳 假设 ,Gi， 
Gs ,… ,Gs 中 分 别 有 欧 拉 回路 Wi ,到 2 ,… ,Wi ,于 是 Wi 了 UW U…UWUC 中 必 有 G 的 欧 拉 回路 ,而 
有 欧 拉 回 路 的 图 叫做 欧 拉 图 . 证 毕 , 

前 面 说 的 图 都 是 无 向 图 :连结 顶点 v 与 v 的 边 是 没有 方向 的 ,或 者 说 这 条 边 既 可 看 成 从 v 到 +， 
的 边 , 又 可 以 看 成 是 从 到 wv 的 边 , 若 把 边 规定 一 个 方向 , 即 规定 起 点 、 终 点 ,这 种 有 方向 的 边 称 为 
派 ; 如 果 一 个 图 的 每 一 条 边 都 规定 了 方向 , 则 称 这 个 图 为 有 向 图 . 在 有 向 图 中 ,一 个 由 不 同 的 弧 组 成 
的 序列 称 为 路 ; 若 对 应 的 无 向 图 是 简单 图 ,起 终点 重合 的 路 称 为 一 一 个 回路 ;并 称 起 点 的 弧 的 数目 为 出 
度 ， 终点 的 弧 的 数目 为 人 度 . 于 是 ,有 : 

性 质 15 有 向 图 是 一 个 路 或 一 个 回路 的 充 要 条 件 是 下 面 的 (i) (iD 同时 成 立 ， 

(让 对 应 的 无 向 图 是 连通 的 ; 

(ii 满足 | 出 度 一 入 度 | 等 于 1 的 顶点 个 数 为 2 或 0, 并 且 其 余 的 顶点 均 满 足 出 度 等 于 人 度 . 

此 条 性 质 的 证 明 与 性 质 5 的 证 明 相 近 , 略 . 

性 质 16 “一个 连通 的 有 向 图 是 欧 拉 有 向 图 的 充 要 条 件 是 它 的 每 个 点 的 出 度 等 于 人 度 . (证 略 ) 

如 果 一 个 完全 图 的 每 一 条 边 都 规定 了 一 个 方向 , 则 称 这 个 图 为 竞赛 图 . 

我 们 还 介绍 二 下 哈密 尔 顿 (Hamiltion) 链 的 概念 . 1859 年 爱尔兰 数学 家 哈密 尔 顿 提出 了 一 个 “ 环 
游 世界 ”游戏 ;一 个 正 十 二 面体 ,其 20 个 顶点 表示 20 个 城市 ,从 任 一 城市 出 发 , 沿 楼 行进 ,要 求 恰好 
经 过 一 个 城市 一 次 ,而 后 回 到 原 城市 , 问 是 否 可 能 ? 
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。 也 沐 证 本 内 次 芍 CC 


性 洋 五 壁 


性 涟 吾 虱 ， 六 洪 寂 洽 份 应 履 O 


(1) 
图 9-3 


顿 链 ( 路 ). 实际 上 ,在 一 个 图 中 ,如 果 有 一 个 圈 ( 链 ) 经 过 每 个 顶点 恰好 一 次 ,那么 这 个 圈 ( 链 ) 称 为 险 
密 尔 顿 图 ( 链 ). 


表面 上 ,哈密 尔 顿 圈 ( 链 ) 与 -笔画 (一 般 的 图 ( 链 )) 非 常 相 似 ,但 实质 上 ,两 者 的 理论 明 然 不 同 ， 

利用 性 质 5 可 以 判别 一 个 图 是 否 可 以 一 笔画 成 ,可 是 对 于 哈密 尔 顿 圈 ( 链 ) ,迄今 还 没有 一 个 简单 而 
一 般 的 判别 法 . 但 是 ,我 们 有 : 

性 质 17 “如果 在 一 个 偶 图 G=-(X,Y;E) 中 X 的 元 素数 与 Y 的 元 素数 的 差 大 于 1, 那 么 这 个 偶 图 


没有 了 哈密 尔 顿 链 . 


证 阴 将 图 中 顶点 涂 上 红 . 蓝 两 色 , 使 相 邻 的 两 顶点 色 不 同 ， 如 果 这 个 图 有 一 个 哈密 尔 顿 链 , 那 
么 这 链 上 的 顶点 一 定 是 红 蓝 相间 ,因而 红 点 的 数目 与 蓝 点 的 数目 相等 或 相差 1. 但 由 题 设 ,X 的 元 素 
个 数 与 y 的 元 素 个 数 的 差 大 于 i. 故 绪论 成 立 ， 


性 质 18 ”完全 偶 图 Ki 在 mr 隆 n 时 无 哈密 尔 顿 圈 , 而 完全 侦 图 K. 有 [-zJ 个 无 公共 边 的 哈密 尔 
顿 图 . 其 中 [ 必 ] 表 示 不 超过 - 方 的 最 大 整数 

证 明 如果 天 。, 有 哈密 尔 顿 圈 , 那 么 在 圈 上 X 与 Y 的 点 相间 ,因而 m 二 x 

对 于 Kn, 将 硕 点 x 与 yz 及 yi+rtz 相 联 (一 1 27 一 12 ,[-> ] ,并且 认 为 Yitn Yi), 
就 得 到 了 [-3 ] 个 无 公共 边 的 哈密 尔 顿 圈 


性 质 19 ”如 果 图 G 有 险 密 尔 顿 图 ,从 G 中 去 掉 苍 干 个 点 vi,w,…*,% 及 与 它们 相信 的 边 得 到 图 
C ,那么 G 的 连通 分 支 不 超过 上 个 . 

证 明 令 C 为 G 的 哈密 尔 顿 图 ,那么 将 上 个 点 vi,w，,… ,wv 去掉 后 ,C 至 多 分 为 段 , 因 而 G 的 
连通 分 支 至 多 为 & 个 . 

性 质 20 ”如 果 一 个 平面 有 哈密 尔 顿 圈 C, 用 广 表示 C 的 内 部 的 i 边 形 的 个 数 , 又 用 f; 表示 C 


的 外 部 的 i 边 形 的 个 数 , 则 


(DI 产 十 2 关上 3 fit 
(2)1。 庆 十 2 ， 庆 十 3、j 十 … 一 2 一 2， 


奥 医 经 上 典 


解 题 金 钥 是 系列 ‘Se 


C3 fs eft 3 fF; f+ 0. 
其 中 了 为 C 的 项 点数, 显然 也 是 C 的 长 . 

证 明 设 e 为 C 的 内 部 的 边 的 条 数 , 则 CC 的 内 部 的 面 的 总 数 为 请 + 十 三 十 … 一 e 十 1 这些 
面 的 边 数 的 和 为 27 ;十 3 了 ;十 4 fi 十 … 二 2e 十 n. 这 是 因为 每 一 条 内 部 的 边 被 数 了 两 次 ,而 C 上 有 
条 边 ,每 条 边 被 数 了 一 次 ,将 第 二 式 减 去 第 一 式 便 得 (1); 同 理 可 得 (2);(1) 一 (2) 便 得 (3). 

性 质 21 一 个 图 有 了 哈密 尔 顿 回路 的 一 个 充分 条 件 是 ; 设 图 G 具有 7 个 顶点 , 任 二 顶点 间 至 多 被 
一 条 边 联 结 , 如 果 图 G 每 一 对 天 点 度数 之 和 大 于 等 于 nn 一 1, 则 图 G 有 一 个 哈密 尔 顿 回路 .证 略 ) 

|- 面 , 我 们 简介 了 一 些 图 的 概念 与 特征 性 质 , 要 深入 地 学 习 请 阅读 有 关 专 著 . 

下 面 , 我 们 列举 一 些 图 解 实例 . 


【 解 题 钥匙 ) 


1. 注意 图 的 基本 概念 的 运用 

例 1 (1956 年 北京 市 竞赛 题 ) 证 明 : 空 间 中 不 可 能 有 这 样 的 多 面 本 存在 ,它们 有 奇数 个 面 , 而 它 
们 的 每 个 面 又 都 有 奇数 条 边 . 

证 明 ”以 这 种 多 面体 的 面 作为 图 的 项 点, 当 多 面体 两 个 面 有 公共 棱 时 ,在 图 的 相应 两 顶点 之 间 
联 一 - 边 得 一 图 G. 依 题 意 ,G 的 各 顶点 的 度数 是 奇数 ,所 有 顶点 的 度数 和 为 奇数 ,这 与 性 夺 1 下 眉 .所 
以 不 会 有 这 种 多 面体 . 

例 2 (1947 年 匈牙利 竞赛 题 ,1953 年 普 特 南 竞赛 题 ) 证 明 ; 志 界 上 任何 六 个 人 ,总 有 三 人 彼此 认 
识 或 者 彼此 不 认识 . 

证 法 1 作 -- 个 完全 图 Ks ,六 个 顶点 表示 六 个 人 ,如 果 某 两 个 人 互相 认识 ,联结 相应 两 点 的 边 就 
涂 上 红色 , 耕 则 就 涂 上 蓝 色 , 要 证 明 的 结论 就 是 这 个 涂 了 色 的 Ke 中 一 定 有 一 个 各 边 同 色 的 三 角形 . 


从 顶点 ww 引出 的 边 有 五 条 ,而 颜色 却 只 有 红 蓝 两 种 ,因此 其 中 必 有 一 种 颜色 涂 了 三 条 或 更 多 的 
边 ， 
不 失 一 般 性 ,假定 有 半边 (ma » th ) 9 (了 9 Ch ) 9 (Th 9 ) 为 红色 ,如 图 9 一 4( 有 VD, 


三 条 边 为 蓝 色 的 证 法 与 此 相同 ) 
(如 果 人 mm Us U4 有 一 条 边 ， 比如 说 (ww,w;) 是 红色 的 ;那么 八 vi wv 就 是 了 


一 个 三 边 均 为 红色 的 同色 三 角形 . 

证 法 2 ”用 六 个 顶点 表示 六 个 人 ,如 果 两 个 人 互相 认识 ,就 在 相应 的 两 个 y, 
点 之 间 联 一 条 边 ,这样 得 到 一 个 简单 图 C, 要 证 明 的 结论 就 是 C 或 者 它 的 补 图 图 9 -4 
G 中 有 一 个 三 角形 . 

顶点 Vi 与 其 余 的 五 个 顶点 不 在 G 中 相 邻 就 在 C 中 相 邻 ,因而 在 CG 或 C 中 ,Vi 至 少 与 三 个 项 操 


相 邻 ,不 妨 假定 在 G 中 ,vw 与 三 个 顶点 w .ww 相 邻 . 如 果 妆 ,mm 这 三 中 有 两 个 点 在 G 中 相 邻 , 那 
么 涂 上 mm ,就 得 到 一 个 G 中 的 三 角形 . 如 果 wm ,wv 这 三 个 点 在 G 中 均 不 相 邻 ,那么 它们 在 G 中 相 
邻 , 即 G 中 有 一 个 三 角形 , 即 八 wwsw. 

上 述 两 个 证 法 并 无 太 大 的 差别 ,只 是 说 法 不 同 ,但 是 这 两 个 说 法 都 可 以 引出 这 个 问题 的 两 种 推 
广 . (参见 解 题 尝 试 A 组 第 8.9 题 ) 

上 例 实 际 上 就 是 拉 姆 赛 定理 :图 G 具 有 6 个 顶点 ,每 对 顶点 间 恰 有 一 红 边 或 蓝 边 相 联 , 那 么 图 G 
必 含 有 一 个 红 边 三 角形 或 蓝 边 三 角形 ,并 记 为 N(3,3) 二 6. 

例 3 设 有 27 个 钱币 汇 换 台 ,如 果 每 架 钱 币 汇 换 台 与 至 少 2 个 台 有 直通 线路 ,那么 其 中 的 任何 
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两 个 台 之 间 一 次 汇 换 《可 通过 别 的 汇 换 台 ) 总 是 可 能 的 . 

证 阴 可 证 明 一 般 的 命题 :一 个 有 22 个 顶点 的 简单 图 ,每 个 顶点 的 度数 不 小 于 nn, 则 必 为 连 遂 
图 . 用 反 证 法 :如 果 不 连 通 , 则 必 有 一 点 P,P 点 的 度数 志 n 一 1. 事实 上 ,不 连通 图 可 分 出 硅 干 子 图 ,而 
每 个 子 图 是 连通 的 , 子 图 中 的 点 度数 太一 1. 证 毕 . 

例 4 将 数 :1,2,3,4,5 用 任何 方法 分 成 两 组 . 证 明 ; 总 可 以 在 某 一 组 中 找到 这 样 两 个 数 ,它们 之 
差 与 这 一 组 中 的 某 一 个 数 相 同 ， 

证 明 设 Si 与 S 是 任意 分 成 的 两 组 数 集 ,以 1,2,3,4,5 为 五 个 顶 构 作 图 K; 如 图 9-5, 且 仅 当 
二 顶 u,v 满足 其 顶 的 度数 之 差 属于 SG 一 1,2) 时 ,把 边 ww 染 成 7 色 . 

(将 五 边 形 123451 与 135241 分 别 是 1 色 与 2 色 的 同色 五 边 形 ， 
则 1 与 4 同 在 -一 个 数 集 ,2 与 3 同属 另 一 数 集 . 这 时 ,不论 5 在 哪 - 一 数 
集 ,都 使 命题 成 六 . 

(ii 否则, 若 边 15 与 链 12345 异 色 ,而 边 13 与 35 同色 , 则 不 论 这 
两 条 边 是 什么 颜色 ,都 会 出 现 同色 三 角形 ;着 边 15 与 链 12345 同色 ， 
则 还 有 一 边 与 五 边 形 123451 同色 . 于 是 又 出 现 同色 三 角形 . 设 人 xm 
是 同色 三 角形 ,不 妨 假定 wv>w, 令 二 wu 一 v1y 二 Vv 一 ww,z 二 W 一 w, 则 
x,ysz 不 仅 属 于 同一 数 集 , 而 且 x 十 y= 二 z, 即 此 数 集 含 两 个 数 x,z 及 其 
差 数 y. 证 毕 . 

例 5 (1991 年 第 24 届 全 苏 奥林匹克 题 )n 个 点 由 线段 连接 有 ,已 
知 每 一 点 与 男 外 任何 一 点 都 有 道路 相连 通 , 而 任何 两 点 都 没有 两 种 不 
辐 的 道路 ,证 明 线 段 总 条 数 为 n 一 1. 

证 明 ”我 们 视 7n 个 点 为 一 个 图 G 的 顶 ,线段 是 边 , 依 题 意 ,G 是 连通 无 圈 图 ,是 树 . 由 性 质 7, 边 数 
为 n 一 1, 即 线段 总 条 数 为 n 一 1. 

例 6 (1958 年 波兰 奥林匹克 题 ) 平 面 上 有 7 条 线段 ,n 之 3, 其 中 任意 三 条 都 有 公共 点 , 则 这 条 
线段 有 一 个 公共 点 . 

证 阴 ”把 n 条 线段 的 端点 看 成 一 个 图 G 的 顶 ,线段 是 G 的 边 . 由 题 意 ,G 为 无 图 连通 图 ,是 树 , 晶 
而 最 长 链 长 度 为 2, 所 以 显然 G 是 星 , 故 这 nn 条 线段 有 一 个 公共 点 (G 中 度数 大 于 1 的 项 ). 

例 7 设 n 个 工人 n 件 工作 ,每 人 恰 可 做 2 件 工作 ,每 件 工作 恰 被 2 工人 所 做 , 问 能 否 使 这 件 
工作 被 熟悉 该 工作 的 个 人 所 承担 ? 

解 ” 设 工作 集合 为 X, 工 人 集合 为 了 ,将 它们 视 为 顶点 , 某 人 会 做 某 工 作 , 则 用 边 联 接 , 这 样 得 到 
一 个 偶 图 . 由 于 顶点 的 度数 皆 为 2, 故 存在 X 对 Y 的 匹配 ,于 是 所 提问 题 有 解 . 

例 8 (1964 年 匈牙利 奥林匹克 题 ) 在 毕业 舞会 上 ,每 一 个 小 伙 子 至 少 和 一 个 姑娘 跳舞 ,但 任何 
一 个 小 伙 子 都 没有 和 所 有 的 站 娘 跳舞 ,而 每 一 个 姑娘 至 少 和 一 个 小 伙 子 跳舞 ,但 任何 一 个 姑娘 都 设 
有 和 所 有 的 小 伙 子 跳舞 . 证 明 : 在 所 有 参加 舞会 的 人 中 ,可 以 找到 这 样 两 个 小 伙 子 和 两 个 姑娘 ,这 两 
个 小 伙 子 中 的 每 一 个 只 和 这 两 个 姑娘 中 的 一 个 跳 过 舞 , 而 这 两 个 姑娘 中 的 每 一 个 只 和 这 两 个 小 伙 子 
中 的 一 个 跳 过 舞 . 

证 明 ” 作 一 个 偶 图 G=(X,Y,E),X 的 每 一 个 顶点 表示 一 个 小 伙 子 ,Y 的 每 一 个 顶点 表示 一 个 
姑娘 . 如 果 一 个 小 伙 子 与 一 个 姑娘 跳 过 有 舞 , 就 在 相应 的 两 个 点 之 间 连 一 条 边 . 

设 在 集合 久 中 ,点 x 的 度数 最 大 ( 即 与 x 跳 过 舞 的 姑娘 最 多 ), 因 为 x 的 度数 二 所 有 姑娘 总 数 ， 
所 以 在 Y 中 存在 一 个 点 y 与 x 不 相 邻 ,但 由 题 设 至 少 有 x 与 y 相 邻 ,因为 除 y 外 与 x' 相 邻 的 点 为 x 


的 度数 一 1 ,而 且 

Z 的 度数 一 1 魏 z 的 度数 一 1<z 的 度数 ,所 以 在 与 x 相 邻 的 点 中 一 定 有 一 个 点 y 与 z' 不 相 邻 . 这 
样 得 出 的 四 个 点 x,x ,y,y 就 代表 了 四 个 符合 要 求 的 人 . 

例 9 (1968 年 波兰 奥林匹克 题 ) 对 哪些 ,存在 n 条 楼 的 多 面体 ? 

解 ” 以 多 面体 的 项 点 为 项 ,以 多 面体 的 楼 为 边 ,组 成 一 个 平面 图 G, 则 G 的 顶点 数 n 宇 4, 面 数 
f 之 4, 由 欧 拉 公式 ,G 的 边 数 之 6, 即 无 棱 数 小 于 6 的 多 面体 . 

四 面体 是 棱 数 为 6 的 多 面体 . 


又 因 G 的 边 数 的 2 倍 之 面 数 的 3 倍 , 若 有 7 条 棱 的 多 面体 , 则 /和 < 兰 , 即 /一 4, 于 是 7 一 “十 /一 


2 一 ?十 2,2 一 5 但 4 时 惟一 的 多 面体 是 四 面体 , 它 只 有 4 个 项 ,与 a=5 了 矛盾 ,可 见 没 有 ?7 条 楼 的 
多 面体 . 

考虑 上 之 4, 以 & 边 形 为 底 的 楼 锥 即 2k 条 的 多 面体 ;把 底 为 & 一 1 边 形 的 棱锥 上 底 角 处 的 一 个 三 
面 角 “ 锯 掉 一 个 尖 ”, 得 到 一 个 2& 十 1 条 校 的 多 面体 . 总 之 ,nn 之 6 且 n 了 7 时 ,有 ?条 棱 的 多 面体 . 

例 10 (1964 年 波兰 奥林匹克 题 ) 在 加 上 任 取 n 二 2 个 点 ,把 每 个 点 用 线段 与 其 余 各 点 相连 结 ， 
能 否 一 笔画 出 所 有 这 些 线段 ? 使 第 一 条 线段 的 终点 与 第 二 条 线段 的 起 点 相 重 ,第 二 条 线段 的 终点 与 
第 三 条 线段 的 起 点 相 重 ,等 等 ,最 后 一 条 线段 的 终点 与 最 初 一 条 线段 的 起 点 相 重合 ? 

解 ” 以 这 7 个 点 为 项 ,以 这 些 线段 为 边 构 成 一 个 连通 图 G, 当 nn 为 奇数 时 ,G 的 每 个 顶 都 是 偶数 
度数 ,由 性 质 14, 此 题 的 回答 是 肯定 的 ; 当 为 偶数 时 ,回答 是 否定 的 . 

2. 注意 图 的 基本 性 质 的 灵活 运用 

例 11 有 一 捍 种 昆虫 ,每 两 种 中 必 有 一 种 能 消灭 男 一 种 (不 一 定 具 传 递 性 , 即 甲 能 消灭 乙 , 乙 能 
消灭 两 ,并 不 意味 着 甲 一 定 能 消灭 两 ), 证 明 可 以 将 这 一 百 种 昆虫 依 某 种 顺序 排列 起 来 ,使 得 每 一 种 
能 消灭 紧 接 它 后 面 的 那 一 种 昆虫 . 

解 ” 可 将 100 改 为 更 一 般 的 目 然 数 n 宇 2, 用 第 二 数学 归纳 法 证 . 

作 一 个 有 问 图 ,每 一 个 顶点 v; 表示 一 种 昆虫 ,如 果 昆 虫 立 可 以 消灭 昆虫 vj, 我们 就 作 一 条 从 v 
到 的 绝 . 由 已 知 条件 ,G 对 应 的 无 问 图 是 一 个 完全 图 ,因此 我 们 可 以 把 G 称 为 有 向 完全 图 ,要 证 明 
的 绪论 就 是 有 疝 完 全 图 中 有 一 个 哈密 尔 顿 路 即 经 过 所 有 顶点 恰好 一 次 的 路 . 

假设 命题 对 ”一 1 之 2 已 经 成 立 , 并 且 路 为 (mm yw，……w-i) ,这 时 有 以 下 三 种 情况 : 

(如 果 有 强 Cowi ,ww) ,那么 Co ; 史 ,w-1,v;) 就 是 一 个 哈密 尔 顿 路 ， 

(让 如 果 有 弧 Cvo um) 那么 wow 和 oo-1) 就 是 一 个 哈密 尔 顿 路 ; 

(ii 如果 (D (Ci 都 不 成 立 , 则 意味 着 存在 (wm ,ww ) 和 (vw ,vw-1), 那 么 一 定 有 一 个 i(1 志 i 才 n 一 2)， 
使 弧 (w ,ww) 与 (vw ,w+1) 同 时 存在 (我 们 选取 i 为 1,2,…,n 一 1 中 第 一 个 使 弧 (w ,w+1) 存 在 的 数 ) ,这 时 

《信人 ) 就 是 所 求 的 哈密 
尔 顿 路 . 如 图 9- 6 所 示 . 

例 12 安排 ?天 考 7? 门 谍 的 考试 ,使 得 每 位 教师 任 两 
门 谍 不 排 在 接连 的 两 天 中 ,证 明 如 果 没 有 教师 担任 多 于 4 
门 课 , 则 符合 上 述 要 求 的 考试 安排 总 是 可 能 的 . 

证 了 明 视 顶 点 为 考试 课程 , 硅 两 项 点 所 对 应 考试 课程 
由 不 同 的 教师 担任 , 则 这 两 项 点 间 联 结 一 边 , 得 图 G. 因为 每 


* 尘 湛 康 汶 聊 订 和 匠 O 


怪 演 后 可 


恰 涟 五 本。 冯 湛 许 斑 及 应 愉 O 


位 教师 了 所 任课 程 不 超过 4, 所 以 一 项 点 至 少 与 3 个 顶点 有 边 相 联 ( 即 至 少 还 有 3 门 课 未 担任 ). 这 样 ， 
两 项 点 度数 之 和 至 少 是 6, 大 于 等 于 7 一 1 二 6, 故 图 有 一 个 哈密 尔 顿 路 ,这 个 路 的 各 条 边 是 联结 不 同 
诛 程 且 不 为 同 -- 个 人 所 监考 ,这 个 哈密 尔 顿 路 对 应 了 ?7 门 考试 的 符合 要 求 的 安排 . 

例 13 (1987 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 某 次 比赛 有 n(n 之 6) 各 选手 ,每 两 名 选手 都 进行 一 场 比 
赛 , 每 场 比 赛 一 定 决 出 胜 负 ,通过 比赛 确定 优秀 选手 . 选手 a 被 确定 为 优秀 选手 的 条 件 是 对 任何 其 他 
选手 5 ,或 者 a 胜 5, 或 者 存在 选手 c, 使 得 c 胜 5,a 胜 c. 如 果 按 上 述 规 则 确定 的 优秀 选手 只 有 一 和 名, 试 
证 这 名 选手 战胜 了 所 有 其 他 选手 . 

证 有 明 用 顶点 表示 选手 ,如 果 选 手 vw 战胜 了 wv , 则 作 弧 (wu ) ,根据 题 设 条 件 , 这 样 可 以 作出 一 
个 竞赛 图 C, 显 然 选 手 v 胜 的 次 数 , 就 是 相应 这 点 的 出 度 d (vw). 已 知 点 a 满足 条 件 : 对 于 wv 中 任何 点 
pp 关 a ,或 者 有 红 ( 人 ab) 存在 ,或 者 可 以 找到 一 点 5 使 得 路 (ac 存在 , 记 此 条 件 为 (<*). 欲 证 ;如果 a 
点 是 惟一 的 ,那么 d (要 一 2 一 1. 

证 明 分 两 步 , 先 证 点 a 是 存在 的 ,再 证 如 果 & 点 是 惟一 的 , 则 dt (a) 一 2 一 1. 

取 一 点 aE€V, 使 di (a) 在 G 中 最 大 ,对 于 V 中 其 他 任意 一 点 5 关 a, 都 有 两 种 情况 : 

(i) 如 果 存 在 绝 (a,6) ,那么 < 为 所 求 ; : 

(如 果 存 在 弧 (6,a), 作 VV 的 子 集 C ,使 得 C={c| (a,c)} ,那么 在 C 中 至 少 有 一 点 c ,使 得 弧 (， 
b) 存 在 ,否则 d* (5)>d+ (a), 即 也 存在 -一 条 一 个 路 (a,c,D) ,那么 a 为 所 求 . 

从 而 ,图 G 中 一 定 具 有 满足 条 件 ( x ) 的 点 a. 

如 果 &a 点 是 惟一 的 ,我 们 利用 反 证 法 来 证 明 d* (a) 二 x 一 1. 

假设 4d (a)<<n 一 1, 即 在 V 中 至 省 有 一 点 5 关 a, 使 得 统 (6,a) 存 在 , 作 V 的 子 集 S 和 工 , 使 得 $= 
{zi(r,a)) ,T=={y|(a,y)) ,以 及 相应 的 子 图 GG 和 GG .显然 

SNT=@,SU TU'ia)=V. 

因为 5E S, 所 以 S 关 名 ,那么 在 G 中 也 一 定 有 满足 条 件 ( x ) 的 点 x, 并 且 di (zx) 在 G 中 最 大 .再 
在 V 中 任 取 一 点 c 关 zx, 那 么 有 以 下 三 种 情况 : 

中 车 cE S, 则 或 存在 弧 (zx,c) ,或 者 还 可 以 找到 一 点 d, 使 得 存在 一 个 路 (x,d,c); 

(由 ) 若 cc 二 a; 风 有 弧 (x ,a) 存 在 ; 

(i 车 cE T, 则 有 路 (zx,a,c) 存 在 . 

这 表明 ,zx 也 是 G 中 满足 条 件 (* ) 的 点 ,这 样 G 中 至 少 有 两 点 满足 条 件 (* ) ,与 已 知 条 件 相 予 
盾 . 

所 以 ,qd (a)= 二 n 一 1, 即 选手 a 击败 了 所 有 其 他 选手 . 

例 14 (1994 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 给 定 平面 上 的 点 集 P={P ,Pz ,…,Pion4},P 中 任 三 点 均 
不 共 线 ,将 P 中 所 有 的 点 任意 分 成 83 组 ,使 得 每 组 至 少 有 3 个 点 , 且 每 点 恰好 属于 一 组 ,然后 将 在 同 
一 组 的 任 两 点 用 一 条 线段 相连 ,不 在 同一 组 的 两 点 不 连 线段 ,这 样 得 到 一 个 图 案 C. 不 同 的 分 组 方式 
得 到 不 同 的 图 案 . 将 图 案 G 中 所 含 的 以 P 中 的 点 为 项 点 的 三 角形 的 个 数 记 为 m(G). 

(1]) 求 m(G) 的 最 小 值 zzo ; 

(2) 设 G 是 使 m(G* ) 一 mo 的 一 个 图 案 , 差 将 G 中 的 线段 ( 指 以 PP 的 点 为 端点 的 线段 ) 用 4 种 
颜色 染色 ,每 条 线段 恰好 染 一 种 颜色 . 证 明和 存在 一 个 染色 方案 ,使 G* 染色 后 不 含 以 PP 的 上 尽 为 顶点 的 
三 边 颜色 相同 的 三 角形 ， 

分 析 将 问题 缩小”, 考察 简单 的 类 似 问 题 , 例 如 PP 中 只 有 9 个 点 ,1P|==9, 分 成 2 组 ,Al、A;， 
藻 |A， | 一 3， 1 4， 二 6, 则 
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4 i 
旨 舌 经 | 和 b> 1 机 
解 题 金 钥匙 系列 多 和 
m(G) = 十 (二 21， 
苛 |Ai| 二 4,|A; | 二 5, 则 


CO) 
m(O)=C 4+G=14. 解 
清 想 分 组 越 “均匀”m(G) 的 信和 越 小 ,从 而 任意 两 点 组 中 点 的 数目 差 不 超 过 1( 否 则 可 以 调整 ). 若 是 人 
能 证 明 这 一 条 ,mm 易 计 算 . 当 第 一 个 问题 已 经 解决 ,点 组 中 点 的 个 数 至 多 可 有 2 种 情形 ,只 需 对 点 组 绰 久 
的 情形 进行 讨论 即 可 . 是 
解 (1) 只 要 有 某 两 个 点 组 中 点 的 个 数 之 差 x; 一 zj 宇 2, 则 可 将 第 i 组 中 的 点 数 减 少 1， 第 ; 组 中 和 
点 的 个 数 增 加 1, 其 余 不 变 , 此 时 对 原 图 案 GG 与 调整 后 的 图 案 Cz ,有 。 
mG)—m(G2)=(C + )— (C1t 0 +1) 高 
= 0 C0 )=0.1 -0 >0. 
( 因 zi) / 学 
可 见 当 m(G) 取 到 最 小 值 mo 时 ,各 点 组 间 点 的 个 数 之 差 至 多 为 1 
由 1994 二 83X24 十 2， 
则 当 mCG) 二 =m 为 最 小 时 83 个 点 组 中 有 81 个 点 组 各 含 24 个 点 ,而 另 2 个 点 组 各 含 25 个 点 . 
mo 一 81。( 2 十 2。(C3 一 168544. 
(2) 因 不 同 点 组 中 的 点 间 不 连 线 段 , 则 在 不 同 点 组 间 不 存在 三 角形 ,只 须 证 


明 存 在 对 C* 的 点 组 的 染色 方案 ,使 得 在 点 组 中 不 含 " 同 色 三 角形 即 可 . 

(1) 对 含 25 个 点 的 点 组 ,将 其 划分 为 5 个 各 含 5 点 的 “小 组 ”, 对 每 个 小 组 中 
的 10 条 边 ( 线 段 ), 作 如 图 9- 7 的 “2 一 染色 ”: 实 线 边 染 “颜色 1”, 虚线 边 染 颜色 
2 . 

图 9- 8 中 的 Ail、A:、…、A; 表示 点 组 中 的 5 个 小 组 ,用 “颜色 3” 对 Al 组 与 
As 组 ,4A; 组 与 A; 组 ,…,As 组 与 A 组 间 的 每 条 边 染 色 , 而 用 “颜色 4” 对 Al 与 
A; ,A; 与 Ai +s" ,A 与 A 间 的 每 条 边 染 色 . 4 

显然 ,在 这 个 25 点 组 中 ,小 组 中 不 存在 同色 三 角形 (图 9- 7), 而 当 三 个 A 
点 不 在 同一 小 组 中 时 ,也 不 存在 同色 三 角形 . 

至 于 对 24 点 组 ,显然 只 需 在 上 述 的 25 个 点 中 取 掉 任何 一 个 点 以 及 与 A 2 
它 所 连 的 24 条 边 ,保持 原 染 色 方 案 即 可 . 

例 15 (1996 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 有 n(n 宇 6) 个 人 育 会 ,已 知 ;(1) 


至 少 同 其 中 [-z ] 个 人 互相 认识 ; 


(2) 对 于 其 中 任意 [也 ] 个 人 ,或 者 其 中 有 2 人 相识 ,或 者 余下 的 人 中 有 


2 个 相识 . 证明: 这 个 人 中 必 有 有 三 人 两 丙 相识 
分 析 ”利用 图 的 语言 ,n 个 人 用 个 顶点 表示 ,每 两 个 点 间 连 一 条 线 ( 边 ), 若 两 人 互相 认识 , 则 相 


连 的 这 条 边 染 成 红色 ,否则 染 成 蓝 色 . 问题 转化 为 :(1) 每 个 顶点 至 少 连 出 了 [-5 ] 条 红 边 ; (2 图 中 任 
意 [也 ] 个 顶点 间 至 少 有 一 条 红 边 ,或 者 另外 mn 一 [多 个 顶点 间 至 少 有 一 条 红 边 , 则 图 中 至 少 有 一 
“ 红 边 三 角 形 ”. 

证 明 ” 反 设 图 形 中 不 存在 红 边 三 角形 . 


PE 
加 守 


上 性 溢 匡 再 。 六 洪 府 注 和 子 癌 莪 O 


解 题 金 钥 是 系 列 


任 取 一 条 红 边 A1A, 设 与 A, 点 间 连 有 红 边 的 点 (4: 除外 ) 的 集合 是 Pl， 

与 As 点 间 连 有 红 边 的 集合 是 Pi ,| P, | 表示 点 集 Pi 中 点 的 个 数 ,其 余 类 推 , : 4: 
若 Pi 门 P 关 2, 则 存在 点 BE P, 门 已 ,此 时 A1AsB 是 红 边 三 角形 ,与 假 

设 矛 盾 . 


故 P, 门卫 ， OO, 

个 设 n=2m 是 偶数 , 则 [9]==m,n 一 [=m 

因 每 个 顶点 至 少 连 出 了 头条 红 边 , 则 |P, | 宇 m 一 1,|P | 实 m 一 1, 但 点 集 。 让 P， 
中 总 共 只 有 2m 个 点 ， 9-9 


故 | 己 | 一 六 一 1 | 已 :| 一 六 一 1. 

若 Pi 中 含有 一 条 红 边 CC , 则 A;CiC: 是 红 边 三 角形 ,… Pi 中 不 含 红 边 . 同 理 Ps 中 也 不 含 红 
边 . 

此 时 |Al UP;|==m， |Az UP 三 2 但 在 Ai UP: 的 m 个 顶点 间 无 红 边 ,在 Az 吕 Pi 的 mm 个 顶点 
间 也 无 红 边 ,与 条 件 (2) 矛 盾 . 

@ 设 x 一 2 十 1 是 偶数 , 则 [了 ] 二 m,n 一 [ 玫 | 二 m 十 1 

同 前 证 ,已 知 1Pi | 之 m 一 1,|P; | 之 m 一 1, 且 Pl 中 不 含 红 边 ,Pz 中 也 不 合 
红 边 . 

行 | 已 | 二 m 或 |P; | 二 m, 不 妨 设 1P | 二 m,; 则 |AjUP;| 王 m， A; UP |= 
m 十 1, 同 前 证 与 条 件 (2) 矛 盾 . 

于 是 |Pi| 二 mm 一 1, 且 1P;| 一 m 一 1, 从 而 有 一 个 顶点 C( 不 同 于 Al、Az)， 
CE PI,CEP.;. 

设 顶点 C 与 P, 中 的 个 点 连 有 红 边 ,与 P: 中 的 个 点 间 连 有 红 边 , 则 g- 10 
ki 十 上 k; 宇 m 宇 3( 因 n 宇 6). 

故 不 妨 设 & 之 2, 易 知 关 0( 因 |Pil 过 mr) , 则 之 了 ). 

设 atvaz€€Pi GCC 与 azC 契 红 边 ,0 E P; ,biC 是 红 边 . 

右 bia; 或 bai 是 红 边 , 则 图 9— 10 中 已 有 红 边 三 角形 piaz(- 或 biaiC， 与 假设 矛盾 . 右 bias 与 


| ba 均 不 是 红 边 , 则 从 连 出 的 红 边 数 至 多 为 


(m 一 1) 一 2 十 2 二 m 一 1, 邓 盾 . 
综 上 ,图 形 中 必然 存在 一 个 红 边 三 角形 . 


【 解 题 党 试 】 


和 AA 组 


1. 车 个 选手 间 安 排 了 对 抗 赛 (一 对 一 ) ,已 赛 完 "十 1 场 , 那 么 至 少 有 一 人 赛 过 3 次 . 


2. (1978 年 美国 奥林匹克 题 ) 在 一 间 房 子 里 有 N(73) 个 人 ,至 少 有 一 个 人 没有 和 房子 里 每 个 人 握手 ， 


房间 里 可 能 与 每 人 握手 的 人 数 的 极 大 值 是 多 少 ? 
3. 试 证 性 质 2. 


i - 本 
i : . 
I 1 加 
中 外 1 
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生 桥 经 典 
pa 


PH 


少 有 两 人 会 说 同一 种 语言 ,如 果 每 一 位 数学 家 最 多 只 能 说 三 种 语言 . 试 证 明 ;至 少 有 三 位 为 数学 家 
能 用 同一 种 语言 交谈 . 


wt 


何 四 个 参观 团员 中 ,总 可 以 找到 一 个 人 ,他 原先 见 过 所 有 的 参观 团员 . 


6. 有 三 个 城市 与 三 个 风景 旅游 地 ,要 从 每 一 个 城市 到 每 一 个 旅游 地 各 修一 条 专用 铁路 ,这 些 铁路 能 | 


| ” 否 在 同一 个 平面 上 并 且 互 不 交 又 ? 

7. 证 明 : 如 果 n 个 电话 交换 台 的 任何 两 个 总 可 以 通话 , 则 至 少 应 有 nm 一 1 条 直通 线路 存在 . 
. 九 个 人 中 一 定 有 三 个 人 互相 认识 或 者 有 四 个 人 互 不 认识 . 
.《〈 第 6 届 IMO 试题 ) 十 七 个 科学 家 中 每 一 个 和 其 余 十 六 个 通信 ,在 他 们 的 通信 中 所 讨论 的 仅 有 三 
个 问题 ,而 任 两 个 科学 这 通信 时 所 讨论 的 是 同一 个 问题 . 证 明 :至少 有 三 个 科学 家 通信 时 所 讨论 的 
是 同一 个 问题 . 
10. (第 10 届 美 国 奥 林 匹 克 题 ) 某 县 下 属 每 两 个 区 都 恰好 有 汽车 、 火 车 、 飞 机 三 种 交通 方式 的 一 种 联 
系 .已 知 在 全 县 三 种 交通 方式 全 有 ,但 没有 一 个 区 三 种 方式 全 有 ;并 且 没 有 任何 三 个 区 两 两 联系 
的 方式 全 相同 ,试问 这 个 县 至 多 有 几 个 区 ? z 

11. (1957 年 匈牙利 奥林匹克 题 ) 某 工厂 生产 由 六 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 的 双色 布 ,在 这 个 工厂 所 生产 
的 双色 布 中 ,每 一 种 颜色 至 少 和 三 种 其 他 的 颜色 搭配 . 证 明 : 可 以 排出 三 种 不 同 的 双色 布 , 它 们 含 
有 所 有 六 种 颜色 . 


‘DOD On 


B 组 


1. 设 自 然 数 nn 有 下 面 的 性 质 , 从 1,2,…,n 中 任 取 51 个 不 同 的 数 , 这 51 个 数 中 必 有 两 个 数 之 和 等 于 
101, 这 样 的 nn 最 大 的 一 个 是 多 少 ? 

. (1985 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 某 足球 邀请 赛 有 十 六 个 城市 参加 ,每 市 派 甲 . 乙 两 个 队 ,根据 比赛 规则 
每 两 队 之 间 至 多 赛 一 场 ,并 且 同 一 城市 的 两 个 队 之 间 不 进行 比赛 . 比赛 若干 天 后 进行 统计 ,发 现 除 
A 市 的 甲 队 外 ,其 他 各 队 已 比赛 过 的 场次 各 不 相同 , 问 A 市 乙 队 已 赛 过 多 少 场 ? 请 证 明 你 的 结 
论 . 

. (第 18 届 美 国 奥林匹克 题 ) 某 地 区 网 球 俱乐部 的 20 名 成 员 举 行 14 场 单打 比赛 ,每 人 至 少 上 场 --- 
次 .求证 : 必 有 六 场 比赛 ,其 12 个 参赛 者 各 不 相同 . 

. 《1989 年 加 拿 大 奥林匹克 题 ) 有 五 只 猴子 和 5 个 梯子 . 每 个 梯子 的 顶端 各 放 一 根 香 蕉 ,梯子 之 间 有 
若干 绳子 相连 ,每 条 绳子 连接 两 个 梯子 的 两 级 , 任 一 梯子 的 一 级 上 至 多 只 系 一 条 绳子 . 开始 时 五 只 
猴子 分 别 位 于 不 同 的 梯子 底 端 ,它们 沿 梯子 卜 ,每 遇 到 绳子 都 沿 之 疏 到 另 一 端 然 后 继续 上 疏 . 求 
证 :无 论 有 和 多少 强 子 , 最 后 每 只 猴子 都 各 拿 到 一 根 和 理想 . 

.( 普 特 南 26 届 B- 2)n 个 参赛 者 pi ,Pp ，… ,ps 进行 循环 赛 (>1) ,每 个 参赛 者 同 其 他 n 一 1 个 参赛 
者 都 进行 一 局 比赛 . 假设 ,比赛 结果 没有 不 分 胜 负 的 平局 出 现 ,w, 和 1/, 分 别 表示 参赛 者 p, 胜 与 负 


的 局 数 . 求证: wf 一 交 . 
一 个 国际 社团 的 成 员 来 自 6 个 国家 ,共有 成 员 1978 人 ,用 1,2,3,…,1977,1978 编号 ,证 明 : 该 社 
团 至 少 有 一 个 成 员 的 号 数 与 他 的 两 个 同胞 的 号 数 之 和 相等 或 是 另 一 个 同胞 的 号 数 的 两 倍 . 
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.第 7 届 美 国 数学 奥林匹克 题 ) 九 位 数学 家 在 一 次 国际 会 议 上 相遇 ,他 们 之 中 的 任意 三 个 人 中 ,至 | 


. (1960 年 匈牙利 奥林匹克 题 ) 在 参观 团 的 任意 四 个 人 中 ,有 一 个 人 原先 见 过 其 他 三 人 . 证明: 在 任 | 
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第 二 篇 ”懂得 诸 子 “兵法 ” 
一 一 会 寻 善 析 儿 类 题 型 思路 


求解 一 个 问题 的 重要 成 绩 是 构造 出 一 个 解 题 计划 的 思路 ， 
波 利 亚 (Polya) 


解 题 的 成 功 要 靠 正 确 思 路 的 选择 ,要 靠 从 可 以 接近 它 的 方向 

去 攻击 堡 件 . 为 了 辨别 哪 一 条 思路 正确 , 哪 一 方向 可 接近 它 , 就 要 
试探 各 种 方向 和 各 种 思路 . 
| 一 一 疲 利 亚 (Polya) 


数学 范 宫 题 的 求解 ,要 求 思路 开拓 敏捷 . 如果 思路 狭 罕 ,只 想到 用 某 一 方面 的 知识 和 某 一 种 方 
法 来 解决 ,视野 局 限于 一 隅 ,无 形 中 给 自己 “ 画 地 为 牢 ” 这 样 ,在 求解 过 程 中 要 人 么 举 步 艰 难 , 要 人 么 步骤 
双 琐 如 人 出 重水 复 之 境 . 在 数学 竞赛 中 取得 较 好 成 绩 的 人 ,往往 思路 开 笠 .思维 灵活 ,头脑 中 有 更 多 
的 思路 和 方法 提取 ,展现 在 他 眼前 的 是 坦途 条 条 ,即使 暂时 受挫 ,也 会 马上 柳暗花明 , 别 有 洞 天 . 
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第 10 章 集合 问题 的 求解 思路 


【学 习 目 标 ) 

集合 是 数学 中 的 一 个 基本 概念 . 数学 竞赛 中 的 集合 问题 是 一 类 涉及 代数 .几何 ,数论 .组 合 等 知 
识 的 综合 性 题 类 . 集合 问题 常见 的 题 类 有 :关于 特殊 子 集 的 计算 和 论证 问题 .关于 集合 的 划分 与 覆盖 
问题 .关于 集合 运算 的 问题 等 ， 


【 解 题 钥 匙 】 
1. 抓 住 对 集合 概念 的 理解 


例 1 设 集合 4=(zlzEZ 且 z GZ), 则 A 的 元 素 个 数 为 ,所 有 元 素 的 和 为 

解 “ 分别 填 48,240. 理由 :因为 600 王 22。3 .5 ,所 以 600 的 正 约 数 有 (3 十 1)，(1 十 1)，(2 十 1)== 
24 个 . 从 而 ,集合 A 中 共有 24。2 一 48 个 元 素 . 

考虑 600 的 相反 约 数 所 对 应 的 A 中 元 素 之 和 为 10, 故 A 中 元 素 之 和 为 24，10 王 240. 

例 2 (1995 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 设 M=- (1,2,…-,1995}, 人 是 M 的 子 集 且 满足 条 件 : 当 xzE 
A 时 ,15x 儿 A. 则 A 中 元 率 的 个 数 最 多 蚌 . 

解 ” 由 题 设 知 ,k 与 15& 这 两 个 数 中 至 少 有 一 个 不 属于 A. 

由 于 [二] 一 133, 所 以 ,k 一 134,135,…,1995 时 ,15& 一 定 不 属于 A. 


同 理 ,[- 汪 ] 一 8, 当 k= 二 9,10,…,133 时 ,与 15k 不 能 同时 属于 A ,此 时 至 少 有 133 一 8 二 125 个 
数 不 属 于 4, 于 是 ， 

Al 志 1995 一 125 一 1870. 

又 可 取 A==11,2,…,8)U 山 {134,135,…,1995} ,所 以 ,|A| 的 最 大 值 为 1870. 

例 3 (2003 年 北京 市 竞赛 题 )a 为 非 零 实数 ,x 为 实数 . 记 命题 M;x€ (一 wa) , 记 命 题 N: 
Vz 二 a 有 解 . 则 M 是 NN 的 ( ). 


A. 充分 非 必 要 条 件 B. 必要 非 充 分 条 件 
C. 充分 且 必 要 条 件 D. 既 非 充分 又 非 必要 条 件 


以 ,M 不 是 NN 的 充分 条 件 . 
车 及 真 ,vz 一 a, 显 然 应 有 a 为 非 负 数 .但 uc 不 为 0, 所 以 a 为 正 数 . 于 是 ,z=aE {一 asa), 故 MM 
真 . 因此 ,M 是 NN 的 必要 条 件 . 
综 上 分 析 ,IM 是 N 的 必要 非 充 分 条 件 . 
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例 4 (1994 年 江苏 省 竞赛 题 ) 已 知 对 任意 实数 zx, 函数 f(x) 都 有 定义 ,是 ff (7T) S27 13). 如 


朱 A 一 {a| Fa)>a ) 关 岂 , 求 证 :A 是 无 限 集 . 


解 在 产 (z) 委 2 也 7 扰 广 ) 中 , 令 x 二 0, 可 得 P(0) 委 0,. 所 以 , F(0) 一 0,0EA. 
于 是 上 必 有 一 个 实数 a(a 尖 0) ,使 seEA, 即 fa) 盖 必 , 由 已 知 
f( 和 4) 之 红 > 直 17> (0) 
故 EA. 
| A (人 _ 
同 理 , 才 2 5 均 是 A 的 元 素 . 
所 以 ,A 是 无 限 集 . 


2. 正确 运用 集合 的 子 、 交 、 并 、 补 、 差 的 运算 法 则 
例 5 (1989 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 集 合 M 二 {4u|u= 二 12m 十 8n 十 4l; 其 中 ,nn,1EZD), N= 二 人 ulu== 


20p 十 16g 十 12r, 其 中 p,q,rEZ} ,MN 的 关系 是 ( ) 
A. M= N B. MOOGEN, NEM 
C. MCN D. MON 


解 ” 选 A. 理由 :对 N 中 任 一 元 素 u, 有 ww 二 20p 十 16g 十 12r 二 12r 十 8，。， (29g) 十 4。(5p)EM, 从 而 


NCM. 另 一 方面 ,对 M 中 任 一 元 素 u, 有 du 二 12m 十 8n 十 和 4 二 20n 十 161 十 12Cm 一 n 一 1)EN, 从 而 MC- 
N, 故 M=N. 


例 6 (1998 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 奉 非 空 集合 A={z|2a 十 1 委 z 委 3 一 5) ,B= {x|3 志 zx 志 


Re 的 集合 是 ( ). 


{a| < 委 c< 和 09) B. (zc|6<c< 委 0) 
人 | 9)} D. 霹 
解 选 B. 理 由 ， 由 ACCAMB)， 可 知 ACB, 如 图 1 10- 1 所 示 . 
从 而 ， . 
24 十 1 之 3， AAAN 
{52 3 2a+l 3a-5 22 YX 
(34a—5>24a+1 z | ”图 1071 


一 6 和 < 和 9, 即 cE (ta|6 和 过 < 和 09). 
例 7 (1984 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 判 断 下 面 命题 是 否 正 确 ， : 
设 A、B 是 坐标 平面 上 的 两 个 点 集 ， 
C={(r,y)|x 二 +y Sr), 
若 对 任何 r 宇 0, 都 有 CUASC,UB, 则 必 有 ACSB. 
解 ” 这 个 命题 不 正确 . 我 们 可 以 举 出 下 面 的 反例 : 
到 A={(x,y)IrER,yER), 
B={(x,y)|XER,yER,H x 二 yA0}. 
显然 C, UA 二 A. 由 于 (0,0)ECG, 故 C,UB=A. 
于 是 CUA=CUB, 即 CUACCUB. 
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但 由 (0,0)€EA,(0,0)gB 知 A 和 FB. 

例 8 设 函 数 f(z)= 二 x 十 ar 十 bl(a,bER), 集 合 M={xizxz= f(x),TER},N={rx|x= 
f(f(7X))} ,XER. 

(1 证 明 :M 门 NAMi; 

(2) 铬 M11,3}, 求 MUN. 

解 (1) 要 证 明 MIN=M, 只 须 证 明 MECN , 即 证 M 中 的 每 一 个 元 素 均 在 NN 中 .事实 上 ， 

设 任意 的 zx, EM, 则 xo = 二 了 (xo). 又 因为 

fi(f(x0)) = f(xo) = xo, 
故 xoEN, 所 以 MECN, 从 而 MN 站 N=M. 

(2) 当 M={ 一 1,3} 时 , 嗓 方 程 z=x? 十 ax 十 5 有 两 个 根 一 1,3, 于 是 不 难 求 得 4 二 一 1,6 一 一 3 

此 时 ,集合 NN 就 是 方程 

(一 X 一 3 六 一 (Xx 一 Xx 一 3) 一 3 二 x 的 解 集 . 

将 上 述 方程 化 为 

(Xx’—Xx—3)’—x =0, 

即 (x 一 Xx 一 3 一 X)(x 一 X 一 3 十 7X) 二 0， 

从 有 而 广 一 27 一 3 二 0 或 x 一 3 二 0， 

解 之 ,得 Xl 一 —1,zx =3,7r—V/3 ,r=—V3. 

故 N={ 一 1,3W3, 一 3} ,MUN=N={ 一 1,3W3, 一 V3}. 


3. 注意 特殊 子 集 的 存在 .计算 及 构造 
例 9 〈1996 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 集 合 {zj 一 1 委 1og+ 10 一 一 也 EN+ 的 真子 集 的 个 数 是 


性 潍 五 于。 六 淇 应 涝 入 太 纺 0 


Cr 


一 {z| 一 1] 委 一 log 0 一 一 椰 ,TEN+) 


一 (Zil 和 lgz<2,zEN+) 
={zx|10<x<100,7E N+ ). | 
对 一 个 集合 ,如 果 该 集合 有 7 个 元 素 , 则 其 子 集 个 数 为 十 GG 十 … 十 GQ 二 2Z' ,真子 集 个 数 为 
2 一 1, 从 而 ,集合 A 中 有 90 个 元 素 , 有 2” 一 1 个 真子 集 . 
例 10 (1996 年 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ) 已 知 集合 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. 求 该 集合 具有 下 列 
性 质 的 子 集 个 数 : 每 个 子 集 至 少 含有 2 个 元 素 , 且 每 个 子 集中 任意 两 个 元 素 之 差 的 绝对 值 大 于 1. 
解 ” 设 a, 为 集合 {1,2,…,n) 的 具有 题 设 性 质 的 子 集 个 数 , 则 (1,2,…,&,k 十 1,k& 十 2} 的 具有 题 设 
性 质 的 子 集 可 分 为 两 类 :第 一 类 子 集中 不 含有 上 & 十 2, 这 类 子 集 有 ai+ti 个 ;第 二 类 子 集中 含有 上 十 2, 这 
类 子 集 或 为 {1,2,…,&} 的 相应 子 集 与 人 & 十 2} 的 并 ,或 为 {1,2,…,k} 的 单元 子 集 与 {8 十 2} 的 并 ,共有 
心 十 有 个 . 
于 是 ,ak 一 akt+1 十 ak 十 k. 
显然 ,as 一 1,a4 一 23， 
从 而 ,as 二 7 ,ag 二 14,a’ 二 26， 


A 


xi8 一 40,co 一 9,alio 一 133. 

例 11 (1973 年 美国 纽约 竞赛 题 ) 设 有 限 集合 MCR,B 是 M 的 一 个 子 集 . 如 果 集 合 M 中 每 个 数 
都 可 惟一 地 表示 为 集合 B 中 数 的 整数 次 睾 的 乘积 , 则 B 称 为 M 的 基 . 试问 ,任何 有 限 的 正 数 集合 都 
具有 基 , 对 否 ? 

解 ”我 们 将 证 明 :有 限 的 正 整数 集合 MCM 天 41) 其 有 基 B. 

设 S 是 正 数 集合 M 的 子 集 . 如 果 M 中 每 个 数 都 可 以 表示 为 

Of a agp yA A On EE Ss tn Eh. 

则 S 称 为 M 的 上 基 . 例如 集合 WM 日 身 即 是 M 的 上 基 . 

在 M 的 所 有 上 基 中 , 取 所 含 元 素 最 少 的 集合 S% 王 18 , 凡 ，… 有 (因为 M 是 有 限 集合 ,所 以 > 
存在 ). 可 以 证 明 , 如 果 n 之 2, 则 So 即 是 M 的 基 . 事实 上 , 设 某 个 wxE M 可 表示 为 Se 中 元 素 的 两 种 不 
同形 式 的 整数 次 知之 乘积 

u= Bi [2 “Bi = 应 : 

所 ki=i ; 则 ki ,Rk2 ,Rk 不 全 为 0, 且 

Bh Ba 的 一 1 

不 妨 设 六 和 0, 则 记 产 =B 一 1)2, 一 1 并 取 3 一 (mm 关于 是 集合 so 中 每 个 
元 素 都 可 以 表示 为 S) 中 元 素 的 整数 次 宕 之 乘积 ,这 只 要 取 有 一 由， 一 1,27 一 1 县 记 一 记 天 
…, 包 -1 便 可 .因此 集合 S; 是 M 的 上 基 , 且 只 含 # 一 1 个 元 素 ,与 5, 的 选取 矛盾 . 因此 So 是 M 的 基 . 

其 次 当 n==1 时,M 有 上 基 S。=={ 户 .如果 B 关 1, 则 因为 当 i 隆 ; 时 不 可 能 有 PB' 关 户 , 所 以 So。 丰 MM 
的 基 . 如 果 B=1, 则 So =11) ,于 是 M=={1}, 这 时 没有 符合 题 意 的 基 . 

例 12 (1988 年 上 海 市 数学 竞赛 试题 ) 对 集合 S={(al ,az，…,as)1ai 一 0 或 1,i 二 1,2,…,5) 中 
的 任意 两 个 元 素 A=(ai ya as) 和 B= (b1 ,bs ,*** ,b;) ,定义 它们 之 间 的 距离 为 : 

d(4A,B) 王 |ai 一生 | 十 laz 一 刀 | 十 … 十 |a; —b; |， 

取 S 的 一 个 子 集 T, 使 工 中 任意 两 个 元 素 之 间 的 距离 都 大 于 2. 子 集 工 最 多 含有 多 少 个 元 素 ? 证 明 
你 的 结论 . 

解 中 最 多 能 有 4 个 元 素 . 

如 果 有 一 个 5 个 元 素 以 上 的 子 集 也 符合 题 设 条 件 , 因 为 每 个 元 素 的 每 一 位 数码 只 能 取 0 或 1 两 
个 不 同 的 值 , 所 以 这 五 个 元 素 中 至 少 有 3 个 的 第 一 位 数码 相同 ,不 妨 设 A,B,C 三 个 元 素 的 第 一 位 数 
码 相 同 ， 

同样 ,在 A,B,C 三 个 元 素 中 ,第 二 、 第 三 .第 四 、 第 五 4 个 数码 中 ,每 一 位 都 至 少 有 两 个 元 素 的 对 
应 数码 相同 , 但 A,B,C 三 元 素 两 两 分 组 只 有 C3 = 二 3 组 , 故 至 少 有 两 个 元 素 , 它 们 除 第 一 个 数码 相同 
外 ,至 少 还 有 两 位 数码 相同 . 不 妨 设 为 A 与 B, 则 A 与 B 的 距离 不 大 于 2, 与 假设 矛盾 . 故 符合 题 设 条 


娃 注 括 陨 。 冯 洪 应 滥 凤 亢 移 0 


件 的 子 集 工 的 元 素 不 多 于 4 个 . 
再 令 T=((1,11,1,1),(0,0,0,1,1),(1,1,0,0,0),(0,0,1,0,0)}, 则 不 难 验证 工 中 任何 两 个 
元 素 的 距离 都 大 于 2. 


综 上 知 | Tw | 二 4. 
4. 重视 对 应 原理 的 运用 


对 应 原理 设 A 和 8B 都 是 有 限 集 , f 为 从 A 到 B 的 一 个 映射 ,用 |X| 表 示 集 合 X 的 元 素 的 个 
数 . 
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(1) 厂 f 为 单身 , 则 |Al 志 |B|; 

(2) 右 了 为 满 射 , 则 jA|1 关 1Bh 

(3) 和 在 /为 双 射 (一 一 映射 ), 则 1A|=|B|; 

(3) 右 f 为 倍数 是 m 的 倍数 映射 , 则 |A|==m|B|. 

例 13 给 定 一 个 正 整 数 n, 有 多 少 个 满足 条 件 

Oa 人 dn 
的 四 元 有 厅 整 数组 (apycyc)? 

解 ” 作 上 映射 F:(a:pcyci)- 一 (asp 1,c 十 2,d 十 3). 

于 是 f 是 从 集合 A 二 {(a,bc,d) [10 扩 a 寺 bd 到 B= 二 {(ab ce ,qd ) |0Ra<b < <d 
n 十 3) 的 一 个 映射. 

容易 验证 ,这 个 轴 射 f 是 一 一 对 应 的 ,所 以 1A|=1B1. 

由 于 |B| 就 是 集合 10,1,2,…,n 十 3} 的 四 元 子 集 的 个 数 , 即 CH ,从 而 |A| 一 CH 

例 14 (1992 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 设 集合 S, 二 {1,2,…,n}. 若 义 是 S, 的 子 集 ,把 XX 中 所 有 
数 之 和 称 为 X 的 “容量 ”( 规 定 空 集 的 容量 为 0). 若 和 的 容量 为 奇 ( 偶 ) 数 , 则 称 X 为 S, 的 奇 ( 偶 ) 子 
集 .求证 :S, 的 奇 子 集 与 偶 子 集 个 数 相等 . 

证 明 如 能 建立 起 S; 的 奇 子 集 与 偶 子 集 之 间 的 一 一 对 应 关系 , 则 说 明 二 者 个 数 相 等 . 

于 是 ,对 于 S; 的 任 一 个 偶 子 集 B, 令 
BU{1},1¥ BH 时 ， 
B\{1},1€EB 时 . 

从 而 ,A 为 S, 的 奇 子 集 . 

反之 ,对 S$, 的 任 一 个 奇 子 集 A , 取 

,AU{1},1gA 时 ， 
(A\{1},1€EA 时 . 

则 得 S, 的 任 一 个 侦 子 集 B. 

这 说 明 在 S, 的 奇 子 集 与 偶 子 集 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 关系 ,因此 ,S, 的 奇 子 集 与 偶 子 集 个 数 
相等 . 

5. 注意 集合 的 划分 与 覆盖 性 质 的 运用 

设 集合 Al ,Az,…,A, 是 集合 A 的 一 族 非 空 子 集 , 且 满足 

(1) 对 i; 过 三 n, 均 有 A; 门 Aj;= 二 2 ; 

(2)A=A UA,U'…UA,. 
则 称 A ,A;,… ,A, 为 集合 A 的 一 个 划分 . 

如 果 4A ,A: ,… ,A 仅 满 足 条 件 (2), 则 称 Al ,A;,…,A, 为 集合 A 的 一 个 覆盖 . 

例 15 (第 29 届 IMO 预选 题 ) 设 & 为 正 整数 ,AM 是 2 电 十 与 2 十 3k 之 间 ( 包 括 这 两 个 数 在 
内 ) 的 所 有 整数 所 组 成 的 集 , 能 否 将 A 分 拆 为 两 个 子 集 4 ,有 ,使 得 
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解 ” 先 从 特殊 情况 入 手 . 
k=1H 有 时 ,Mi 二 {3,4,5), 而 3 十 4: 二 57. 
k=2 HT,M,={10,11,12,13,14), 测 
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10 二 11 十 12* 二 13* 十 14* = 二 365. 
于 是 ,从 & 的 这 两 个 特殊 值 的 情况 诱发 我 们 猜想 Mi 中 前 十 1 个 数 的 平方 和 与 后 个 数 的 平方 和 相 
等 ,这 个 猜想 是 正确 的 . 事实 上 
(2 相 十 2 十 1 十 (2 十 2k 十 2 十 … 十 (2 居 十 3k)? 一 (2 十)? 一 (2 好 十 k 二 1)? 一 … 一 (2 十 2k)? 
二 (C2 二 2k 十 1 十 让 ?一 (2 姑 十 二 让?} 一 (2 十 2k)? 


=(k+ DD (E+3k+2j+ 1) — (2 +2k)’ 

一 (二 11(4 妇 十 3 十 尼 ) 一 (2k? 十 2k)? 

一 4k?(k 十 1)? 一 (2 如 十 28)? 二 0, 得 证 . 

例 16 (1978 年 罗马 尼 亚 竞赛 题 ) 集 合 X 划 分 为 两 两 不 交 的 子 集 A1,A;，…,A,, 叉 划分 为 两 两 
不 交 的 子 集 Bi , B;,…,B,. 已 知 任意 两 个 不 交 的 子 集 4, 与 Bi 的 并 集 A; UB; 至 少 含有 7 个 元 素 ， 


1<i,j<<n, 证 明 :集合 XX 的 元 素 个 数 至 少 为 元 . 它 能 否 等 于 他? 


证 明 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 集合 A1 ,A: ,… ,A, ,Bi, Bs,…,B, 中 元 素 个 数 最 少 的 集合 为 A ,Ai 
含有 点 个 元 素 , 由 于 Bi ,B, ,…，,B, 两 两 不 交 , 因 此 B;,B;,…,B 中 使 Al 门 B; 关 儿 的 集合 至 多 有 上 
个 . 不妨 设 集合 Bi ,Bi,…,B, 满足 Ai 门 Bj; 关 多 ,其 中 mx 二. 集合 Bi ,B:,…,B 都 至 少 售 有 上 个 元 
素 ,因此 它们 的 并 至 少 含 有 mk 个 元 素 。 

因为 当 j==m 十 1,… 时 ,A 门 Bj; 二 名 ,Ai1UB, 至 少 含 n 个 元 素 , 所 以 集合 Bj; (二 mm 十 1 ,…,n) 
都 至 少 含有 n 一 & 个 元 素 . 因此 整个 集合 祥 ==BiU BU…UB, 中 至 少 有 !=mrk 十 (n 一 k(n 一 mm) 个 元 
素 . 


如 果 j 之 号, 则 集合 A1 ,As,…,A, 中 每 一 个 都 至 少 含有 号 个 元 素 ,而 X=A,U4:U…UA4 中 | 
所 有 元 素 个 数 至 少 为 n。 刀 一世 


如 果 k< , 则 由 mm 上 得 到 
[=nn—k—m(n—2k)>n(n—k)—k(n—2k) 

2 

Dr 1 2 1 2 

一 20-7 ) +2(”5 k) 之 了. 


下 面 再 给 出 集合 X 恰 含 肪 个 元 素 的 例子 . 设 为 偶数 , 且 X 二 Al UA: U…UA, 是 把 集合 X 


划分 为 ”个 两 两 不 交 的 子 集 A ,As,… ,A ,并 且 每 个 子 集 A 恰 含 万 个 元 素 . 令 Bi 二 A ,Bi 一 As，…， 


B, 一 A, 则 题 中 所 有 条 件 者 满足. 
例 17 (2001 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 题 ) 我 们 称 A; , As ,…,A， 为 集合 A 的 一 个 nn 划分 ,如 
果 : z 
(DAiUA;:U…UA,=A:; 
(DANA, GL ,1<iIn. 
求 最 小 正 整数 m, 使 得 对 A={]1,2,"** , 77 } 的 任意 一 个 14 划分 Al , A， ,A ,一 定 存在 某 个 集合 A 


(过 过 14), 在 A; 中 有 两 个 元 素 a 6。 满足 p<a<Ab 
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解 中 者 mm 过 56, 令 Aj 一 {ala 二 i(mod14),aEA}, 则 Y6<aE Ah;(i= 二 1,2,…,14), 均 有 56 写 a> 
p, 且 aa 一 514. 故 bc 一 14 一 42. 
a_,1,a—b 
于 是 , 姑 一 ++ 
故 正 整数 mm 之 56， 
(i) 若 六 一 56, 则 对 AAA 的 任意 分 划 A ,4 ，…,A4 数 42,43，…w,56 中 , 必 有 两 个 数 属于 同一 个 


Ai, 它 们 满足 <ce< 全 4 


综 上 所 述 , 所 求 m 的 最 小 正 整 数值 为 56. 

例 18 (2003 年 IMO 中 国 国家 队 选 拔 赛 题 ) 设 A={1,2,…,2002),M 二 {1001,2003,3005). 对 
A 的 任 一 非 空子 集 B, 当 B 中 任意 两 数 之 和 不 属于 M 时 , 称 B 为 M 一 自由 集 . 如 果 4=Ai UA: ,4 
UA; 二 名 ,是 A A; 均 为 M 一 自由 集 , 那 么 , 称 有 序 对 (4 ,As) 为 A 的 一 个 M 一 划分 . 试 求 A 的 所 有 
M 一 划分 的 个 数 . 

解 对 za nmEA, 若 证 2 一 1001 或 2003 或 3005, 则 称 滩 与 n“ 有 关 ”， 

易 知 与 1 有 关 的 数 仅 有 1000 和 2002 ,与 1000 和 2002 有 关 的 都 是 1 和 1003, 与 1003 有 关 的 为 
1000 和 2002. 

所 以 ,1,1003,1000,2002 必须 划分 为 两 组 

{1,1003}, {1000,2002}. 

同 理 可 划分 其 他 各 组 

{2,1004} , {999,2001}; 

{3,1005}, {998,2000}; 

{500,1502}, {501,1503}; 

{1001}, {1002}. 
这 样 4 中 的 2002 个 数 被 划分 成 501 对 , 共 1002 组 ， 

由 于 任意 数 与 且 只 与 对 应 的 男 一 组 有 关 , 所 以 ,车 一 对 中 一 组 在 Ai 中 , 另 一 组 必 在 A 中 . 反之 
亦 然 , 且 Ai 与 A; 中 不 再 有 有 关 的 数 . 故 A 的 M 一 划分 的 个 数 为 2 ， 
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【 解 题 尝 试 】 
A 组 
1].〈2002 年 安徽 省 竞赛 题 ) 已 知 集合 P= 二 {zl 二 1} 和 QQ 二 {zimz 二 1). 若 QCP, 则 实数 mx 可 取 值 的 
个 数 为 ( ). 
A.0 Bb. 1 C.2 D. 3 


2. (2003 年 安徽 省 竞赛 题 ) 定 义 :A 一 B= 一 {x|xEA 月 x&&B}. 若 MM={x|1 志 x 所 2002,XEN,},N= 
{y|2 达 y 志 2003,yE N+ ), 则 N 一 M 等 于 ( ). 
A.M B.N C. {1)} D. {2003)} 

3. (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 a 为 给 定 的 实数 . 那么 ,集合 


帐 交 和 本。 泽 漆 认 浊 入 部 流 C 


5 A 


M= {rjx:—37r—a 二 2 二 0,xER) 
的 子 集 的 个 数 为 ( 。” ). 
A. ] B. 2 CC. 4 D. 不 确定 
4. 《2002 年 湖南 省 竞赛 题 ) 满 足 条 件 {1,2,3) 忆 XC{1,2,3,4,5,6}) 的 集合 六 的 个 数 为 . 
5. (1990 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 点 集 {C(x,y) 1lg( 十 亏 六 十 二 ) 二 lgz 十 lgy} 中 元 素 的 个 数 为 
( )，, 
A.0 B. 1] CC,2 D, 多 于 2 
6. 设 5S 为 满足 下 列 条 件 的 有 理 数 集合 : 
(1) 才 4aE€S,bES, 则 a-tbES,abES; 
(2) 对 任 一 有 理 数 +, 三 个 关系 :rE S, 一 rE 5,r 二 0 有 且 仪 有 一 个 成 立 . 
证 明 :S 是 由 全 体 正 有 理 数组 成 的 集合 . 
. 以 菜 些 整数 为 元 素 的 集合 M 具有 下 述 性 质 : 
(1)M 中 的 元 素 有 正 数 , 有 负数 ; 
(2)M 中 的 元 素 有 奇数 ,有 偶数 ; 
(3)—1¢M,; 
(4) 浴 X,yEM, 则 xz 十 yEM. 
试 判断 实数 0 和 2 与 集合 M 的 关系 . 
8. (1991 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 设 集合 M 二 {41,2,…,1000}), 现 对 M 的 任 一 非 空 子 集 X, 令 ar 表示 
X 中 最 大 数 与 最 小 数 之 和 . 那么 ,所 有 这 样 的 心 的 算术 平均 值 为 


9. 已 知 集 合 M= fryzryvlgry AN= (10 zy 并且 MN, 那么 (7 十 记 ) 十 (下 十 这) 十 ( 开 十 


广 ) 十 … 十 Craw 十 -1) 的 值 等 于 
了 


10. 对 于 点 集 A= 1Czy)ly= 一 一 37z 二 27rEN BEB=(Cz yy 一 (一 zx 十 1),，rEN) 试 证 明 : 存 
在 惟一 的 非 零 整数 ,使 A[1B 半 2. 


~ 


BB 组 


ht 


. (1997 年 上 海 市 高 中 数学 竞赛 题 ) 设 S=={1,2,3,4}) ,n 项 数列 cl ,az ,ay 有 以 下 性 质 : 对 于 S 的 
任何 一 个 非 空 子 集 B ,在 该 数列 中 有 相 邻 的 | BI 项 恰好 组 成 集合 B. 求 n 的 最 小 值 . 

2. (1994 年 四 川 省 高 中 数学 竞赛 题 ) 已 知 集合 M={1,2,、…,k} ,对 ACM, 将 A 中 所 有 元 素 的 和 记 为 
S(A). 若 可 将 M 分 为 互 不 相交 的 两 个 子 集 A、B, 且 AUB=M,S(A)=2S(B). 求 上 的 所 有 值 . 

. (第 43 届 美 国 中 学 数学 竞赛 题 ) 设 S 为 集合 (1,2,…,50} 具 有 下 列 性 质 的 子 集 :S 中 任意 两 个 不 同 
元 素 之 和 不 能 被 7 整除 . 那么 ,S 中 元 素 最 多 可 能 有 多 少 个 ? 

. 《1994 年 河北 省 高 中 数学 竞赛 题 ) 设 集合 A= (11,2,…,366). 如 果 A 的 一 个 二 元 子 集 B= {a,6b} 满 
足 171(a 十 拉 , 则 称 B 具 有 性 质 PP. 
(1) 求 4 的 具有 性 质 书 的 二 元 子 集 的 个 数 ; 
(2)A 的 一 组 二 元 子 集 , 两 两 不 相交 且 具 有 性 质 P, 这 组 二 元 子 集 的 个 数 是 多 少 ? 

. (2002 年 保加利亚 冬季 数学 竞赛 题 ) 设 A 是 集合 和 ,2,3,…,16}) 的 一 个 上 元 子 集 , 且 A 的 任意 两 个 
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子 集 的 元 素 之 和 互 不 相等 . 而 对 于 集合 {(1,2,3,…,16} 的 包含 集合 A 的 任意 & 十 1 元 子 集 B, 则 存 
在 B 的 两 个 子 集 , 它 们 的 元 取 之 和 相等 . : 

(1) 证 明 ;k<5; 

(2) 求 集合 A 的 元 素 之 和 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


. (1988 年 IMO 国家 集训 队 选 拔 赛 题 ) 设 EN 大 于 3, 且 具有 下 列 性 质 : 把 集合 5, = 二 11,2,…,n}) 任 


意 分 为 两 组 ,总 有 某 个 组 , 它 含有 三 个 数 a,b,c( 人 允许 4 二 站) ,使 得 a6 二 c. 求 这 种 n 的 最 小 值 . 


. 设 S 是 数 集合 11,2,3,……,1989} 的 一 个 子 集 , 且 S 中 任意 两 个 数 的 差 不 等 于 4 或 7, 问 S 最 多 可 以 


包含 多 少 个 数 ? 


. (1990 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 X 是 一 个 有 限 集 合 , 法 则 f 使 得 XX 的 每 一 个 偶 子 集 E( 偶 数 个 


元 素 组 成 的 子 集 ) 都 对 应 一 个 实数 f(E) , 且 满 足 条 件 : 

中 存在 一 个 偶 子 集 DD, 使 得 FD)>>1990; 

@ 对 于 X 的 任意 两 个 不 相交 的 偶 子 集 4A,B, 有 (AUB)=AA) 二 HAB) 一 1990. 
求证 ;存在 XX 的 子 集 P 和 QQ, 满足 : 

(DPNMQ= GO ,PUQ=X:; 

(让 对 了 的 任何 非 空 偶 子 集 S 有 f(S) 之 1990; 

(ii 对 Q 的 任何 偶 子 集 了 有 f(T) 和 1990. 


. (第 31 届 IMO 预选 题 ) 设 "是 任意 一 个 自然 数 , 若 将 全 体 自 然 数 所 成 的 集 N 分 拆 成 个 两 两 不 相 


区 的 子 集 Al , 及: ,1 A, : N= Al UA U 机 UA,, 则 在 这 些 子 集中 必 存 在 某 个 子 集 A, 具有 人 性质 
( 关 ) ,存在 met N ,使 得 对 任何 正 整 数 ,都 能 找到 Hid2 9""" ok E A, 满足 1] < Qi+1 人 和 7 ,7 一 上 
2 一 上]， 
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第 11 章 ”等 式 问 题 的 求解 思 


【学 习 目 标 】 

数学 竞赛 中 的 等 式 问 题 既 包括 恒等式 ,又 包括 条 件 等 式 ; 既 包括 条 件 中 含有 等 式 和 结论 中 含 等 
式 的 情况 ,又 包括 各 学 科 知 识 方面 的 等 式 情 形 . 

等 式 问题 的 求解 , 既 要 运用 各 学 科 知 识 推演 ,又 要 善于 运用 一 些 处 理 策略 . 若 要 使 求解 思路 快捷 
地 展现 在 你 面前 ,还 要 关注 如 下 一 些 方面 的 思路 规律 . 
【 解 题 钥匙 】 

1. 适当 变形 或 构造 

例 1 (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 存 在 整数 7, 使 Vp 十 n 十 Yn 是 整数 的 质数 pp( ). 


A. 不 存在 B. 只 有 一 个 
C. 多 于 一 个 ,但 为 有 限 个 D. 有 无 穷 多 个 


解 ” 选 DD 理由 : 设 p 为 任意 奇 质数 , 且 p= 二 2 十 1. 于 是 mn 二 尼 , 便 有 Vp 十 n 十 Yn 二 V 2 十 1 十 必 十 
Vk 尼 二 2k 十 1. 所 以 ,每 个 奇 质 数 都 具有 题 设 性 质 . 


例 2 (1974 年 第 6 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 如 果 x 二 (1 十 一 》”， y 一 (1 十 六 | )w+1 ,证 明 ， y= 


证 明 一 [GT 二 7 人 一 [G 十 二 人] 和 一 [十 于) 一 7y 
所 以 ”六 一 心 ， 
例 3 (1992 年 第 21 届 美 国 数学 奥 林 匹 殉 题 ) 证 明 ， 


coOSs1l 
sin2 1™ 

证 明 为 了 书写 方便 ,我 们 约定 下 面 各 三 角 函 数 中 的 角 都 以 度 为 单位 , 即 sinl 是 sinl ,sin(Cz 十 
1) 是 指 sin(x 十 1) .于 是 


厦 式 右边 二 cosl _cotl tan89 


sin:1 sinl sinl 


十 5 十 … 十 


1 _. 
cos0 ET cosl” oy coOsS88"cos89” 


z sinl _ sin(X 十 1)cosx 一 cos(Xx 十 1)sinx 加 
内 coszcos(CZ 十 1) coszxcos( 广 十 1) 一 tan(z 1) tanz, 
88 88 
故 sinl 。 2 rcostr tel) 一 2 tan(X 二 1)—tanr)=tan89 — tan0=tang9. 


和 | 和 
站 人 由 - 和 

1 i ， me , - 四 

: Ee 可 四 
， a: 于 

1 I mlu 1 2 
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解 题 金 名 是 系 列 


所 以 , 原 式 左边 一 一 一 一 tan89 一 右边 


SEOSCGT 1) Sinl 
例 4 (1990 人 (n 宇 4 个 正 数 排列 4 行 n 列 ; 
Ul CI2 Wl3 CI “" ln 
U2] dd22 HW23 U2 0 Uans 
U3l U32 W333 UM 0 Wan? 


al dU42 U143 他 4 ”dns 


其 中 每 一 行 的 数 成 等 差 数 列 , 每 一 列 的 数 成 等 比 数列 ,并 且 所 有 公 比 相等 . 已 知 
3 


] 
C24 一 上 Q42 8 9 13 6 9 


求 Qi 十 a2， 十 …… 十 Cn 的 值 . 
解 ” 由 于 每 行 数 都 成 等 差 数列 , 且 a 二 去 ,as 一 站 ,所 以 第 四 行 数 的 公差 为 二 


a 二 六 ,天 一 | ,2 3 4，……)7 


TAA DAE HAN NB eee A A 


(本 六 “jE 全 ,一 1， 2,3,4,: 
由 此 可 知 San = Sh(F), 
人 二 1 py z 


记 s— Pau , 则 | 


言 二 守 k( 坟 1 一 守 (k 一 1)( 广 )* 十 n( 坟 > )"" 1， 
5_ 3 1 7 i 1 1 7n _, nt2 
从 而 言 一 言 一 训 二 避让 一 二 可 一 六 一 1 
于 是 ;==2 一 5 


例 5 (加 拿 大 国家 集训 了 训练 题 ) 对 所 有 正 整 数 n, 证 明 : 
11 C2n—D! 一 21 C2n—2! 十 ,一 (020 一 2)1 21 +2n— D1! 1! = 


7 十 ] 
证 明 本 题 相 当 于 证 明 
1 1 1 1 3 


Ei PPT 


tm nt Gat 2nt1l' 故 ， 


因为 等 起 司 1 22 一 上 十 1 k+l 2z 十 2 1 


所 以 中 式 左边 为 
2n+1-, 1 1 、，1 ] 、， ,1 1 1 1 
on CG Gt (Ct (Gh! CE 


;同时 


)] 


媒 杰 -其 下。 尝 浴 座 浊 上 髓 汕 于 O 


”入 奥 可 经典 


_ 27 十 1， 1 1 
OD 2nt2 Gh, + CB 
解 1 
题 1 十 1- 
全 例 6 (1989 年 第 18 届 美 国 数学 奥林匹克 题 ) 对 每 个 正 整 数 n, 令 
县 S, 一 1 十 方 十 志士 十 一， 
系 nn 
列 T= 二 Si 十 Si 十 Ss 十 … 十 S,， 
。 上 1 了 工人 了 
高 一 万全 十 本 1 十 元 1 十 Tl: 
中 | 试 求 整数 0 二 a,b,c,d 二 1000000, 使 
数 ee 
学 1988 CN1989 b， 
Uvgg 一 Clo89 —d. 
并 证 明 你 的 结果 ， 
解 由 已 知 


了 = 十 十 号: 十 … 十 ， 
一 1 十 (1 十 广 ) 十 (1 十 二 十 去 ) 十 … 十 (1 十 村 十 去 十 … 十 工 ) 
2 2 3 2 3 ?7 


一 n 十 去 (一 十 寺 (n 一 2 十 … 十 志 [n 一 (n 一 1)] 


加 1 ll rl 1 ... 二 
一 201 十 方 十 言 十 … 十 六 ) [ (1 2 ) 十 (1 一 记 ) 十 "… 十 (1 盖 ) 


一 Te9, 一 [一 1 一 (49 一 1) 
一 (7 十 二 全 ,一 疙 
一 (7 十 1 一 (2 十 1)， 
故 一 一 (十 1)S 一 ?一 (十 1)S. 一 (2 十 1). 
令 ?一 1988, 则 得 
Jioss 一 198991sss 一 1989. 
因此 ,a 王 1989 ,5 一 1989， 


U, = 光一 工 二 完工 
又 n i 二]1 1 i-l 


i—2 i 


n 十 |] nn 二 -1 


=3S.—D=T, (nt 

一 (n 十 2)Ss41 一 Cn 十 1) 一 (n 十 1) 

一 (n 十 2)S,+1 一 2(n 十 1)， 
故 ”U, 二 (mn 十 2)S,y1 一 2(n 十 1). 
邻 nn 二 1988, 得 

Uiggg = 1990S19g9 一 3978， 

因此 ,c 二 1990,d 二 3978. 
例 7 (1998 年 IMO 中 国 国家 队 选 拔 赛 题 ) 上 自然数 之 3. 平 面 上 给 定 一 条 直线 ,在 /上 依次 及 
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办 套红 b> ci 


个 互 不 相同 的 点 三) PP» +""" ,PP,. 记 点 pi 到 其 余 7 一 | 个 点 的 距离 的 乘积 为 di; (7 一 | 2， i ,71). 平面 上 
还 有 一 点 Q@ 不 在 1 上 ,点 Q@ 到 点 P; 的 距离 记 为 c; (i 二 1,2,…,n). 求 以 下 和 式 的 值 . z 


S = Di 
MA ) a 


= if 
解 ” 不 妨 设 这 nn 个 点 在 实 轴 上 ,有 坐标 Pi (zi ,00 一 1;2 rz< < QQ 点 有 坐标 
(ca 六. 于 是 
(—1)" d= (xT (TOT TT (TiO ), 
C=(a—Zxi) 二 T+B: =e 二 2ax;+ 7?， 
S =3 +P —2arit x 


(x — I ) es ) (CX Ti+1 7 一 并 ) 


民 潍 了 吾 于 ， 六 漠 许 注入 订 牧 OO 


, d 
人 < rr 
3 1 LT I Tr rr i) 
其 中 k=0,1,2. 
设 部 分 分 式 
x A 
Ye re ee pp ， 


这 里 上 过 nn , Al ,和 A s"*" A, 为 常数. 
用 z 一 六 乘 式 鲜 两 疹 ,再 令 r= 二 Xj ,可 得 
be 


一 一 一 一 .+ a 
(ZX — Ti) (TO— X11) (x — Ti+1) "(XT; — x,) A (J 1 ,2 ， ,1) (由 
代入 加 ,得 T. 二 A 
7 a Aix 
(zx— XT) TT) rT rx 
令 xz 一 十 cc, 则 
1， R 十 1 一 7 时 ， 
上 式 右 端 -~ 立 A 
， 0， k<=~n——l1 时 ， 
所 以 ,和 A 二 二 nn 一 1 时 . 
代 人 外, 得 
1 ， 7 一- 时 ， 
I 一 一 ,J = 一 
上 \o, 1i>3 时 . 
代入 中 ,得 
] ,n= 二 3 时 ， 


3 一 (ac th To 2an +t T= 1 = 
2. 进行 代 换 | 
例 8 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 数 列 Uo sul sdor "sns""” ,满足 关系 式 (3 一 atl ) (6+a,)=18, 


0,n 记 3 时 . 


155 


人 和信“ 


且 a 一 3, 则 次 二 一 


解 填 忆 (2+? 一 n 一 3). 理由 ; 


设 妃 = 二 一 ,n= 二 0,]1,2,… 
由 题 设 得 3p+ 一 62, 一 1 王 0. 所 以 ， 
pl 2b) 


] 


故 数列 {6, 十 己 } 是 公 比 为 2 的 等 比 数列 


1 n 1 on 1 了 1 mn 十 】 


茎 洽 乓 副 。 色 漆 座 坦 应 渭 汶 O 


on 

即 护 一 十 (211 一 1). 
Lh = 1)= [1D)]= 计 (2 一 n 一 3)， 
例 9 (1976 年 波兰 数学 奥林匹克 题 ) 求 数字 a,5,c, 使 对 任何 自然 数 n 有 等 式 
aa*a bb bt1= ce ccec 十 1)2， 


人 


n 个 n 个 人 
解 设 pr 一 11…1l 1, 则 p, = , 习 十 1. 数 aa*…a ‘a bo": 的 及 (cc cc…C 十 1)2 可 以 用 pp， 
a a 
表示 为 : 
aa"a bbb=aaa* 10" 十 的 …0 一 4 加 * 10" 十 02 一 az 思 (9 户 十 1) 十 0 ， 
n 个 7 个 n 个 人 


(cc Ceetl) = (cp tl) 一 < p; 十 2cpr 十 1. 


因此 题 设 条 件 中 的 等 式 可 写成 
9 。 afi (Cat pl=e p+2cp; tl1, 

或 者 ”9ap, 十 (a 十 外 二 cp 十 2c. 路 
@ 式 对 任意 的 n 均 成 立 . 据 多 项 式 恒 等 的 充 要 条 件 得 知 
9a 一 Ca 十 0 一 2c. (2) 


由 9a=c: 知 31c, 所 以 c 可 取 0,3,6,9, 从 而 求 出 对 应 的 a,b 值 ,得 到 方程 组 公 的 下 列 解 : 

d=0,6=0,c=0;a=1,6=3,c=3; 

a=4,b=8,c=6;a=9,0=9,c=9. 

例 10 (1988 年 第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 设 一 一 一 人 一 一 = 怪 ， 
] ~  _ 


] 


1 


“十 地 
其 中 % 和 是 互 质 的 自然 数 ,而 等 式 左边 含有 1988 条 分 数 线 , 试 计算 rr 十 mn 一 rw 的 值 . 
解 ” 设 上 述 含有 & 条 分 数 线 的 繁 分 数 的 值 为 2 Cm ,m4 为 互 质 的 自然 数 ) , 则 
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解 题 金 钥 是 系 列 


Dit] |] ne 
Mk+1 nip ms -二 7 
1 十 一 
nN. 
> mil ] 
意 到 “一 一 一 ,701 一 1 ,7 一 1; 
注意 | 1 1? 1 9 ft] ' 
7712 ?1 ] 
一 一 全 712 一 ] ,ny 二 2; 
天 2 1 十 1 2 
m3 112 2 2 


713 ~ po ns 1 二 2 3， 
113 =—2 ,n= 3; 
,mm ne_ F 
所 以 nr 下 站 一 已 
其 中 Fi 是 裴 波 那 契 数列 的 第 & 项 , 即 人 二 1,F;==1,Fits 二 人 in 十 Fi(k 二 1,2,*…) 
于 是 十 mn 一 
= Figgg + F198s F1989 ~— 1989 
= Figgs 十 Flg88 (F1988 二 Fig87 ) 一 下 fs 一 198s 了 1987 — F1988 
一 一 [Fissr 二 Fig87 Fig8g — F198s |] : 
一 了 1986 十 F1986 Fi987 — F1987 


= 十 FF; 十 天 
一 ]2 十 1X2 一 2 
一 一 


SiIn3Z | Snoz | ... | Sin(Zn— 1)x 
31 5 2 
的 值 为 正 数 . 
解 令 f(z)=sinrT 3 
利用 2sinxsin(2k 一 1)x 二 cos(2k 一 2)x 一 cos2kx，, 得 


2f(x)sinz =1—cos2r + OS OF SOME COSDE | .,. | OOS OR OS 


2n—1 

二 1 一 (1 一 言 )eos2x 一 ( 广 一 十)cos4z 一 (二 一方)cos6z 一 一 ( 
cos(2n—2) 一 SS 

之 1 一 [( 一 言 ) 十 ( 雪 一 语 ) 十 … 十 (二 5 一 一 7) 十 元 一 J 


二 0, 
若 等 号 成 立 ; 则 有 cos2kx 二 1, 《二 1,2,…:,n) 但 因 0 过 x 过 re; 故 cos2x 关 1 
于 是 得 ”f(x)sinzx>0. 
又 因 sinz 盖 0， 


坚 
rt 加 


例 11 (1993 年 第 6 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 题 )z 满足 0 二 x 二 7, 证明: 对 于 所 有 的 自然 数 n， 


2n—3 2n—1 


怪 冰 拉 避 。 妆 商 座 间 取 商 汶 0 


本 罗拉 下。 包 洪 全 温 埃 讶 流 OO 


所 以 f(x)>0. 
例 12 (1990 年 第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 设 f(0) 二 了 (1)==0, 及 
Fu 十 2) 三 4*+2 Fo 十 1) 一 16"r1 fv) + v2 (v=0,1,2,..). 
求证 ; (1989), 了 (1990),f(1991) 均 能 被 13 整除 . 


解 令 /(v)=g(v)2" ,所 给 递 推 关系 就 变 为 
go 十 2) 一 25(02 十 1 十 go 一 vv16- 一， 
从 0 到 一 1 对 上 式 求 和 ,我 们 得 到 


gvt Dg =[1— (15v+1) + 167*] 
再 求 一 次 和 (从 0 到 一 1), 得 
g(U) =-55[15v— 32 十 (15v 十 2)16-! |， 


从 而 f(W = [15v+2+ (15v—32)16" 2 (v=0,1,2,). 


以 13 为 模 , 得 

15v 十 2 十 (15v 一 32)16"”! 圭 2vy 十 2 十 (2v 一 6)3! 寺 2(v 十 1 十 (vw 一 3)377!1)(mod13). 
由 于 

1990 志 1(mod13) ,3 三 1(modl3)， 
因此 ,对 于 v 王 1989 ,1990,1991 有 

三 0Cmodl13)， 


3. 引入 辅助 命题 
例 13 〈1968 年 第 10 届 国 际 数学 奥林匹克 题 ) 设 [zj 表示 不 超过 zx 的 最 大 整数 . 试 对 任意 正 整 


数 计算 忆 [2 二 ]. 
解 首先 证 明 :对 一 切实 数 z, 有 等 式 
[x 十 坟 ]=[2x] 一 [zx] OD 
事实 上 , 设 z 一 [zj 十 w, 则 0<a<1， 
于 是 [x 十 记 ]=[[z]+at 方 ]==[z] 十 [a 十 方 ]， 


[27]—[Lxj=[2Lr]+2aj—[Lzj+al=[xz]+L2ej—Lal. 
从 而 中 式 等 价 于 


[o 十 却 ] 一 [2 四 一 [四 ]， @ 
其 中 0<a<l1. 

当 0<a<< 少 时 ,此 式 左右 两 端 均 为 0, 而 当 少 <<a<1 时 ,此 式 左右 两 端 均 为 1. 因此 @ 式 成 立 , 从 
而 @ 式 也 成 立 . 

由 四 式 可 知 ,[ 对 于]=-[ 汪 [十 二]=[2 江 7] 一 [7]==[ 巡 一 [到 1 


158 


于 是 , 电 [2 直 全 ] 一 ([ 四 一 [ 生 ]) 十 [县 ] 一 [ 弗 ]) 十 … 


| OO 

因为 对 固定 的 自然 数 w, 当 “适当 大 之 后 ,就 有 xc<2,[ 呈 ] 一 0, 所 以 上 式 呈 [ 吐 全]=[ 四 -mw 是 生 

例 14 (1977 年 第 19 届 IMO 试题 ) 设 /(n) 是 定义 在 自然 数 集 上 的 函数 ,并 且 所 取得 的 函数 值 是 金 
也 在 自然 数 集中 . 试 证 ;如果 对 于 每 一 个 自然 数 ,f(n 十 1) 守 下 f(n)j ,那么 f(n)= 二 n 对 于 每 一 个 n 值 和 
都 成 立 . 系 
证 明 ”我 们 先 来 证 明 , 大 mx 之 n; 则 f(m) 宕 n. 列 
事实 上 ,n=1 时 ,对 于 任意 自然 数 mm, 都 有 fCm) 之 1, 故 结论 成 立 . 高 

设 n= 二 k 时 结论 成 立 , 即 车 m 宇 和 , 则 f(m) 之 kh 中 

当 n= 上 十 1 时 ,由 mm 之 n 得 mm 之 k 十 1, 从 而 m 一 1 之 根据 归纳 假设 ,得 f(m 一 1) 之 .再 根据 归纳 | 数 
假设 ,又 得 f(f(m 一 1)) 实 于 是 由 已 知 条 件 , 得 学 


fl) >f(f (mom 1)) 2k, 
故 ”f/f( 贡 ) 实 k 十 1, 邑 n==k 十 1 时 ,结论 也 成 立 . 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 ”结论 都 成 立 . 特别 地 , 取 mm 二 ,得 
f (mn) 
由 吧 得 (ff(n)) 之 f (nm)， 
由 已 知 f(x 十 D>f(f(n)),， 
由 名 ,得 f/f(n 十 1 之 (2). 
这 表明 函数 了 是 严格 递增 函数 ,因而 由 他 可 得 
n 二 1>f(n). 
由 内、 得 f(n) 寺 nn. 
例 15 (1978 年 第 20 届 国 际 数 学 奥林匹克 题 ) 全 体 正 整数 的 集合 可 以 分 成 两 个 互 不 相交 的 正 
整数 子 集 { f(1) ,fC2) ,fn) (18(1) 8(2) EC 
式 中 f(D 之 f2) 过 之 (nD) 过!'， 
gil)<CgGC)< < EC < 
且 有 gn 二 了 (ff(n)) 十 ln 之 1). 
求 :f(240). 
解 ” 我 们 先 来 证 明 以 下 三 个 等 式 : 
gn)= fn)i+n, 
ff 6n)) = fm)+n1, 
ff nD)= fn +n 1l. 
事实 上 ,假设 fa) 一, 则 g(n) 二 了 f(k) 十 1, 于 是 两 个 互 不 相交 的 集合 
{fC01) ,fC62), fC63) CR) 和 (gg(1) 8(2) 863) ,gCn)} 
中 包含 所 有 从 1 到 g(n) 的 自然 数 . 计算 一 下 这 两 个 集合 中 元 素 的 个 数 就 可 以 得 到 
p(n)=kn, 
即 gn)= fn. 
故 中式 成 立 . 
又 由 十 n= 二 gn) 二 了 f(k) 十 1 得 


@ OOO 


OOOO 


站 沪 姓 末 。 妾 漆 启 赣 序 请 芍 O 


站 
”e 


、. 尖 
A 解 题 金 钥匙 系列 | 


EN 琵 人 经 


fk)=k+n~1, 
即 ff0n))= Fa 十 2 一 1， 
故 鸳 式 成 立 . 
令 了 一 ( Fo ,G 二 (g00)),n 二 1,2,3,… 由 等 式 
gn)—1= ff(n)) 
可 知 ,g(n) 一 1 是 下 的 元 素 . 因此 不 可 能 有 两 个 连续 的 整数 都 是 G 的 元 素 . 
又 因为 上 十 n 是 G 的 元 素 , 所 以 上 十 n 一 1] 和 十 n 十 1 都 是 下 的 元 素 , 并 旦 是 下 的 两 个 相 邻 的 元 
素 . 由 人 名 可 知 
fF) 二 +1)=k 十 n 十 1， 
即 FAFA 二 D)= fn)+nt+1. 
故 鲜 式 成 立 . 
下 面 ,我 们 利用 中、 眉 、 名 三 个 式 子 , 来 还 步 求 出 f(240). 
事实 上 ,由 g(1)==f(f01)) 十 1 之 1 得 f(1)= 二 1, 从 而 得 g(1) 一 2. 
由 名 得 ”fC2) 王 了 (Cf(1) 填 DD= 了 (1) 十 1 十 1 二 3. 


由 @@ 得 ”fC(3)==f(f(2)) 二 12) 十 2 一 1 二 4， 


乓 4 一 乓 乒 3 一 乒 3) 二 3 一 一 6， 
f(6)= (ff(4))=f(4)+4—1=9,， 
/9)= A166))= (6)+6—1=14, 
f(14)=f(f(9))=f(9)+9—1=22, 
大 22) 一 乒乓 14)) 一 所 14) 十 14 一 1 一 35， 
f(35)= ff(f(22))= (22)+T22— 1=00) 
f(56)= ff(35)) 二 =f(35) 二 35 一 1 二 30. 

由 @ 得 ”ff(91)= 二 A 了 (56) 十 1) 二 了 (56) 十 56 十 1 二 147， 
f(148)= fA(f(9D 二 TD) 二 fA(9D 二 91 十 1] 二 239， 
f(240)= 了 (fC(148)+1)=f(148) 二 +148 二 1=388%. 


4. 从 多 个 方面 考虑 


例 16 设 S, 和 了 ,分别 为 两 个 等 差 数列 的 前 ”项 和 ,如 果 所 有 的 mw, 有 闫 一世 :5 , 则 第 一 个 数 


列 与 第 二 个 数列 的 第 11 项 的 比 是 ( ). 
4 3 、 7 78 
A. 全 B. 7 (C. 玫 D. 7 
解 选 A. 理由 : 设 前 Hn 项 和 为 On 、 了 ， 的 数列 的 首 项 、 公 差分 别 为 Qal G2 ;di ,dd? ; 量 . Un » tn 为 两 数 
列 通 项 . 则 


S, 一 za 十 一 一 一 上 7 )， 了 一 n(as 十 一 一 一 上 ). 


。 二 Cn 一 i)d 7n 二 1 
从 而 T, 2a 十 (一 1 4n 二 27° 


[| a 十 10di _ 2a 二 20d1 
故 方面 ,7 一 ao 二 1i0d 2a 十 20d2 


与 上 式 比 较 可 发 现 ,n 二 21 时 恰好 为 后 一 式 . 
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解 题 金 钥 是 系 


万 以 721+1_ 148_ 4 


ty 4。21 十 27 111 3. 
例 17 (1987 年 新 加 坡 数 学 竞赛 题 ) 证 明 或 说 明 不 正确 ;存在 素数 a,b,c,d, 且 ao 和 2<c<d, 满 


人 了 一方 二 一 一 本 cd 一 0) 一 004 一 5) , 


1 1 1 1 1 
故 5 整除 cd (6 一 a). 
另 一 方面 ,因为 6,c,d 是 互 不 相等 的 素数 , 故 5 不 能 整除 cd ,又 不 能 整除 5 一 a, 从 而 5 不 能 整除 
cd (5 一 Q) ,这 就 导致 矛盾 , 故 结论 不 正确 . 
例 18 (1987 年 第 19 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 对 每 一 正 整 数 mn 证明 : 
[Wn+ Vn+1]=[vV4n 二 1]=[ V4n 二 +2]=[ V4n 十 3j. 
这 里 Lzj 表 示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 
证 明 设 z 为 正 整数 , 且 之 之 42 十 1. 
若 Xz 为 偶数 , 则 x= 二 4m 之 4n 十 1， 
因而 “了 之 ?十 |， 
T= 二 4m 之 4n 十 4 之 4n 十 3. 
若 XZ 为 奇数 , 则 x 二 4m 十 1 之 4n 十 1， 
因而 ”mm 宇 nn 十 1 ,x 之 4n 十 5. 
同样 有 ”x 守 4n 十 3. 
特别 地 , 取 x 一 [v4n 十 1 十 1, 则 有 
[VA4n 二 1 十 1>> Vn 二 3 之 V4n 二 1 宕 [V4n 二 1， 
从 而 [V4n 十 1j==[V4n 十 2]==[ V4n 十 3]. 
男 一 方面 ， 
(Mn+ Vn 二 1)? 二 2n 十 1 十 2 Vn(n 十 1) 之 2n 十 1 十 24 二 4 十 1， 
(Yn 二 Vn 十 1)?<<2n 十 1 十 2Cn 十 1)， 
所 以 [Vn 十 1] 志 [Vn 十 Vrn 二 1j 志 LvV4n 二 3]. 
于 是 有 
[Vn 二 Vn 十 1] 二 [V4n 十 1j 二 [V4n 十 2] 二 [V4n 十 3.. 
例 19 (第 31 届 IMO 预选 题 ) 对 于 给 定 的 正 整 数 &, 定 义 fi(8) 为 上 的 数字 和 的 平方 ,并 令 
far Rk)= fi (fk)), 
求 ; fi99 (23% ) 的 值 . 
解 ”首先 注意 对 大 的 & 值 ,fi (%) 远 小 于 .由 于 fi 不 单调 ,我 们 将 这 个 事实 表达 成 如 下 的 形式 : 
若 AB, 则 A 的 位 数 志 B 的 位 数 1 十 lgB， 
f(A)<9x(1tlgB)): < (4log 16B)’. 
利用 这 个 不 等 式 两 次 ,我们 得 到 fs(2” ) 的 估计 : 


既 巡 撕 陨 ， 尝 关上 记 浊 阴 证 弥 O 


性 滩 卫 天 。 半 洪 许 淮 入 应 稚 O 


中国 经 暴 


i 二 关 Se TI ST 
A 解 题 爹 钥匙 系列 


fi (21%% )<<42 X(1994)2<-226 ， 
f2 (2 )<(4X30)=14400, 
所 以 户 (22”) 的 数字 和 最 多 是 36( 二 4X9) ,因此 
fa (21% )<36 一 1296， 
fi(21% )<<(9 十 9 十 9)2 一 729， 
fs (2 )<<(6 十 9 十 9)2 一 576. 
男 一 方面 ,因为 
fi (k)=k: (mod9), 
所 以 
万 (21880 ) 生 (2199% )2 王 (一 2)2 王 4(mod9)， 
fi (2 ) 三 4 皇 一 2(mod9) ， 
22) 三 (一 2)2 4(mod9) ， 
所 以 当 nn 为 奇数 时 ,ff (2 ) 圭 4(mod9). 
当 为 偶数 时 , f,, (2 ) 寺 一 2(mod9). 
若 x 二 4(mod9) 有 自 x 志 24, 则 x EH= (4,49,121,256,400)， 
通过 简单 计算 即 知 (对 每 一 个 AE H)， 
fh)=fs(h)= fh)=*=169, 
fh)= fh)= fh)=*=256. 
由 于 fs (2””)EEHRH, 所 以 当 n 之 8 时 ， 
169, 寿 n 是 偶数 ; 
256, 若 ”是 奇数 . 
从 而 ”0 (2”™) 二 256. 
5. 注意 数学 归纳 法 、 反 证 法 等 方法 的 运用 
例 20 (1996 年 第 58 届 莫 斯 科 奥 林 匹 克 题 ) 整 数 a,b,c 使 得 
生生 + 汪 与 + 站 + 
均 为 整数 ,证 明 ;|a|==|b|=|c|. 
证 明 ”如果 (a,6,c) 一 d 关 1, 那 么 可 以 转 而 讨论 对 ,地 ,所 .因此 不 妨 设 (a,b,c) 一 1 


如 果 结 论 不 真 , 那 么 jal ,15|,|c| 中 至 少 有 一 个 不 等 于 1 不妨 设 |al 交 1. 
设 了 是 a 的 一 个 质 因 数 . 则 


abc( ++ )=actbyate, 
可 被 p 整除 . 因此 c5 可 被 p 整除 ,从 而 c 或 b 可 被 整除 .不 妨 设 5b 可 外 Qp 整除 .于 是 c 不 能 被 p 整 


除 . 
设 六 是 可 整除 a 的 请 的 最 高 方 寡 , 广 是 可 整除 5 的 p 的 最 高 方 响 .不 妨 设 7r 志 s. 于 是 


abc( 守 十 二 十 也 )=a’b+c atpbe 
C a 


: : z 
i 
i - 


f, ( 21990 ) 一 { 
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5a 关 经 了 昌 ‘yy i 
人 人 人 由 和 一 一 一 SS 


可 被 六 整除. 注意 到 a 2 和 rc 都 可 被 加 “整除 ,因此 ca 也 可 被 p"*' 整 除 ,从 而 a 可 被 p"*' 整 除 ， 
下 慎 . 

故 结论 成 立 , 有 是 la|==16|==|c|=1. : 

例 21 (1977 年 第 11 届 全 办 数学 奥林匹克 题 ) 给 定 自然 数 mm Am 以 及 yi 加、 加 ,两 
个 和 Xi 十 ZX2 十 十 Xs 以 及 Yi 十 2 十 十 yy 彼此 相等 且 小 于 mn, 证 明 : 在 等 式 Z1 十 xz 十 … 十 2 一 
因 十 入 十 十 ym 中 可 以 删 去 一 部 分 加 数 ,使 剩 下 的 部 分 仍然 是 等 式 . 

证 明 对 闷 十 2 进行 归纳 . 

当 mm 十 n 二 4 时 ,m 二 2,n 二 2. 我 们 记 S 二 zz 十 十 十 二 二 加 十 和 十 十 Ym; 由 S 之 m, 得 S$ 之 2. 
又 由 S 二 mn, 得 S<4, 故 2 全 SS3. 容易 验证 ,S=2 或 S=3 时 ,命题 成 立 . 

设 十 n 二 上 时 ,命题 成 立 , 则 当 mm 十 n 二 上 十 1 时 ,我 们 不 妨 设 Xi 是 Ziyzaz pr 中 的 最 大 值 ,yi 
是 yi ,yz syn 中 的 最 大 值 . 

石 并 一 2 , 则 命题 显然 成 立 ， 

车 x 之 yi , 则 令 工 二 一 1， 

S 一 (2 一 Yi) 十 ZX 十 十 1 二 2 十 和 十 Ym， 


。 渤 洪 调 蔬 除 订 芒 O 


译注 捷 栈 


从 而 有 
S = 二 X11 十 Xp 十 十 ZT 二 Yo 十 … 十 yn， 
由 于 之 之 ,因此 
S'=S~y<S—=5. Lilom nn Ln(m—1) 
Pe! He 


根据 归纳 假设 ,等 式 
XT 1 十 十 十 Ty 二 Ye 十 … 十 ym 
中 可 以 删 去 部 分 项 ,重新 得 到 正确 的 等 式 , 于 是 等 式 
Xl 十 十 下 十 斌 二 Yi 十 十 下 十 和 Ym 
中 必 可 删 去 部 分 项 ,重新 得 到 正确 的 等 式 . 
奇 Xl Yi ; 同 理 可 证 . 
这 就 是 说 ,mm 十 2 一 & 十 1 时 ,命题 也 成 立 . 
根据 数学 归纳 原理 , 原 命题 成 立 . 


【 解 题 尝试 】 
A 组 


1. 设 a 王 0,ai 一 1,ay 一 Ci 十 aa 一 0 1 2 0) .又 设 ER 一 和 12 3, ), 五 
Qn 十 Co ”二 1 


] 
.2004 一 一 一 1 , 求 1. 
1 


2. 已 知 ,y,z 为 正 实数 , 且 x 十 yz 一 1. 车 -和 一 廊 十 广 十 亡 一 2, 求 实数 4 的 取 值 范围 


TYZ 


3. 已 知 对 每 一 对 实数 xy 函数 了 满足 fz) 十 fy) 二 fx 十 yy) 一 Xxy 一 1. 硅 A(1)= 二 1, 则 满足 f(n)== 


。 沁 沐 记 刘 取 清和 芍 0 


本 水 拉丁 


~ 


10. 


11. 


12. 


l. 


. 《1990 年 匈牙利 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 ; 奢 


时 赛 经 


A 解 题 金 铀 有 系列 


mmEZ) 的 整数 2 的 个 数 是 多 少 ? 


.《〈1994 年 第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) 对 任意 的 实数 x, 明 数 fx) 具有 人 性质 


flr)t+ fxm—1)=rx 
如 果 f(19) 二 94, 那 么 ,了 (94) 际 以 1000 的 余数 是 多 少 ? 


. 《1995 年 第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 题 ) 我 们 用 (m,n) 表 示 自 然 数 m 与 的 最 大 公约 数 . 今 


知 在 以 目 然 数 为 项 的 数列 (a; } 中 ,对 任何 ;天 1 ,都 有 (a; ,4 ) 二 (1,7). 证 明 对 一 切 iEN, 都 有 Ci 一 了。 


. 《1988 年 四 川 省 高 中 数学 竞赛 题 ) 设 正 整 数列 {a, } 满足 


dni43 tni2 (an+l 二 2a, ) ,7 二] 27 


县 ai 一 2288. 求 al sud2 yd3., 


. (1994 年 第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 题 ) 证 明 : 如 果 


(x 二 Vz 二 li)(y 二 + Vy 二 1)=1,， 
则 ”zz 十 y 二 0. 


. (1994 年 第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决定 题 ) 让 明 恒等式 : 


U3 


Ul U2 , Un _ U2 
az (ci 十 cz ) 十 去 (as 十 ca3 ) 十 于 了 (aq 十 al ) alkali 十 az ) 下 元 (ay 十 Ga ) 


ul 


) Ta (a a) 


TY yy - ,出 并 士 > 
y 十 Zz 十 tz 十 1 十 工 下 zx 十 7 一 + 


y 十 z ，z 十 1 ,i 十 x 
jx tx 十 yy 二 为 整数 


(1]994 年 河北 省 高 中 六 赛 题 ) 已 知 数列 {a， } (2 一 1,2,…) 中 sil =] ,a —3,a3 一 6, 朋 当 n>3 时 ， 
2 一 3c 1 一 Cr-2 一 CQ 一 3， 
试 证 :对 xz3 的 一 切 自 然 数 有 w>3X2 
(1994 年 第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 题 ) 给 定 自 然 数 序列 al ,as ,…,a,，,*… 其 中 ai 不 能 币 9 
整除 ,并且 对 于 每 个 自然 数 ”都 有 等 式 
ai1 一 Cn 十 六 
其 中 久 是 a 的 末 位 数 .证 明 :该 序列 中 有 无 限 多 项 是 2 的 方 大 . 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
、 、 1 | 1 2. 2 3 
ae Be te 十 c2. 


1 
(2) 化 简 了 让 一 记 二 Ht “T1006 V99 二 +99 V100 


(3) 设 a,6b,;bp,9,r,s 为 正 整 数 , 满 足 gr 一 ps 二 1 ,< 和 < 证 明 2 之 9 十 y， 
B 组 


(1973 年 第 5 属 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 对 每 个 正 整数 有, 设 h(n) 二 1 十 广 十 地 十 … 十 志 . 例如 


h(1) 一 1,hC2) 二 1 十 方 ,h(3)==1 十 广 十 志 ，, 对 n>2, 证 明 
nn 十 hCD 十 hC2) 十 … 十 h(n 一 1) 二 nh(n). 
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2. (1973 年 第 5 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 观 察 


了 il li 1 上 上 1 O 
1 2 23 3163 41t2;475120 解 
由 这 些 例子 的 启发 ,叙述 一 般 规律 ,并 加 以 证 明 ; 对 任何 大 于 1 的 整数 ”证 明 存在 整数 i 和 j, 使 
得 铀 
1 1 1 1 1 
和 一 十 TCD 于 万 GT 力 GT TD 要 
3. (1991 年 前 苏联 教育 部 推荐 试题 ) 设 数列 ao ,al ,az ，… 满 足 列 
qo 二 Qi 二 llyantn 一 方 (aam 十 gw) 一 ( 黄 一 1)? mn 之 0. 求 ass. 高 
4. (1989 年 第 21 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 数 1,2,2:,…,2"! 对 于 它们 的 任 一 排列 6= (zi， 站 
T2929Tn)s 完 义 S10) 二 X12 (0)=Xl 十 XT ,D3 (0) =XI 十 Tz 十 XTX3 SS (0) 二 工 1 十 XT2 十 "十 Tn ,并 学 


仿 QD)=S1(0) :Si(0) 。…， S, (0) , 试 求 可 zz (和 式 取 遍 所 有 的 排列 )， 


. 《1996 年 北京 市 中 学 生 数学 竞赛 题 ) 函数 F(z) 是 定义 在 N 上 ,在 N 中 取 值 的 严格 增 函 数 ( 如 采 任 
意 的 mmEA4, 当 zm<z 时 ,有 f(z) 过 f(x2), 则 称 Az) 是 4 上 的 严格 增 果 数 ) ,并且 满 足 条 件 
ffFCR)) 二 3k. 试 求 :f(1) 十 (9) 十 f(96) 之 值 . 

6. (1993 年 第 3 届 澳 门 数学 奥林匹克 题 ) 正 数 数 列 \a,} 满 是 


1993 十 Qnrz。ant+l 
Un 


1 


Hi 一 以 2 一 1 9 3 一 997 9 Cn 3 


试 证 所 有 a, 均 为 整数 . 

. (1994 年 安徽 省 合肥 市 高 中 数学 竞赛 题 ) 设 al ,as,… 与 贡 ,bo，,… 是 两 个 等 差 数 列 , 人 它们 的 前 项 
之 和 分 别 为 A; 与 B;. 已 知 对 一 切 nEN, 有 
A, 2n—!] 


B, 3n 二 1 
试 对 一 切 nE€ N, 写 出 字 的 表达 式 . 


;7 N, 


~ 


8. (1996 年 第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 已 知 sina 之 值 . 试问 : (1)sin 了 , (2)sin 分别 最 多 可 能 


有 几 个 不 同 的 值 ? 
9. (2002 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 正 整 数 n, 使 得 n' 一 4m 十 227 一 36n 十 18 是 一 个 完 
全 平方 数 . 


上 站 溢 吾 改 。 沁 洪 府 洽 隐 订 埠 O 


区 人 


第 12 草 方程 问题 的 求解 思 


【学 习 目 标 ) 


数学 竞赛 中 的 方程 问题 既 包 括 求 未 知 元 、 求 未 知 函 数 的 问题 ,也 包括 探讨 未 知 元 、 示 却 隙 数 的 性 
质 的 问题 . 方程 的 形式 既 可 以 是 一 元 未 知 数 的 ,也 可 以 是 多 元 未 知 数 的 ; 既 可 以 是 代数 方程 ,也 可 以 
是 超越 方程 .函数 方程 ; 既 可 以 是 单一 方程 ,也 可 以 是 方程 组 ,等 等 . 解 题 中 经 要 注意 到 方程 的 同 解 理 
论 , 又 要 注意 到 处 理 各 种 方程 的 特殊 思路 . 


【 解 题 钥 匙 ) 


1. 根据 方程 根 的 特定 性 质 探 求 
例 1 (2003 年 上 海 市 竞赛 题 ) 已 知 ac.O 为 实数 ,i 为 虚数 单位 , 且 关 于 = 的 二 次 方程 
4z* 十 (2a 十 由 z 一 8b(9a 十 4) 一 2(4a 十 25)1 二 0 
至 少 有 一 个 实 根 . 求 这 个 实 根 的 最 大 值 . 
解 ” 设 z 为 已 知 二 次 方程 的 实 根 , 则 
42z2 十 2az 一 88(9a 十 4) 十 [zx 一 2(c 十 20) ji 二 0 
47 十 2ax 一 8b(9a 十 4) 二 0， 
Z 一 0404 十 20) 一 0 


ba” 十 16(6 一 地 一 | ， 


©0O 


> 
XxX 二 2(a 二 + 26). 
由 式 Q 9 可 设 ae 一 cosg， p= sin 十 地 , 代 人 式 名 得 
六 一 2 一 lori 1 sing 十 二 ) 一 345sin(b 二 a) 十 1， 
V5 
这 里 a 为 锐角 , 且 sino 一 和 
3 


因为 6 可取 裔 实数 , 故 zmax 一 


例 2 (1994 和 罗马 罗 尼 亚 才 学 奥林匹克 是 )a.be.A, B,C 是 6 个 正 实数 ,使 得 方程 ax* 一 bx 十 
c 二 0 和 和 Ax 一 Bx 十 C= 二 0 有 实 根 , 求证 在 方程 ax 一 bx 十 c= 二 0 的 两 实 根 之 间 的 任 一 实数 与 在 方程 
Azr’ 一 Br 十 C= 二 0 的 两 实 根 之 间 的 任 一 实数 v 有 下 述 不 等 式 : 


7 


(autAWD E+E) SS 
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Mi 杀 
. :外 


证 明 由 题 设 
au’ 一 0 十 c<0， 出 
QO 


Av — Bu+-C<0. 

由 于 a,b,c,A,B,C 都 是 正 实数 ,因此 
u>0,v>0. 
由 心 ,的 得 


0<ax 十 二 入 0， 


和 0<Avt+ 人 <B， 

将 以 上 两 个 不 等 式 相 加 ,得 
0<aut E+Avt EbtB, 

因此 


以 溢 了 五 恒 ，。 油 湛 许 注 防 次 汶 O 


(autAW E+) IautAD+( +S 
例 3 (1994 年 保加利亚 数学 奥林匹克 题 )a,p,cER, 已 知 方程 
az 十 pr 十 c 一 0 
有 两 个 实 根 ,如 末 
la(6—oO) lI ac |c mabl|, 
求证 该 方程 在 区 间 (0,2) 内 至 少 有 一 个 根 . 
证 明 因为 给 定 方程 有 两 个 实 根 ,所 以 a 隆 0. 
因为 用 一 a, 一 5b, 一 c 为 代替 a,5,c 时 ,题目 所 有 的 条 件 都 不 改变 ,所 以 只 需 在 a 二 0 的 情况 下 ,证 
明 本 题 即 可 . 
由 于 
(Ba) —(c ad) | ac 二 ic mab|<la(b—e)|, 


) 


以 及 
bp —ac—(c ~—ab)=(6—c) (atote), 
因此 
|b—c| *。 |a+btc|<a* |b—cel. 
由 这 个 不 等 式 显 然 可 得 
bec， 
月 |a 十 pp 十 c|<a， 
即 ”一 上 <<ae 十 pp 十 c<<a， 
一 24<< 0 十 c<<0. 
记 


xz) 一 az 十 pz 十 c， 


f(0)+f(2)=2(2a 十 6 十) 之 0. 
如 果 b<c, 则 


性 举 生 可 ， 关 漆 订 浊 和 骸 商 汶 0 


了 呈 
1 


ET 


E 十 RE 一 
pp 解 题 金 钥匙 系列 


( 信 一 ac 十 (人 一 ab 用 | 下 一 ac| 十 |c 一 oa 一 |a(8 一 | 一 ac 一 人 ， 
于 是 有 
b+ < 2ac., 
义 由 于 f(x) 二 0 有 两 个 实 根 ,因此 判别 式 
b’ — 4ac>0. 
故 得 
之 dac>2(F 二 ec ), 
0 十 2c ， 
让 让 .所 以 b>c. 又 因 上 面 已 经 证 得 "二 c<<0, 所 以 c<0, 即 f(0) 二 0, 再 利用 上 面 证 得 的 结果 
1(0) 二 (2) 守 0， 
可 得 
1(2)>0. 
因此 ,在 (0,2) 内 至 少 有 方程 f(x)==0 的 一 个 根 . 
例 4 (1987 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 ”为 自然 数 ,求证 :方程 
zi 一刀 一 1] 一 0 
有 模 为 1 的 复 根 的 充分 必要 条 件 是 "十 2 可 被 6 整除 . 
证 明 设 名 是 方程 
x zl1=0 
的 一 个 模 为 1 的 复 根 , 则 
wtl— oar —1—0, 
ww (w—1)=1, 
|ow|”。|w 一 1 一 1. 
因为 ”lw|==1, 所 以 
iw—1|==1. 
在 复 平 面 上 ,点 ww 和 w 一 1 都 在 单位 加 上 ,而 单位 圆 上 满意 |w 一 1| 二 1 
的 点 w 只 能 是 


cos 卫士 isin 3 ( 即 图 中 的 oy 和 wo 点 ) ,而 
2x 2 
w— 1 = cos 3 十 1sin 3 ， 
于 是 1 二 wr'(w—1) 
(0 Tin Toy, ET i ZT 
一 (coOs 3 十 1sin 3 )” » (COs 3 十 1sin 3 ) 
7 十 & 
3 


7 十 2 


3 


一 COS 了 十 1S1n 


因此 一 24x(AGE 2). 


1 十 2 一 6K. 
故 ”十 2 可 被 6 整除 . 
反 过 来 ,各 2 十 2 可 被 6 整除 ,我 们 可 设 
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EAA 


n+2~6k(EE ZY)., 


eT 
取 w=cos 3 十 1s1n 了， 
则 o 一 1 一 cos 笠 十 isin 所 ,于 是 


co 一 一 ] 一 (wow 一 上 一 1 一 (cos 十 isin = ) 。 (COS 冬 十 isin 乞 ) 一 1 


并 一 
3 


nit2 |.. 7 十 2 
3 Ti1sin 3 


一 (COS 


T) 一 1 一 (cos2RT 十 1SInekRT) 一 1 一 0 


因此 ,w 是 方程 x2” ”一 > 一 1==0 的 一 个 根 , 又 因为 |w| = 二 1, 故 方程 zx” 一 x 一 1 二 0 有 模 为 ] 的 复 根 . 


例 5 (1992 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 方程 

22 十 CT 十 … 十 az 十 ao 一 0 
的 系数 都 是 实数 且 满 足 条 件 0< ao 科 ai 委 … 科 do 委 1 已 知 4 为 此 方程 的 复 根 且 | | 之 1. 
求证 :A"! = 二], 

证 明 因 、^ 为 方程 的 根 , 故 有 

A 二 a1 十 十 a14 十 qo 二 0. 
将 上 式 两 端 同 乘 以 4 一 1 得 到 

0 二 QQ 一 DO TariA 十 和 十 CA 十 co ) 

一 A 二 (0 1 一 DD 十 (a 一 1M" 十 十 (Qo 一 4d)A 一 Qo， 

由 此 可 得 

A 二 a DD 二 (a 1 一 aa 十 十 (al 一 ao)A 十 ao， 
其 中 右 端 的 系数 都 是 非 负数 , 因此 有 

A | 一 a DA 二 Ta ;一 QA 十 十 (a 一 a0 )A 十 ao | 

(1a) [4 二 (Ca 一心) 人 十 十 (Ca 一 co) 十 co， 

由 已 知 |41 宇 1, 故 由 所 式 又 有 

HCL 一 上 ai) 十 (Ca i 一 Qx :2744 十 十 (a 一 a0)141" 十 ao 14|1"= 二 |41". 
由 此 妈 得 ”14| 志 1, 从 而 得 到 |4| 一 1. 这 样 一 来 ,不 等 式 @,(9 都 变 为 等 式 . 因而 有 如 下 的 辐 角 关系 : 

arg(1—a, 1)A" 一 arg(a， ~—ad, 2)A" 一 一 arg(ai 一 ao)A 一 argao 一 0， 

(1 一 C，1)4 之 0， 

(a jian A 0 一 ,27 一 1 
由 志和 他 式 得 知 

ML 一 (一 ai 十 (ai 一 ar 十 十 (Ca 一 ao)A 十 ao 之 0. 
从 而 有 X= 一 X11 =1 

2. 利用 函数 的 性 质 

例 6 (2003 年 湖南 省 竞赛 题 ) 满 足 2sin2z 十 sinz 一 sin2z 一 3cosz 的 锐角 = 二。 

解 ” 填 .理由 


因为 z 为 锐角 , 则 coszt 关 0, 条 件 式 两 边 同 除 以 cosz 得 2sinr。tanz 十 tanz 一 2sinz 一 3 名 
(2sinz 十 1)Ctanz 一 ]) 一 <， 


() 
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金 
铀 
是 
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列 
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中 
数 
学 
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入 


因 函数 f(x) 二 (2sint 十 1D) (tanx 一 1) 在 (0, 也 ) 内 严格 单调 递增 , 且 /xz) 一 2 一 As ), 故 z 一 到 


3 ， 
例 7 (1995 年 第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 题 ) 解 方程 coscoscoscosz 一 sinsinsinsinz. 

解 ”本 方程 无 解 . 

我 们 来 证 明 ,对 一 切 x-E R, 都 有 

COSCOSCOSCOST > sinsinsinsinx. (QD) 
事实 上 , 右 zELz,2r], 则 

coscoscoscosxz 盖 0,sinsinsinsinz<<0 ,此 时 @) 式 成 立 . 


若 zE[0, 了 了], 则 


coszySsinrycoscosrysinsinrycoscoscoszysinsinsinz 都 属于 财 区 间 |0,1 |. 又 因为 


Sin2 坟 十 cos“ 一 ]1， 


性 潍 五 虱 。 沁 并 应 济 子 挤 汶 O 


(sinz 十 cosz)2< 2(sin XxX 十 cos’ XT) 二 2， 


V2 
7 < 了， 


sinr 十 COST 


T | 
0<cosxz< 7 — SINT, 


nT . 、 
DL coscosr>cos( 了 一 sinx) = sinsinz, OD 
. ,XX . 
siIncosr<< sin( 万 一 sSINT) 一 COSSIDY。 ©) 


由 人 @ 得 ”coscosx 达 cossinsinz， 


于 是 有 coscoscosz 十 sinsinsinx< 之 cos(sinsinzx) 十 sin(sinsin7x) 一 了 ， 


T  . .. 
即 coscoscosr<< 7 一 Sinsinsinz， 


由 上 式 得 


COSCOSCOScOSY > cos( 了 一 SinSInsinz) = sinsinsinsinz7. 
此 时 QD 式 成 立 . 
若 zE (了 ,TD), 则 令 y 二 x 一 万 ,从 而 yE (0, 了 ) ,cossinyE (0, 广 ), 由 @ 式 可 得 


COSCOS( COSSINY) > sinsin( cossiny), 由 


又 由 于 函数 
f(D) =sinsint,t€E (0, 


区 
2 
是 增 琐 数 , 因 此 由 色 式 可 得 

sinsin( cossiny) > sinsin( sincosy),， (5) 


由 由 和 包 得 


coscoscossiny> sinsinsincosy， 


) 


. A . x 
coscoscossin(Zx 一 一 )>sinsinsincos(X 一 了 ) ， 


2 


| | 轴 
i 1 
二 1 
四 

， 和 
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上 页 得 coscoscoscosz sinsinsinsinz， 


3 一 [10X3t1] 十 82 十 V3” 一 [10X3"71] 十 82 一 2 二 0. 
则 ( V3” 一 [10X37Ti 十 82] 十 2)，。( 
即 3* 一 [10Xx37+!1] 十 81==0. 
只 须 3 一 10X32 十 81 雪 0， 
即 〈3z 一 3)(3 一 27)< 妇 0 一 3 过 3 二 27. 
从 而 1 冬 x 委 3. 
当 x 二 1,3 时 ,为 原 方 程 的 解 ;z 一 2 时 , 原 方程 无 解 . 故 诛 方程 有 2 个 解 . 
例 9 (2001 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 实数 x, 使 得 Lx’ ] 二 4x 十 3. 这 里 [yj 表示 不 
超过 实数 y 的 最 大 整数 . 
解 、 设 x 为 满足 条 件 的 实数 , 则 可 设 zx 一 此 (ktE Z), 且 [ 筷 ] 一 全 3. 于 是 ,3< 信 
192<<k(R— 8) (k++ 8)<256. 
记 f(&) 二 RCk 一 8) Ck 十 8), 则 上 .k 一 8.k 十 8 中 恰 有 两 个 数 都 小 于 0, 或 都 大 于 0, 即 
一 7 三 4 委 一 ] 或 上 & 宇 9. 
又 当主 10 时 , f( 有 ) 之 10X2X18 之 256, 矛 盾 . 
故 &E (一 7, 一 6…, 一 1,9)， 


分 别 计算 ,可 知 满足 由 的 & 只 有 两 个 , 即 
k= 一 4,—5. 


从 而 ,z= 一 这 或 一 1. 


例 10 (1995 年 第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 题 ) 已 知 fr) ,g(x) 和 有 (x) 都 是 二 次 三 项 式 . 
试问 :方程 FCg(CRCz))) 一 0 的 所 有 根 能 和 否 愉 为 1,2,3,4,5,6,，7，8? 

解 ”不 可 能 . 

事实 上 ,如 果 1,2,3,4,5,6,7,8 是 方程 FCg(CACz))) 一 0 的 8 个 根 , 并 且 抛 物 线 y 二 h(x) 的 对 称 
轴 是 zx 一 a, 那 么 : 

AhCzi) 一 hz ) 当 上 日 仅 当 二 十 zs 一 20. 

由 于 方程 f(g(x)) 二 0 至 多 四 个 根 , 而 及 (1),h(2),…,h(8) 都 是 它 的 根 ,因此 必 有 

h(1)=h(8),h2)=h(7) ,hh(3)=h6),h(4)=h(5) 
有 a 二 4.5， 

hh(1),h(2),h(3),h(4) 为 单调 数列 . 

又 由 于 方程 f(x) = 二 0 至 多 有 两 个 根 , 而 gC((1)),g(h(2)),g(h(3)),g(h(4)) 都 是 它 的 根 , 因 此 


下 . + . 加 ’ 
rr. ' . 

四 . 

= i + 

- Cr | 站 二 


37—[10X37i1 | 十 82 一 1) 一 0 


此 时 中 式 也 成 立 . O 

综 上 所 述 , 当 rzEf50,2rj 时 ,中 式 都 成 立 . 再 由 周期 性 可 知 , 对 一 切 xER, 中 式 都 成 立 . 故 原 方程 儿 
无 解 . 

金 

例 8 〈1999 年 河南 省 竞赛 题 ) 已 知 [zx] 表示 不 超过 xz 的 最 大 整数 . 则 方程 3“ 一 [10X3"11] 十 量 令 

V3 一 T10X3 TT 于 82 二 -一 80 的 解 的 个 数 为 归 

解 ” 填 2. 理由 : 列 

原 方程 可 以 化 为 ° 

高 
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必 有 

gh(1))=g(h(4)) ,gh(2)) =g(h(3)), 
从 而 得 

h(1)+h(t4d)=h(2)+h(3)=2b, 
其 中 x+=5b 是 抛物 线 y= 二 g(x) 的 对 称 轴 . 

今 hl(r)= 二 Axr’ 十 Bz 十 C, 则 

h(1)+h(4)=—=A，17 二 B+， 5 二 TC。，2,， 
h(2)+h(3)=A*， 13 二 +B*: 5+C*2, 

从 而 得 

17A 二 5B 十 2C= 二 13A 十 5B 十 2C， 

A=0. 
此 与 h(x) 是 二 次 三 项 式 六 盾 . 

因此 ,方程 f(g0h(x)))==0 的 所 有 根 不 可 能 怡 为 1,2,3,4,5,6,7,8. 

3. 利用 不 等 式 取 等 号 的 条 件 

利用 “两 边 均 ?方法 , 通 出 方程 的 解 是 方程 求解 的 一 种 思路 . 在 求解 含 高 斯 图 数 [Lzj] 的 方程 时 也 用 
到 了 这 种 方法 ,这 可 参见 例 8、 例 9. 在 求解 其 他 方程 时 也 可 这 样 考虑 :利用 几 个 重要 不 等 式 , 如 算 本 - 
几何 均值 不 等 式 . 柯 西 不 等 式 等 将 方程 的 一 部 分 (或 一 端 ) 化 成 不 等 式 , 结 合 原 方程 把 不 等 式 化 为 等 
式 ,利用 重要 不 等 式 取 等 号 的 条 件 ,得 到 与 原 方程 同 解 旦 比 原 方程 简单 的 方程 来 求解 ,这 是 方程 求解 
的 不 等 式 方 法 思路 . 

例 11 (1989 年 新 加 坡 数学 竞赛 题 ) 求 出 所 有 满足 方程 5Czy 十 yz 十 xz) 一 4zryz 的 正 整 数 工 :y， 


解 ” 原 方程 变形 为 
1 .ll 
7 多 多 


不 炉 设 TSSyYS:z， 于 是 9 我 们 有 


4 


TT” TX yy zz 5 
由 此 得 ”x 二 4. 
又 由 “二 < 二 十 二 十 二 = 二 ,得 zx>1 
TT "XT yy 之 
故 ”1 二 XxX 之 4. 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 
情况 1 当 x=2 时 ,我 们 有 
2~、 1 1 4 1 3 
了 全 2 10° 


由 此 得 ”3 二 x 过 7. 
若 y 二 4, 则 z= 二 20; 
癌 y 一 5, 则 zx 王 10 
若 y=6, 则 > 不 是 整数 . 
情况 2 当 x=3 时 ,依照 情况 1 的 讨论 可 得 
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& 


2 7 
25 3- 有 yi = 
因此 2<y<<5. 解 
当 y==3 或 y=4 时 ,zx 都 没有 整数 解 . 是 
因此 原 方程 的 解 共 有 12 组 ， 倪 
(2,4,20);(2,20,4);(4,2,20);(20,2,4); 是 
(4,20,2);(20,4,2);(2,5,10);(2,10,5); 系 
(5,2,10);(10,2,5);(5,10,2);(10,5,2). 内 
例 12 《1996 年 第 28 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 求 出 方程 组 高 
47° 中 
1 十 42 2 数 
4y 学 
1+4y 之 ， 
dx 
1] 十 4z2 ~ 
的 所 有 实数 解 ,并 证 明 你 的 解答 是 正确 的 ， 
解 厂 二 y; 则 
dr 
1] 十 4z2 一 ， 
47 二 Xx 十 4x*， 
Xx(47x’—4zx 二 +1)==0， 
+ 二 0 或 广 ， 


, 1 
从 而 得 ”Xx 二 y 二 z= 二 0 或 Z 一 y 一 xz 一 了 、 


右 Xx 之 y, 则 
4 47° 


1 十 4z2 一 1 十 4x* 


-> 
注意 到 由 原 方程 可 得 x 之 0,y 之 0,z 之 0, 因 此 由 上 式 可 得 
2Z_ > 工 ， 

又 由 原 方程 组 的 轮换 对 称 性 可 知 , 由 >>z 可 推 得 y 字 zx 于 是 有 
立交 DY 人 > 

不 盾 . 
若 7<y 则 类 似 地 可 推出 
T<_yY<Z<T， 

并 让 . 
因此 , 原 方 程 组 仅 有 两 组 解 : 


(zyyz 一 (0,0,0) 和 (zy 一 ( 广 ， 


] 1 一 


了 二 
2 ， 7) 


证 入 开本 。 兰 冰 曾 机 了 髓 亢 芍 O 


届 


天 经 典 
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例 13 解 方程 x V4 一 3x: 十 VY3x v4 一 x 二 4. 
解 ” 根 据 柯 西 不 等 式 
(x V4—37 HV3r VA— Tc) SLr+ VA ((VA—37) + 3x):], 
而 x V4—37x: +Y3x V4—x:=4， 
故 (x V4 一 3 她 十 V3r V4— 2x) 
=[z: 十 (V4 一 zx)?1*: [CV4—3r ):+(3r)]=16. 
又 根据 柯 西 不 等 式 取 等 号 的 条 件 , 有 且 仅 有 
r=k V4 一 372 ， 
| V4 一 x 二 kV37x(k 为 常数 ). 
将 上 式 代 人 原 方程 ,得 
k( V4—37x): 十 ECV3z)2 一 4， 
解 得 & 一 1， 
从 而 X= v4 一 3z2 之 0. 
再 解 之 取 正 值 , 得 原 方 程 的 根 是 x 一 1. 
例 14 解 方程 x V4 一 y 一 y V9 一 xz 一 z V9 一 x 二 11. 
解 ” 根 据 柯 西 不 等 式 
(x V4—y—y VI—z—z V9—zr) 
[x2 二 (一 yy) 十 (一 z2)?]*，[(V4 一 yy 人 ?十 (V9 一 ?十 (V9 一 x )?]， 
因 zx V4—Yy—y V9—z—z V9—x:=11, 
则 132 所 (zxz2 十 尹 十 字 )。[ 22 一 (好 十 到 十 驼 )， 
即 [Cx 二 yy 十 zz) 一 11] 寺 0. 
又 Xr.y.ZER,L Cr +y 二 2 )—11i| 守 0,， 
从 而 [L(x 十 十 芝 ) 一 11]:==0. 
故 工 十 十 二 11, 又 由 上 述 过 程 的 可 道 性 还 得 到 
(rx V4—y—y V9—z mz V9 一 妇 ) 
二 [十 (一 y)? 十 (一 z)?]*，[(V4 一 半 )? 十 (V9 一 z2)? 十 (V9 一 Xx?)?]. 
再 根据 柯 西 不 等 式 取 等 号 的 条 件 , 有 且 仅 有 
r=k V4—y, 
| V9 一 好 ， 
一 z 一 & V9 一 x (为 常数 ). 
将 此 代入 原 方程 ,得 


&R(CV4 一 光 7)2 十 ECW9 一 邓 )2 十 RCWV9 一 好 )2 一 11. 
妈 kL22 一 (x 十 十 z) |] 二 11， 
而 十 yy 十 z= 二 11， 

从 而 &=1. 
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T= V4—y,， 
因此 | V9 ， 
一 z 一 V9—x?. 
六 一 V2 ， 
RANE —V2， 
z= 二 一 V7. 
4. 注意 取 特 殊 值 试探 
例 15 (1988 年 第 2 届 友 谊 杯 国 际 数学 竞赛 题 ) 解 整数 方程 x?y 十 xy 二 30. 
解 原 方程 化 为 
QZYZ 十 她 一 2X3XD， 
由 对 称 性 ,不妨 设 1zl 委 |y| ,于 是 我 们 有 |zi 委 5 
令 xz 一 1, 则 @ 式 化 为 y(1 十 y) 二 30, 解 得 y 二 5 或 一 6. 
令 = 二 2, 则 @ 式 化 为 2y(2 十 y) 一 30, 解 得 y 一 3 或 一 5. 
令 z+ 二 3, 则 中 式 化 为 3y(3 十 y) 二 30, 解 得 y 一 2 或 一 5. 
令 工 二 5, 则 内 式 化 为 5y(5 十 y) 二 30, 解 得 y= 二 1 或 一 6. 
令 二 一 1, 则 中 式 化 为 一 yty 一 1)= 二 30, 无 解 . 
令 二 一 2, 则 Q 岂 式 化 为 一 2y(y 一 2) = 二 30, 无 解 . 
令 = 二 一 3, 则 QD 式 化 为 一 3y(y 一 3)= 二 30, 无 解 . 
令 zx 一 一 5, 则 中 式 化 为 一 5y(y 一 5) 一 30, 解 得 . 
?一 2 或 ?一 3. 
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故 原 方程 的 整数 解 为 {(1,5);(5,1); (1, 一 6); (一 6,1);(2,3); (3,2); (2, 一 5); (一 5,2); (3 一 5); 


(—5,3);(5,—6);(—6,59)}. 


例 16 (1992 年 IMO 越南 国家 队 选 拔 题 ) 试 求 如 下 方程 的 所 有 正 整数 解 (z,y): 


万 十 交 一 5xy 十 5 一 0. 
解 显然 z 关 > 记 
S 一 (人 (zyy)|x 十 均一 5zry 十 5 一 07ryyENy > 
S={(rx,y) x 二 Ty —5ry 二 5—=0,7x,yEN,7r>y). 
则 SUS 是 原 方程 的 正 整数 解 的 全 体 . 
如 果 xz 一 1, 则 > 一 2 或 3. 同样 地 ,如 果 y 一 1, 则 z 一 2 或 3. 所 以 
(1,2)ES,(1,3)ES; 
(2,1)ES ,(3, DES. 
如 果 (《x,y)ES, 日 x 放 1 则 由 原 方 程 得 
《y 一 并 ) 十 5 一 37y 之 3，2。 3 一 18， 
(y 一 TX) 之 13， 
y 一 之 4. 
此 时 , 帮 47 宇 y, 则 有 
5ry 二 XxX 十 十 5 亿 X 十 4TYy 十 5， 
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TY 一 过 )<<5， 
47<5, 
7Z 一 1， 
与 x 之 1 了 矛盾 . 因此, 如果 (zy)ES, 有 日 z>1, 则 有 4z<<y 
由 于 一 Sxy 十 十 5 
=y 5y(5y—X)T(5y—7x) TT5=x* 一 57(57 一 y) 十 (57x 一 y)? 十 5， 
因此 ,如 果 (zx,y)ES, 则 Cy,5y 一 Xx)ES; 如 果 (x,y)ES, 有 x 六 1, 则 (5zx 一 y,X)ES. 
令 上 映射 广 R 一 及 f(x ,3)) 二 (yy,5y 一 7); 及 映射 g:R* 一 R’ ,ag((z,y)) 一 (5z 一 y,z). 
我 们 有 f(gC((x,y))) = f(5r— yx)= (rx,Yy), 
Pr g(r,y))= f(r, y)), 
由 上 而 证 得 的 结果 易 知 ,对 一 切 ?之 1， 
fi1,2)ES, HCl1,3)ES 
其 中 中 二 了 AfC… 了 …)). 且 如 果 (x,WES,zx>1, 则 g((x,y))ES. 
a 
由 此 可 知 , 对 于 任意 的 (Xx,y) ES,z 祖 1, 必 存在 一 个 n 宇 1, 使 得 gi 下 (C(x,y)) 一 (1,2) 或 (1,3), 从 
而 有 (x,y) 二 了 C1,2)) 或 fj (01,3)). 因 此 
S={(1,2),C61,3), fC(1,2)), A (1,3)),nEN}, 
S={(2,1),3, DACfAY ,2))) ,h(E (1 ,3))) ,nNnEN), 
其 中 h(x,y)) 二 (y,x). 所 求 的 全 部 正 整数 解 为 SUS (显然 S 中 及 S' 中 所 写 出 的 元 素 是 两 两 不 同 
的 . ) 
例 17 (1995 年 澳大利亚 11 年 级 数学 竞赛 题 ) 试 确定 所 有 的 四 元 数组 (pi ,pz ,ps,pa), 其 中 pi， 
pz ,ps ，p4 都 是 素数 ,有 旦 满足， 
(DPp<p< ph; 
(2)p1 pt p2 ps pp ppi=882. 
解 ”将 条 件 (2) 改 写成 
(加 十 加 (pp 十 如) 一 2X3X7， 
此 式 右 端 不 能 被 4 整除 ,因此 左 端 必 有 一 个 因 式 是 奇数 ,从 而 有 
pi 二 2,pPi 十 ps 是 882 的 奇 因子 . 
又 因为 pi 十 pi 二 pi 十 Pa ,所 以 
pi p< V882 一 30， 
从 而 2 十 p3 E13,7,9,21})， 
p3 E145,7,19}. 
右 ps 一 5, 则 ps 二 3,pz 十 Pp 一 2X3*X7,， 
二 2X3:X7 一 3 一 3X (2x3X7 一 1) 一 3X41 不 是 素数 , 巴 盾 . 
在 加 一 7, 则 pz 十 如 二 2X7 二 98,ps 二 3 或 5,p 二 95 或 93 都 不 是 素数 ,和 慎 ， 
若 久 一 19, 则 pz 十 二 2X3X7==42,3 亿 py 太 17. 
当 p=3 时 , ps = 39 不 是 素数 ,矛盾 . 
当 p, 二 5 时 ,pi 二 37. 
当 ps 一 ?7 村 ,ps 二 35 不 是 素数 ,矛盾 . 


本 ， . 站 


176 


| EE 《区 曲 b> 


当 轧 王 11 HH, p=3]. 
4 p=13 ,p=29. 
当 pp 二 17 时 ,pi 二 25 不 是 素数 , 闻 盾 . 
故 符 合 条 件 的 四 元 数组 有 (2,5,19,37),(2,11,19,31),(2,13,19,29). 
例 18 (第 24 届 IMO 试 题 ) 求 所 有 在 正 实数 集 上 定义 的 函数 f, 它 们 取 正 实数 值 ,并 且 满 足 条 
件 : 
(1) 对 所 有 上 跨 数 zy fCrfCy)) 二 yf(r); 
(2 ) 3 ro , f(r) ->0. 
解 ” 在 (1) 中 取 一 xz 得 
fr =.rf(r), 
对 -于 任 一 蔗 , 令 底 f(x) 二 a， 
则 QD 成 为 ”f(a) 二 a 
住 () 中 取 x 二 y= 二 =a, 得 
flafla))=afla), 
用 咏 代 入 得 f(a’ ) 二 a ; 
由 归纳 法 ,对 于 所 有 正 整 数 岂 
f(a ) =ar". 由 
在 (1]) 店 取 > 一 1,y 一 ca 得 
ffla)) =af(1), 
用 ® 代 入 得 a 一 了 fa) 一 af(1); 
由 名 ,rt 和 了 (xz) 按 定义 都 是 正 数 ,所 以 a 也 是 正 数 ,可 用 a 除 上 式 两 端 ,得 
1=/f(1). 中 
在 (1) 中 取 x 二 a ,yy 一 4 得 
fla ! f(a))=afla )， 
用 代入 得 ”f(a i'a) 二 af (a ')， 
岩 用 代入 得 ”f/f(1)==1==af(a )， 
fla !)=a!; 
由 归纳 法 ,对 于 所 有 正 整数 ”， 
fla ”")=—=a ", (©) 
现 再 利用 题 设 条 件 (2) 来 考虑 a 的 值 . 
右 4 这 1, 则 由 四 当 n 一 co 时 
co) 与 (2) 了 矛盾 | 
右 4 之 1, 则 由 @ 当 no0 时 
a ">00,f(a “) 一 co (2) 丰 大 . 
由 此 可 知 4 王 1. 再 由 四 中 > 的 任意 性 ,可 知 对 于 所 有 x， 
rfer)=1 BB f(r)=1/x. 
经 检验 , f(z) 二 1/7x 人 确实 满足 条 件 (1) 和 (2). 
例 19 (中 等 数学 2004 年 第 6 期 奥林匹克 问题 ) 求 所 有 的 函数 f;R 一 R, 使 得 对 任意 的 x、yE€ 
R, 都 有 
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frf y= yf (ry) tr y fly). 人 
解 显然 f(x) 三 0 适合 式 中 ,下面 设 f(x) 关 0. 

在 山中 取 y= 二 1, 得 

f(rf(1))=7 f(1). © 
于 是 , f(0)==0. 


1 、 1 1 
假设 AD 子 0, 取 一 友 太 ' 则 f(D = FD: 


解 得 f(1) 二 1 或 f(1)= 二 一 1.- 
从 而 , f(z) 二 或 f(7) 二 一 
但 这 两 个 钥 数 都 不 适合 式 中 ,因此 ,f(1)==0. 


令 > 关 0, 在 中 取 z= ,得 


fT) = /0 四 
在 心中 取 X= 二 1 得 
fCfFO) = YY — yD f(y). 4) 


在 @ 中 用 全 闻 (y 过 0) 代 替 ,并 利用 @ 得 
fF LP) = DY -+ ALY) 
710) = HP Yo 


> yt f= DD +f 


> FO YY FY — yy =0(yAA0). ©) 
假设 存在 某 个 YY 二 0,1, 使 得 
fyi )= yi. 


由 @ 知 , f(y) 二 (1 一 yi 十 YE) Yi. 
又 由 国 知 f(y ) 必 等 于 0、(y1)? yf 一 (yf)* 三 者 之 一 ;从 而 ,yi = ;此 时 , f(y) 二 yi 一 4， 


假设 存在 某 个 ys 关 0,1, 使 得 f(y,)==0. 

在 中 中 取 y 二 2 ,得 

0= (0)= (1 YY) f(ry). 

于 是 ,f(xy ) 一 0， 

因此 , f(x) 寺 0(xE R). 与 假设 f(x) 关 0 矛盾 . 

由 以 上 讨论 及 式 地 得 

f(y)=y—Yy (yA0). 

经 验证 , f(x) 二 x 一 x 满足 式 (. 

综 上 所 述 ,所 求 为 f(z) 硅 0 或 f(z) 二 zx 一. 

注 : 此 题 曾 被 作为 2002 年 中 国 IMO 代表 队 出 国 前 的 训练 考试 题 . : 
例 20 (1994 年 保加利亚 数学 奥林匹克 题 ) No 是 所 有 非 负 整 数 的 集合 ,f(n) 是 一 个 阴 数 ,使 得 


解 题 金 钥 是 系 列 
f:No 一 No, 且 对 于 每 个 nE No ,了 (fFOn)) 十 fn) 二 2n 十 3. 求 ;ff(1993). 
解 ”首先 证 明 如 果 m,nE No ,m 关 ny, 必 有 fCm) 关 fn2), 妈 ff 是 一 一 对 应 的 . 
用 反 证 法 . 
如 果 Fo = Fa , 则 (fm))==f(f(m)). 于 是 我 们 由 题 设 条 件 可 得 
2m3= ff(f0m))+ ffm) = A fn fn)=2nt+3, 
从 而 有 ”m= 二 =n 亨 盾 . 
再 求 f(0). 
设 f(0)==x,x 宇 0. 
在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 n 二 0, 则 得 
f(zX) 十 Zz 二 3， 
f(x)=3—x. 
由 于 f(x) 之 0, 因 此 z 委 3. 
在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 n= 二 x, 则 得 
FFGzr)) 十 Fz) 一 2z 十 3， 
将 中 代 人 上 式 , 得 
六 3 一 并 ) 一 3 
在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 ?一 3 一 rz, 则 得 
FF(3 一 z)) 十 F3 一 xz) 一 2(3 一 zx) 十 3， 
将 @@ 代 入 上 式 , 得 
f(37)=90— 97. 
由 于 fA(37x) 宇 0, 因 此 
9 一 5 之 0， 
rz 
从 而 有 XxX 二 0 或 x 二 1 
如 果 xX 二 0， 计 f(0)=0. 此 时 ,在 让 有 目 给 定 的 关系 式 中 , 令 2 一 0, 则 得 
f(f(0))+f(0)=3, 
从 而 有 ”0 二 3, 蔬 厦 . 
故 必 有 二 1, 则 必 有 f(0)==1. 
接着 用 数学 归纳 证 明 :对 任何 非 负 整数 ,ff(n) 二 nn 十 1. 
事实 上 , 当 n==0 时 ,由 f(0) 二 1 可知 ,结论 成 立 . 
设 当 n=k 时 ,结论 成 立 , 即 f(k)==k 十 1. 
于 是 ,在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 2 一 A, 我 们 有 


ffF(R))T FAR) =2R+3, 
由 归纳 假设 得 
FRR 十 1 十 R 十 1 一 2 十 3， 
三 (R 十 1 一 下 十 2 
根据 数学 归纳 法 原理 可 知 ,对 任何 非 负 整数 ,有 
fn)=ntl. 
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因此 ,所 求 的 f(1993) 二 1993 十 1 二 1994， 
5. 注意 数论 知识 及 方法 的 灵活 运用 
例 21] (1983 年 何 兰 数学 奥 林 正 克 试 题 ) 设 x 与 y 均 为 两 位 数字 的 自然 数 , 且 rzr<y,zy 是 一 
四 位 数 的 目 然 数 , 首 位 数字 是 2. 若 把 这 个 首位 数字 去 掉 , 剩 下 的 正好 是 x 十 y, 试 求 这 两 个 数 . 
解 ”由 题 意 得 
Xxy 一 2000 十 Xx 十 y， QD 
将 内 变形 分 解 得 
(Xx—1)(y—1)=3X23X29, 
由 x、y 是 两 位 数 且 x 二 y 知 ， 
TX 一 1 二 23 文 一 1 一 429， 
ty 1-87 {ly 1-609. 
一 24 工 一 30， 
\ 一 88 或 { ,一 70 为 山 的 两 组 解 . 
例 22 (第 7 澡 间 斯 科 数 学 奥 林 瑟 克 试 题 ) 求 方程 
zy=7T xy+y (x) 
的 整数 解 . 
解 ” 将 (x ) 移 项 配方 得 
(Xx—y) 十 (x 一 了 站 十 (y 一 1) "二 2. 
易 得 它 的 整数 解 为 (x,y) 二 (0,0),(0,1),(1,0),(2,1),(1,2) 及 (2,2). 
例 23 (1994 年 北欧 数学 奥林匹克 试题 ) 求 所 有 正 整 数 ?<<200, 使 得 天 十 (2 十 1 是 一 个 完全 
平方 数 . 
解 设 庆 十 (2 十 1 一 名 (EN ), 则 (n,n 十 1,8) 为 -一 勾 股 数组 . 
由 (n,n 十 1) 一 1 知 存 在 stE€E Ni (s 半 )， 
7 一 LS 
全 和 | CT) 
二 8 十 让. 
1 一 了 一 站 9 
或 | (用 》， 
R 一 呈 十 攻 . 
若 ( 了 I 了 ) 成 立 , 则 一 2st 一 (十 1) 二 0, 解 得 ;==t 十 V22 十 1， 
从 而 “22 十 1 为 完全 平方 数 . 
XX nn<200, 
则 st<<100, 关 <100， 
即 “<10， 
检验 知 1 二 2, 此 时 s 二 5,n 二 20,n 十 1 二 21,k 一 29. 
若 ( 卫 ) 成 立 , 则 5 一 2ts 一 (2 一 1)= 二 0, 解 得 ;==t 十 V28 一 1. 
从 而 ”28 一 1 为 完全 平方 数 . 
又 7 十 1<201， 
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则 ”如 < 之 100,: 之 10, 检 验 知 :一 1;,5. 
当 上 一 1 时 ,ss 一 2,n 二 3,n 十 1 二 4,&k 二 5， 
当 t==5 时 ,s 二 12,n 二 119,k 二 169. 
综 上 所 述 , 所 求 nn 值 为 20,3 和 119. 
例 24 《1998 年 莫斯科 大 学 数学 力学 系 人 学 试题 ) 有 和 多少 不 同 的 整数 对 (zx,y) ,满足 x 二 4y 十 
20257 
解 (xz 十 2y) (x 一 2y) 一 3 。57 
Xz 十 ly 二 a， 
ty 一 
了 2 十 8 
uk 
eb 
4 
欲 使 x,y 为 整数 , 须 且 只 须 a 与 5b 均 被 4 整除 . 故 a 的 可 能 值 为 土 ，5”, 其 中 =1,2,3,m 王 0， 
1 ,2. 
此 时 5 二 十 3 。5 
因 上 上 与 4 一 4 的 奇偶 性 相同 ， 故土 (一 1)*& 与 二 CD “相等 ,于 是 , 士 3 与 土 3 “被 4 除 的 余 
数 相 同 . 
又 对 任意 :EN,5' 圭 1]1(mod4)， 
从 而 a 与 6 都 被 4 整除. 
因 ”满足 ap=3: .5 的 整数 cc 有 2。5，3=30 对 ， 
故 ”符合 要 求 的 整数 对 (zx,y) 有 30 个 . 
例 25 (1994 年 英国 数学 奥林匹克 试题 ) 求 最 小 的 正 整 数 n 汪 1, 使 得 上 ,2,3 ,…,n 的 算术 平 
均值 为 一 个 完全 平方 数 . 


解 ” 因 1 十 22: 十 32 十 … 十 72 = ， 


今 


则 | 


由 题 意 得 
Tn pe (REN, ), 
即 〈z 十 1)(22 十 1) 一 6R2 ， QD 


由 n 宇 2 知 & 宇 2. 
因 2n 十 1 为 奇数 ,6k? 为 偶数 ,由 中 可 知 mn 十 1 为 偶数 . 
则 ”存在 mE Ni ,使 得 nn 十 1 二 2m, 代 全 得 


由 名 知 3jm 或 3|(4m 一 1). 
(]) 当 3|m 时 , 邻 区 一 31(LE NI),@ 变 为 1:(121 一 1) 二 色 ， 
因 G4,12t 一 1)=1， 
则 上 和 12: 一 1 均 为 完全 平方 数 . 
一 个 完全 平方 数 被 4 除 的 余数 是 0 或 1, 而 121 一 1 圭 3C(mod4), 矛 盾 . 
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从 而 mm=3tEN， ) 时 QQ) 无 正 整 数 解 ， 

(2) 若 31 (dm 一 1), 邻 4m 一 1 二 31(1E NN ) , 则 全 变 为 

1(31 十 1)= (2k)?,， 3) 
由 m 之 2 知 ! 之 3， 

由 4mm 一 1 二 31 知 ,3t 十 1 二 4m 为 4 的 倍数 , 故 存在 JEN+ ,使 得 二 4 十 1, 代 入 四 得 

(3 十 1)(47 十 1) 一 妇 ， (4) 

又 (47 十) 一 (3j 十 1)==j,(j,4j 十 1)==1， 

则 《47 十 1,37 十 1) 二 1， 

再 据 人 由 得 3j 十 1 与 47 十 1 均 为 完全 平方 数 . 于 是 存在 a,6E N. ,使 得 


3]7 十 1 二 a*， (3) 

4j 十 1 二 =， (6) 

35 十 1 二 4a?， CO 
由 名 知 5 为 大 于 2 的 奇数 . 令 bp 一 2S+1CSEN ), 则 3 十 1=12S(CS 二 1) 十 4,SCS 十 1 为 偶数 . 于 是 

3 十 1 二 4(mod8)， 
由 @,@ 知 a 为 奇数 . 再 由 刁 ,@ 知 存在 奇数 a 宇 3, 记 为 

5 一 4c 士 1,a 一 4d 士 1(c, CEN+ )， 9) 
代入 得 

3(4c 十 1)? 十 1 一 4(4q 土 1)?， 
将 上 式 展开 化 简 得 

3c(2c++1)=4d(2dt1), (0 


因 3 与 2c 士 1 都 是 奇数 ,人 @ 的 右边 是 4 的 倍数 , 故 存在 eE N+ ,使 得 c= 二 4e, 代 入 四 的 第 一 式 得 6 二 
i641, 再 代 人 @ 得 

7 一 8e(8e 士 1)， 

又 1 二 4J 十 1, 故 1 二 32e(8e 土 1) 十 1, 取 e= 二 1, 括 号 内 取 减 号 ,此 时 1 最 小 ,是 1 二 225, 代 入 区 得 二 
195, 册 由 中 得 n 一 337. 

例 26 (2002 年 台湾 数学 奥林匹克 试题 ) 求 所 有 正 整 数 n 和 非 作 整数 x ,rz ，…z， 使 得 


_ 2 : 
Se =1+7 (类 ) 
解 设 X=>zi, 著 二 和 10i=1,2,…,), 记 | fiz 二 1 1 二 a,1{i 计 zx 二 0)|=6, 则 (x ) 改 写成 
da’ 
4 一 1 十 机 十 1 
易 知 a 关 1, 则 由 上 式 得 


47 十 1 一 4(a 二 1) 十 -全 ， 
a—1 


解 得 a 一 5,n 二 6. 
假设 存在 某 个 i, 使 得 x; 之 2, 则 


X+1< mr 。X“ ， 


于 是 “1 入 生生 让 


， - F. 二 ; ~ 和 ‘ ' i Ce . 这 有 " i 7, 。 
四 时 下 : 四 有 站 - Er 
. 由 | 相 | : 
有 人 四 本 - CE - 罗拉 | 
| : wi 人 
， ， 3 本 , Pr | 


奥 划 经典 ~ 


即 X 之 n 十 二 ,由 X 为 整数 知 X 之 x 十 1. 


El 


从 而 xe 


< 人 < 


Tri， 由 此 得 久 志 4 十 n, 故 X<S27. 


即 1 二 1 填 十 
1 


"XX 
由 Pe 1 = ~ CdS 


有 1 人 lil 


于是 tn 


厂 XxX;E{l,2),1 二 1,2,: 
设 |{i|zxi 二 2) 抽 iy) 二 n 一 5, 则 (Cx ) 化 为 


36b 十 n= 二 1 十 一 一 (6 十 n)“. 


dn TI 
故 nn 二 1 了 十 和 0 一 1] ,7 一 2. 


(1)n=6 时 , (Cx 9 3 ,ayz6) 一 (0 1, 1 1 1)( 10 1 ii) (1 10 1 1 1) 1 1， 


0,1,1) 人 (1,1,1,1,0,1) 或 (1,1,1, 1, 1,0); 
(2)n=2 时 , (xi ,TX ) 二 (1] ,2) 或 (2,1). 


6. 善于 运用 各 种 方法 来 配合 求解 


例 27 (1986 年 第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 题 ) 十 进 制 的 日 然 数 a 由 2 个 相间 的 数字 z 组 成 ,而 
数 5 由 2 个 相同 的 数字 y 组 成 , 数 c< 由 2n 个 相同 的 数字 组 成 . 对 于 任何 n 之 2, 求 出 使 得 十 b 二 c 


成 立 的 数字 zy，z. 
解 设 a 一 Zr…p7 一 工 。 11…]， 


Te 


nn 个 ni 个 
p= yy""*y=Yy LJ ]1.…，*] ， 


Te 

7 个 n 个 
5 一 ZZ… 之 一 之 。 ll., 
Te A 


7 个 2n 个 


出 Xx， 11…1 十 y 。 lv1 一 xz。11.…]， 
7 个 n 个 a 
即 x 11.: ll y= z(10” 十 1)， 


a 
(x 9z)11.l1 “1—2z—y. 


a 


nn 二 2， 


“一 9 一 0， 
故 (> 或 <2z 一 y 二 11， 
2z— Yy 王 00, 2 gp] 
一 gz 一 上 


， ha 
网 站 
A& 


症 玉 所 台 。 辽 六 座 井 和 凤 沿 区 


怪 沪 捷 台 。 尘 洪 座 齐 肯 商 殴 0 


A 入 
解 之 ,得 


T= 二 3,y 二 2,Zz 二 1 ,Nn 之 2;X 二 6,y 二 8,Z 一 4,n 之 2; 


7 一 ,yy 一 3,z 一 (7 一， 

例 28 (1988 年 第 14 届 全 俄 数学 奥 林 匹 殉 题 ) 证 明 对 每 个 自然 数 ”方程 

(x 十 V3y)" 二 V1 十 V3 没有 有 理 数 解 + 和 y. 

解 ” 设 存在 有 理 数 x 和 y ,满足 等 式 

r+V3y= V1+V3, 

于 是 (x 十 V3y)? 二 1 十 V3， 

即 十 3y 一 1 二 (1 一 2xyY3. 

因为 数 x 和 yy 是 有 理 数 ,而 V3 不 是 有 理 数 , 故 数 x 和 y 满足 方程 组 
1]—2xy=0, 
7 二 3y 一 1 二 0. 

Ox47r ,得 47z 十 l2x’y 一 4x 二 0 

由 中 得 ”4x y=] 


OOOO 


对 于 任意 自然 数 n 的 情况 ,如 果 存 在 自然 数 n 和 和 有理数 x 和 yy, 使 
(xz 十 V3y)7" 一 V 1 十 V3 
成 立 , 那么 利用 二 项 式 定理 将 上 式 左 端 展开 ,就 可 以 知道 必 存 在 有 理 数 x; 和 ,使 等 式 
洲 ] V3y, — VY 1-vV3 
成 立 , 这 与 已 证 的 n= 二 1 的 结论 矛盾 . 所 以 ,问题 的 结论 得 证 . 
例 29 (1994 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 求 适合 以 下 条 件 的 所 有 函数 f:[1,520)->| 1,00). 
(DD Foz) 雪 2(0z 十 1); 
(2) f(z+ DD) = 二 TL 1] 


解 ” 显 然 函 数 f(x)= 二 x 十 1 为 所 求 的 -一 个 解 . 下面 证 明 f(x) 一 x 十 1 是 本 题 的 惟一 解 , 即 证 
g(rT)= fr) (rT1)=0 
恒 成 立 . 
事实 上 ,我 们 可 把 f(x) 的 条 件 
1< FF(Cz)s2(z 十 1)， 
f(x+D) -LT 


转变 为 g(x) 之 条 件 
1<g(z) 十 xz 十 1 委 20z 十 1)， 
BCz 十 1) 十 区 十 2 一 4 CD 十 人 zi) 一 1 


即 ” 一 x 委 pg(Cz) 委 十 1， 


(Cg(z)) 并 十 2(x 十 1)g(z) 十 (十 1 六 一 1 一 工 ( 工 十 2) 
gfT 十 1 一 一 一 一 一 一 一 


.省 


& 


_ (g(x)) 十 2Gz 十 LSgGCC)  gCzLgCz) 十 xz 十 2 


A 村 


注意 到 ”g(x) 十 x 宇 0, 所 以 有 起 
ZXZSgCr 十 1) 题 
BT pr) Trt rT 金 
因此 由 一 x 一 1] 二 p(x) 记 7 十 1 有 四 
LgGz)| 过 7z 十 1 家 
从 而 有 列 
y xlg(z) 二 1]| ZlgCz 十 1)| -zr+2) ” 
STITT tr rs < 2 高 
于 是 由 |g(z)| 志 x 推出 |g(x 十 1)| 志 xz 十 1. 数 
从 而 有 学 
XxX(X 十 1) 
ECzD) | ， 
评 (十 1) 十 2) 
Xz 十 3 _ XTX(X 十 1) 
设 为 自然 数 ,|g(z)|< 二 
(Xx 二 1)(zx+t+2) 
划 a(trtDIe Tat ， 


8 < xX(X 十 1) (x 二 2) (十 1) 
于 古 g(r) < 十 2 Sa rn 十 nn 十 1° 


由 数学 归纳 法 原理 ， 对 _ 切 自然 数 都 有 


CTZ 十 二 
gz) 入 . 


取 noo, 便 推出 
|g(7) | 二 0, 即 g(x) 二 0 恒 成 立 . 
这 就 证 明了 
f(x)=Xx 十 1 
为 惟一 解 . 
例 30 (1990 年 第 19 届 美 国 数学 奥林匹克 题 ) 图 数列 { 户 (Cz)} 由 下 列 条 件 递归 定义 : 
fi(x) = Vx +48, 
每 个 nn 之 1. 
fuilr)= vrt6f, (7) 
求 方程 f(x) 二 2x 的 所 有 实数 解 . 
解 ”由 已 知 得 
f(x)>0 (n=1,2,), 
因此 方程 f(x) 二 2x 只 有 正 数 解 . 
首先 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 zx=4 是 方程 


性 溢 乒 豆 ，。 注 并 应 党 和 防 在 洲 O 


十 机 轨 辞 经 
SR I 
全 

万 (z) 一 27 OD 
的 解 . 

事实 上 , 当 w 二 1 时 ,将 7+=4 代入 起 的 左边 得 (4) 二 V4 十 48 二 8; 代 入 则 的 右边 得 2X4= 
8. 因此 z= 二 4 是 f(x) = 二 2z 的 解 . 

假设 + 二 4 是 fi (x) 二 2 的 解 . 即 大 (4) 王 8 

于 是 

frrn(d)= VE+6A(N) = V4 48=8=2Xx4. 
因此 ,r+ 二 4 也 是 f.1(x) 二 2x 的 解 . 

根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 n,r==4 都 是 方程 四 的 解 , 

接着 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 ,函数 笑 S 在 (0, 十 cc) 上 是 单调 减 丽 数 ， 

事实 上 ,m” 一 1 时 ， 

f (7T) 48 

车 | Lt : 


| 显然 在 (0, -00) 上 是 单调 减 函数 . 


假设 世 * 王 在 (0, 十 ec) 是 单调 减 函数 . 于 是 


PC /1 5, Lo) 
是 区 二 
在 (0, |-o0) 上 也 是 单调 减 丽 数 . 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 ,函数 全 卫 在 (0, 二 0) 上 都 是 单调 碱 函 数 , 从 而 全 一 


2 在 (0, 十 2o) 土 只 有 惟一 解 + 二 4. 
例 31 (1994 年 爱尔兰 数学 奥林匹克 题 )w',a,b,c 是 两 两 不 同 的 实数 ,已 知 存 在 实数 x,y,z 满 
十 YY 十 < 一 |， 
ra 二 yb 十 zc 二 wf， 
| ， 
Ta 十 yp 十 zc 二 ww. 
请 用 c,p,c 表示 忆 ， 
解 ” 由 题目 方程 组 的 第 一 个 方程 知 ,x,y,z 不 全 为 去 ,不妨 议 > 天 0. 
由 题 量 方程 组 的 第 一 个 方程 得 
工 一 上 一 (y 十 <)。 
将 上 式 代 人 题目 方程 组 的 后 三 个 方程 ,分 别 有 
yb a )+z(c —a)—u —a’, 
je —a ) Tz 0 ) wa, 
ypi—a!)+z(c ma )=w —a'. 


由 。( 基 十 性) 一 起 ,有 


© QOO 


(a) hme) a) (bw ). 


解 题 金 钥 是 系 列 


个 ， (上 一心) 一 国 ， (人 一 民 ) ,经 化 简 , 可 以 得 到 
《p 一 ct 一 CCc 一 0 十 ac 十 bc)z 一 (一 0 一 tu 一 Cap 十 aro 十 Zoo) ， 


(plc—a)(abtactbc) z= OO—w) (rw—a) (abtawt bw). (©) 


由 于 a 关 c,b 关 c;z 关 0,w 关 a ,Ww 关 5; 因 此 ， 
当 ab 十 ac 十 bc 二 0 时 ,由 名 式 , 得 
20O 十 az 十 Pro 一 0， 
色 
(4 十 pt 一 一 CD， 
易 知 a 十 pp 天 0( 否 则 ,ae 十 0= 王 0, 由 上 式 . 有 apo=0, 从 而 有 <=0 或 5%=0, 代 人 a 十 5b 二 0 中 得 a 二 5 二 0, 与 
4 天 0 蔬 盾 ). 所 以 
ab 
atp 
当 ap 十 ac 十 bc 关 0 时 ,由 二 全 ,有 
Ccta pt _ (wta) btw) 
ap 十 ac 十 pc ap 十 at 十 pro 


上 式 两 端 都 减 去 1, 得 


T! 一 


ww 
cp 十 cc 十 pe ap 十 co 十 Po 
去 分 母 , 有 


(ap 十 ac 十 pe)tzr (a+ w. ac 一 0， 
即 

(一 c)| (cp 十 ac 十 pe) 十 apcj 一 0， 
由 w 冯 < ,得 

(ap 十 ac 十 pe) 也 一 一 apc， 


即 
,ab 
abtactpe 
综 上 所 述 , 我 们 有 
-2 当 ap 十 ac 十 pc 一 0 时 ， 
w= | 
— 当 cp 十 ac 十 Ac 天 0 时 . 
【 解 题 尝 试 】 
A 组 


1. (1996 年 第 28 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 如 果 a,B,Y 是 方程 7’ 一 x 一 1==0 的 根 , 求 


证 演 攻 了 ，。 妆 凑 谎 刘 艇 认 汶 0 


酝 灵 后台 。 冯 并 和 乾 也 清 芍 O 


人 


2.《1990 年 匈牙利 数学 奥林匹克 题 ) 求 方程 Lx? -一 2x]==[x 了 一 2[xj 的 实数 解 . 

3. 《1987 年 第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 求 方程 x? 一 8[ zj 十 7 二 0 的 全 部 解 . 其 中 [x] 表 示 不 大 于 x 
的 最 大 整数 . 

4. (1994 年 第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) 对 实数 x,[xj 表 示 不 超过 zx 的 最 大 整数 部 分 . 求 使 [logz1j 十 
[logz2j 十 [logz 3j 十 … 十 [logznj 二 1994 成 立 的 正 整数 n. 


5. 解 方 程 V 1 一 VX 十 Vr 二 Vii4l. 


6. 求 方程 zx V14 一 3 一 y V21 一 37 一 7V2 的 整数 解 . 
7. (1994 年 保加利亚 数学 奥林匹克 题 ) 求 下 列 方程 的 所 有 整数 解 ， 


cos(-& (37— V9zr +1607r+800))=1. 


8. 《1993 年 第 6 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 题 ) 实 数 a.8 满 足 方程 组 
a3e 十 5 一 17 二 0， 
访 一 3 护 十 58 十 霸王 0. 
求 a 十 
9. (1988 年 第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 题 ) 试 问 要 使 下 列 方程 组 
Sinzi 十 Sinzrs 十 … 十 Sinz 一 0 
| SINT 十 2sin72 十 … 十 SIDTY 二 100 
有 人 解 ,n 的 最 小 值 是 多 少 ? 
10. (1989 年 第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 求 使 方程 组 
ax +br+c=0 
bx +crtia=0 
crx: 十 ax 十 6b 二 0 
有 实数 解 时 ,系数 a,b,c 之 间 的 关系 . 
11. (1982 年 第 14 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 知 方程 一 x 一 x 一 1 二 0 的 根 为 a,b,c. 证 明 : 
(1)a,b,c 互 不 相同 ; 


1982 — bis2 pie .1982 1982 1982 


(00 二 一 十 十 一 一 人 一 为 整数 


Ca 


SO 


12. (1989 年 奖 尔 兰 数 学 奥林匹克 题 ) 设 a 为 正 实数 ,5 二 (a 十 Vaal)3+(a— Va +1)3 ,求证 :5 
是 正 整 数 的 充 要 条 件 是 4a 为 二 ma( 妈 十 3) 形 式 的 正 整数 CnE N; )， 


B 组 


jh 


.〈( 第 51 届 捷 到 和 斯 洛 伐 死 数学 奥 林 匹 区 (决赛 ) 题 ) 在 实数 范围 内 求 a,b, 使 得 方程 
QT rto_ ， 
2 一 ] 
有 两 个 根 , 且 这 两 个 根 的 和 等 于 12, 其 中 重 根 算 一 个 根 . 
2.《〈 第 51 届 捷 克 和 斯 洛 伐 元 数 学 奥 林 迈 克 ( 开 卷 ) 题 ) 对 于 自然 数 n(n 宇 2) ,参数 p 为 何 值 时 ,方程 组 


CA 


~ 


《总 


晤 和 纸 碍 。 
EE 


2 
Ts 十 7 一 pA) 
至 少 有 两 组 实 根 ? 


.〈《1980 年 第 9 让 美国 数学 奥林匹克 题 ) 设 已 一 sin(rA) 十 ysin(CrB) 十 sinCrC) , 式 中 区 yz、A、 


BC 为 实数 ,而 入 十 号 十 C 为 Le 的 整数 倍 ， 试 证 :和 若 F, =F, 二 0, 则 对 一 切 正 整 数 r" ,有 F,=0. 


《第 53 届 罗 马 尼 亚 数学 奥 林 匹 元 (第 一 轮 ) 题 )(1) 设 a 是 大 于 1 的 实数 ,fg.h:R 一 R 是 实 肾 数 ， 


且 f(x) 十 g(x) 十 h(x) 之 0 对 所 有 的 TER 成立. 证明 ,a 十 qs 中 十 a*"? 一 3 有 解 的 充 要 条 件 是 也 
数 fg、\h 有 公共 的 根 . 


(2) 解 方程 S11 osmr 2 -1 十 44! -rl 二 3, 


.( 第 51 届 捷 克 各 斯洛伐克 数学 奥林匹克 (开卷 ) 题 ) 求 所 有 实 系 数 多 项 式 P(x), 对 于 所 有 实数 r， 


满足 (x 十 1)PCx 一 1]) 十 (x 一 1)P(x 十 1) 二 2xP(x). 


. 《第 51 导 捷克 和 斯 洛 人 找到 数学 奥林匹克 (决赛 ) 题 ) 设 R 表示 正 实 数 集 . 求 函数 广 R 一 R” ,对 所 


有 zyER, 有 f(rf(y))= f(ry) 二 x. 


. 《1995 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 N 是 自然 数 的 集合 . 设 f;N->N 适合 条 件 : f(1) 二 1, 且 对 任意 目 


然 数 n 都 有 
3f 6n) fF (2ntD)=f(2 (+3f(n)), 
f(2n)<6f (tn). 

试 求 方程 

fk)+ fF) =293, kk! 

的 所 有 解 . 


. 《1996 年 中 国 数 学 奥林匹克 题 ) 设 函数 f:R->R 适合 条 件 


fmtiy = rt Fm— fr) fH FY ) ,x,yER. 由 
试 证 对 一 切 zER, 都 有 
f(1996x)=1996 f(x). 


. 《1997 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 =[0,1],G= 二 {(x;,y)|xE1,y€E7T}), 求 G 到 了 的 所 有 映射 f ,使 


得 对 任何 x,y,zEI, 都 有 

(C1)F (f(r yz)= fr, fly, 2)); 

(2) F(x,1)=7,f(1,y)=y; 

(3) f(zzr,zy) 二 宅 f(7,y) ,其 中 是 与 x,y,z 都 无 关 的 正 数 . 


10. (1997 年 第 38 届 IMO 试题 ) 求 所 有 的 整数 对 (a,b) ,其 中 a 之 1,b 之 1, 晶 满足 等 式 


2 
a =. 


ar 
" ,| | 
风光 


媒 兴 所 下。 泽 漆 眠 机 让 测 玉 0 


羔 灵 发 到 。 兰 凑 记 乾 除 滑 芒 o 


5 < 


第 13 重 


最 小 .最 大 问题 的 求解 思路 


【学 习 目 标 ) 


最 小 .最 大 问题 是 数学 竞赛 中 的 一 类 重要 综合 题 型 热点 题 型 . 这 类 题 的 载体 可 以 是 初等 数论 、 
中 学 代数 各 学 科 、 中 学 几何 各 学 科 , 组 合 学 初步 各 分 支 中 的 知识 ,这 类 题 可 用 选择 题 、 填 空 癫 .解答 
题 .证明 题 来 呈现 . 

求解 这 类 问题 , 既 需 要 掌握 扎实 的 各 学 科 基 础 知识 ,又 需要 掌握 一 些 求解 的 策略 与 思路 . 


【 解 题 钥匙 ) 
1. 先进 行 试探 推导 ,再 构造 确定 


例 1 (2000 全 国 高 中 联赛 题 ) 平 面 上 整 点 (纵横 坐标 都 是 整数 的 点 ) 到 直线 y 一 立 z 十 二 的 距 
离 中 的 最 小 值 是 ( ). 


/34 /534 、1 1 
A. -70 D. ~85 C36 D. 36 


解 选 B. 理由: 设 整 点 为 (zy， 芒 )， 则 它 到 直线 2Sz 一 157 十 1 三 0 的 距离 为 d= 
loz Sw tol A -et 由 于 aymEZ, 故 25m 一 15y 是 5 的 倍数 ,于 是 有 |25zo 一 
15W 十 121 之 2 

而 当 吉 二 一 1,yo 二 一 1 时 ,125zxo 一 15yo 十 12| 二 2. 

所 以 ,所 求 最 小 信 为 3， 

例 2 (1989 年 第 ?7 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) 如 果 a 二 4 二 c 二 d<<e 是 连续 的 正 整数 ,6 十 c 十 d 是 元 
全 平方 数 ,a 十 b 十 c 十 d 十 e 是 完全 立方 数 ,那么 c 的 最 小 值 是 多 少 ? 

解 由 于 a,6,c,d,e 是 连续 的 正 整数 ,因此 

十 5 十 妈 一 3cyad 十 0 十 c 十 @ 十 e 一 5c， 

根据 题 设 ,我 们 可 议 

3c=m (mE N), (D 

5r 一 六 (EN)， 3 

由 得 m 是 3 的 倍数 ,从 而 < 也 是 3 的 倍数 , 再 由 名 得 n 是 3 的 倍数 ,从 而 c 是 3 二 27 的 倍数 . 
又 由 @ 得 nn 是 5 的 倍数 ,从 而 < 是 25 的 倍数 . 故 c 是 25X27 的 倍数 ,从 而 c 之 25X27. 

另 一 方面 ,c 二 25X27 时 ,能 使 ,成立 ,从 而 满足 题 设 条 件 . 因此 c 的 最 小 值 是 25X27==675. 

例 3 (1988 年 第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) 已 知 |x; | 二 1,i1 二 1,2,…,n. 又 设 


EE 


I 十 [x2 二 十 [zw | 二 19 十 |zi 十 Xz 十 十 41， 


~ 


填 么 整数 守 的 最 小 值 是 多 少 ? O 

解 ” 由 已 知 可 得 着 

> 17 | 六 > <» | 7 | < (WD 全 

但 21r -| Yl=19, (OW 是 
故 得 n> 19,， 
从 而 有 ”7 之 20. 。 
计 ,1<i<10， 

男 一 方面 , 当 nn 二 20 时 ,我 们 取 Xi 19 数 

一 36 ,1 < <20. 学 


则 ziyr ,zz 满足 题 设 的 所 有 条 件 . 

综 上 所 述 ,所 求 的 整数 ”的 最 小 值 是 20. 

例 4 (1997 年 上 海 市 高 中 竞赛 题 ) 设 S 二 人 {1,2,3,4),n 项 的 数列 ;al ,as，,…,a, 有 下 列 性 质 , 对 
于 S 的 任何 一 个 非 空子 集 B(B 的 元 素 个 数 记 为 1B|), 在 该 数列 中 有 相 邻 的 |B| 项 恰好 组 成 集合 B， 
求 的 最 小 值 . 

解 ”1 的 最 小 值 为 8. z 

首先 证 明 S 中 的 每 个 数 在 数列 aj ,as ,…,a, 中 至 少 出 现 2 次 . 

事实 上 , 若 S 中 的 某 个 数 在 这 个 数列 中 只 出 现 一 次 ,由 于 含 这 个 数 的 二 元 子 集 共有 3 个 ,但 在 数 
列 中 含 这 个 数 的 相 邻 两 项 至 多 只 有 两 种 取 法 ,因此 不 可 能 3 个 含 这 个 数 的 二 元 子 集 都 在 数列 相 邻 两 
项 中 出 现 , 子 盾 . 

由 此 可 得 ,之 8. 

另 一 方面 ,数列 3,1,2,3,4,1,2,4 满足 题 设 条 件 , 且 只 有 8 项 ,所 以 ,n 的 最 小 值 为 8. 

例 9 《1991 年 第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 题 ) 设 数 之 19 ”9 X1991 满足 条 件 ] X12 | 十 …: 十 


| x jg90 1991 ] 一 1991 , [和 Vk 一 二 (az 二 二 TX) k= ,199]. 
试 求 如 下 表达 式 所 可 能 取得 的 最 大 但 : 
| yy V2 ] 十 … 十 | yieon Yi991 |. 
解 对 上 二 1，,… ,1990, 我 们 有 关系 式 
| ye — yeti | 
二 Cr fe) 十 下 十 p41 ) | 
k R 十 】 


| 
| ] 


yy 十 十 一 大 1 ) | 


< [Ti 一 Z| 二 21x2 一 | 十 … 十 ki 一 1 |j， 


-上 
RAR 十 ]) 
由 此 得 到 

| yi —— Y2 十 *… 十 | yi990 ~ Yl991 ] 


] ] | 1 
ln-n|(T.313.3+""+1og00. 1001 ) 十 212 za | ( 73 十 十 


1950 » 1591 ) 


芋 夺 - 姓 下， 冯 漆 商 乾 和 骨 认 区 o 


ry 
六 


间 5 a: i 
A 入 


十 … 十 1990| zj990 一 工 1991 1 
1990 
rl(! 591) + la | (1 一 二 十 ls 一 Too | (1 一 1991 ) 


< 1991。 (1 一 1 一 1990， 


所 得 的 估计 ,可 在 六 ] 一 1991 ,ra 一 … = X09] 二 0 时 取得 , 故 所 求 的 最 大 值 为 1990， 

例 6 〈1994 年 上 海 市 竞赛 题 ) 设 自然 数 n 宇 5,n 个 不 同 的 自然 数 wi ,az ,…,a, 有 下 列 性 质 :对 集 
Pa 

一 人 aiyca … 0 
的 任何 两 个 不 同 的 非 空子 集 A 和 B,A 中 所 有 数 的 和 与 B 中 所 有 数 的 和 都 不 会 相等 . 在 上 述 条 件 下 ， 
求 

二 


的 最 大 值 
解 不 妨 设 w < <…<or 
先 证 明 对 任意 自然 数 sn, 都 有 定之 一 1 © 


用 反 证 法 . 车 总 a 过 2 一 1, 则 (a1,a2,…,as} 的 每 个 非 空子 集 的 元 素 和 不 超过 2 一 2. 但 {a1,a2， 
…,ae} 有 2 一 1 个 非 空 子 集 ,根据 抽 民 原则 , 必 有 两 个 非 空 子 集 的 元 素 和 相等 ,这 与 题 设 矛盾 . 故 所 证 


结论 只 成 立 ， 
es: 
去 十 二 十 …… 十 二 所 1 十 却 十 十 2 一 2 一 过 © 
事实 上 
_ .jn—1 
一 ( 闻 十 庆 十 十字 ) 一 人 一 十 久 C4. ， 
ul Ur Un Ul 9 2 Un 


k 
今 C= ,d=a—271,D,— Yd. 
2 ui 1! 二 | 


显然 C1 之 C2>…>G, ,De = 一 1 十 2 二 二 2) 二 a 一 (2 一 DD 之 0， 
于 是 我 们 有 


(二 十 二 十 … 十 二 ) 一 2 ca 
1 2 Un i=1 
= DC CD —D;)+ 二 CD,— DD,1) 
一 (人 一 (2 ) DD) 十 (Co 一 (3 ) D; 十 十 CC 一 (Co 十 人 了， 


之 0， 

故 凶 式 得 证 ， 
en 当 S$S=(1,2， i | 题 设 条 件 成 立 . 此 时 有 
村 十 二 上 十.， 十 二 一 一 2 一 二 


奥 莫 经 典 yy 
和解 题 人 金 乌 是 系列 


因此 所 求 的 最 大 值 是 2 一 


例 7 (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 100X 25 的 长 方形 表格 中 每 一 格 填 入 一 个 非 负 实数 ,第 i 行 
第 ) 列 中 填 入 的 数 为 x; (i 一 1,2,…,100;] 一 1,2,…,25)( 如 表 1), 然而 将 表 1 每 列 中 的 数 按 由 大 到 
小 的 次 序 从 上 到 下 重新 排列 为 zx; 这 7x2j 实 … 守 Tio00; (j= 二 1,2,*… ,25) 


《如 表 2) 求 最 小 的 目 然 
在 表 2 中 就 能 保证 
S71 
成 立 . 
解 上 & 的 最 小 值 为 97. 


事实 上 ,如 果 我 们 取 


< 1 . 
24 ,其余 的 i. 


(j=1,2,.",29) 


那么 ,我 们 有 z=0+24X 识 = (1=]1,2,*…,100) 
满足 题 设 条 件 . 重 排 后 有 


} . 
,| < 96,， , 
i -i Dil (j=—=1,2,."*,25) 


0,97 委 ;和 妥 100， 
这 时 


25 1 
2 =25X 
pe 


34>1(1<1<96). 
故 上 的 最 小 值 宇 97. 


男 一 方面 ,因为 表 2 的 后 三 行 一 共 只 有 75 个 数 ， 在 表 1 中 有 100 行 , 所 以 表 1 中 至 少 有 一 行 , 它 


的 所 有 元 素 都 在 表 2 的 前 97 行 . 不 妨 设 表 1 的 第 ”~ 行 的 所 有 数 


.rr,2 9 9 Tr,25 

都 在 表 2 的 前 97 行 中 出 现 . 于 是 , 当 :之 97 时 ,我 们 有 
xs (j=1,2,. ,25), Snir 
综 上 所 述 ， 可 知 所 求 的 上 的 最 小 \ 值 为 97. 


例 8 (1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 对 于 正 整 数 cn, 定义 
了 (cd 一 0 十 7 


此 淡 - 吾 于 ， 冯 湛 调 车 和 聊 亡 收 O 


上 尾 溢 丘 慌 。 演 洪 调 班子 订 惟 OO 


去 


和 经 


其 中 g,r 为 非 负 整数 ,a 二 gq ", 且 0 和 rr<n. 
求 最 大 的 正 整 数 A, 使 得 存在 正 整 数 nn ,no ,za ,mn ,ns ,ns ,对 于 任意 的 正 整 数 w< 委 A, 都 有 
Fs CE CP CFs (CF, CF (a))))))=1. 
证 明 你 的 结论 
解 ”将 满足 条 件 “ 存 在 正 整 数 ,ns，… ,ni ,使 得 只 要 正 整 数 a 夺 B, 就 有 
Fs CF, CCF Ca) ))=1 
的 最 大 正 整 数 B 记 为 Xx， 
显然 ,本 题 所 求 的 最 大 正 整数 4 一心 . 
(1) 先 证 x 二 2. 
什 实 上 ,Fo(1)= 二 1,F(2) 二 1, 所 以 x 宇 2. 
而 当 训 之 3 时 ,FPF (2)==2,F2(3)=2,f1(2)=2, 所 x 二 3 
于 是 ,我 们 有 zi 三 2. 
(2) 设 x 已 求 出 , 且 x 为 偶数 ,显然 式 宇 zi 二 2. 显然 ,ze 满足 的 必要 条 件 是 :存在 站 ,使 得 只 
要 cas, 就 有 已 (a) 所 zh. 
令 ze 二 qn 十 刻 则 也 (zt) 二 gq 十 rh， 
Tir! gn 十 SO Tr gq—=r gn —1). 
若 取 如 二 2, 则 x 二 2 之 x 十 2. 由 此 可 得 
g(n 一 1) 之 2,g 之 1 ,nl 之 2. 


于 是 
0<(g— Dndtn—l=aqm—1l<xhi. 
因此 
F, ((g—1)n 十 7 一 下 一 9 十 7 一 2 委 . 必 ， 
故 有 
加 tb mil rR ml 
gm p< (i “) 1<[( (3 ) ]=[ 且 + 党 + 二 
2 
因为 x 是 偶数 ,所 以 glm 一 D) 委 二 十 学 
又 由 ie Js 委 必 十 dgO 一 1) 得 Tk ,过 x 十 生 一 


另 一 方面 , 若 取 闷 一 闻 十 2, 则 
3 十 6) A , 
4 2 


i , 今 4d = gnl 十 7 ,邦人 么 


站 十 2 


gl1,ren 一 1= 学 十 1 


EE 
以 上 两 种 情况 下 ,都 有 4 十 r 福 me, 即 Fy (4). 
综 上 所 述 ,我 们 有 
(十 6) 
一 4 人 
因为 是 偶数 ,所 以 x 十 6 也 是 偶数 .并且 和 .站 十 6 中 必 有 -一 个 是 4 的 倍数 ,从 而 Xi 《Xxx 十 
6) 是 8 的 倍数 , 故 得 x 是 个 数 ， 
这 样 ,根据 数学 归纳 法 原理 ,我 们 证 明了 递 推 关系 式 : 
CA 十 6) 
4 


k+l 


(kk 二 1 ,2， Some )， 


.1 —2 ,Th+1 


由 这 个 关系 式 不 难 通过 计算 逐次 得 到 

x =4,73=10,7x1=40,7; =460,7 一 235090， 

故 所 求 的 最 大 正 整 数 A==53590. 

例 9 (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 给 定 正 整数 ,已 知 用 克 数 者 是正 整数 的 & 块 夸 码 和 一 人 台 天 和 平 
可 以 称 出 质量 为 1,2,3,…n 克 的 所 有 物品 . 

(1) 求 点 的 最 小 值 f (1). 

(2) 当 目 仅 当 半 取 什 么 值 时 ,上 述 Fa) 块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟一 确定 的 ? 并 证 明 你 的 络 论 , 

解 〈1) 设 这 上 块 硅 码 的 质量 数 分 别 为 ui ,az ea , 且 Ta 云 中 过 … 委 cdEZ 1 和 过: 委 4. 因 
为 天 平 两 端 都 可 以 放 硅 码 , 所 以 可 称 质 量 为 

Sra rE{—1,0,1). 


若 利 用 这 皮 块 夸 码 可 以 称 出 质量 为 1 ,2,… ,7 的 物品 , 则 上 述 表 示 中 包含 有 1,2,…,n. 由 对 称 性 
易 知 ,也 包含 有 一 1, 一 2,…, 一 n. 因此 


上 
(riailzi€E {1,0,1) } 汪 {0, 土 1, 土 2,…, 土 nn). 


由 于 在 集合 (多 wa; | {一 1,0,1} ) 中 的 元 素 个 数 不 超 过 3 个 ,而 在 集合 {0, 士 1 十 2,…, 士 串 中 
共有 2n 十 1 个 元 素 ,因此 


3 一 1 


3 之 2n 十 1 ,n 寺 7 。 


zi- Pi 
着 n>1,mED, 则 Am 


3 ] —] 
2 


另 一 方面 , 若 下 汪 (mn 之 1,mE 2), 则 我 们 可 以 取 mr 据 夸 码 :a1 二 1,2 一 3,…， 


dn 一 来 称 出 ] .2 。……:7 克 的 所 有 上 
事实 上 ,由 数 的 .: 进 制 表 示 可 知 , 对 任意 0 所 Pp 筷 3” 一 1, 邦 存在 y: © 10,1 ,2) ,1< ;< 委 六 ,使 得 


< 过 nn 二 


pa 

1 i; 
p= 2y3 ， 

1. | 


从 而 有 -ey ‘37 33 = yD 


2 


心 流 执 下。 闻 洪 了 您 汗 秒 税 光 O 


谋 寻 丘 台 。 了 凑 训 滥 了 凤 汪 车 0 


各 赛 经 典 


a -9 , 关 贡 : 2 
区 局 解 题 金 钥匙 系列 


因为 ns 上 所 以 对 任意 的 LE 1 ,nn} ,都 存在 x ,1<<i 志 mm, 使 得 


一 >。 。3' 一 Dra 


这 就 是 说 ,用 质量 为 1,3,…,3 ”的 闫 个 夸 码 ,可 以 称 出 质量 为 1,2,…,n 的 所 有 物品 ,其 中 nn 专 
3" 一 1 
5 


综 上 所 述 ,可 知 的 最 小 值 Fa) 一 mm 其 中 闫 满足 不 等 式 于 一 1 一 n< 衬 于 1 


2 
(2) 先 证 明 当 一 < < 时， 了 (nn) 块 夸 人 码 的 组 成 方式 除了 在 (1) 中 已 经 说 明 的 一 种 方式 : 
1 二] ,a CO—3,* * i 以 外 ,至 少 还 有 一 种 方式 : 


aa 一 1,az 一 3 0 一 3” 一 1. 


ge 一 , 则 由 (1) 可 知 , 存 存 x;€ {一 1,0,1) ,使 得 


<n 坟 


m-l] PD1— | 
(二 Yi*3 ”一 5 “3 十 0。(3” 一 1). 
一] ?7 


ml 
车}</<n< 1 +1< ， 


于 是 由 (12) 知 ,存在 x;€ {一 1,0,1) ,使 得 
+ l= > + 371, 

并 且 必 有 ”x 一 1. 于 是 
=D 351 十 1 。(3”!1 一 1). 


因此 ,用 蔽 码 ai 二 1,a2 二 3,… am- 二 3”“,anm 二 3” 一】 能 称 出 质量 为 1,2,…,n 到 的 所 有 物 
品 . 从 而 此 时 了 (nn) 块 夸 码 的 组 成 方式 不 惟一 . 


再 证 明 当 n== 汪 二 时 ,f(n) 块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟一 的 , 即 a 二 3 (1<i<<m). 


事实 上 , 若 块 奔 码 a1 ,42，…,an 可 以 称 出 1,2,…,n 二 一 克 重 的 所 有 物品 , 则 对 每 个 一 


(= Prai, rE{—1,0,1). 
因此 
(Srailz€E{—1,0,1})20, tl + 
注意 到 上 式 左边 集合 中 最 多 有 3” 个 元 素 ,而 右边 集合 中 恰 有 3” 个 元 素 , 于 是 ,我 们 有 
> 一 ,十 六 一 
(SriailrE{—1,0,1)}= (0,+t1, ,十 7 } 


并 且 多 a 二 >. 


将 集合 的 每 一 元 素 都 加 上 一 ,得 


[LE 四 
| . 本 人 四 ， 
Ls 四 i 
. " el i 和 站 -= 
| BE | 和 
: i » 和 而 了 =- 
人 本 
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解 题 金 钥匙 系列 


(Oriait Da [XE{—1,0,1) ;=40,1],2,.…… 3" 一 1}. 
Bh (yas ly Et0,12 ={0,1,2,...,3"—1). 
并 且 对 于 每 个 LO<s 委 3 一 1) ,都 可 惟一 地 表示 成 /=> yar. 不 妨 设 wa<az<…<a ,因此 al 是 集 


合 10, 1 2…… 3 一 起 中 的 最 小 正 整数 ， 即 1 二 1. 设 Ul 一 ],az 一 3a, 一 3 ; 则 a 一 3 一 1, 从 而 


as+1 应 是 大 于 3’ 一 1 的 最 小 正 整数 ,因此 a,4) 一 3 
由 数学 归纳 原理 可 知 si 一 3 9 1 过- 入 -77 


综合 以 上 可 知 , 当 是 仅 当 zx 一 一 于 时 ,上 述 fCn) 块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟 -- 确 定 的 
2, 运用 函数 性 质 


例 10 (2001 年 湖南 省 竞赛 题 ) 符 图 数 sinwz(ro>>0) 在 区 间 [0,1j 上 至 少 出 现 50 次 最 大 值 , 则 w 
的 最 小 值 是 (。 ). 


A. 98n B 


上 炉 洋 卫 避 ， 浊 洪 府 得 聊 厢 改 0 


197 、 199 
。 7 (. 2" DD. 100x 
解 ” 选 B. 理由 :由 于 正弦 函数 在 一 个 周期 内 出 现 1 次 最 大 值 ,从 而 由 /二 示 二 汇 , 并 注意 到 可 


在 端点 1 处 取 最 大 值 , 即 知 选 B. 
例 11 (2000 年 湖南 省 竞赛 题 ) 设 变量 z 满 足 不 等 式 刀 十 pz 委 一 rz (6 过 一 1), 有 年 f(x) 二 十 


pz 的 最 小 值 是 一 于 ,求实 数 忆 的 值 . 
解 ”由 妇 十 (6 十 1)z<0 及 < 一 1 可 解 得 0 过 x 过 一 避 十 1). 
加 bs bb 
XX f (7)= (r+) re 


当 一 (6 十 < 一 区 , 即 一 2 一 < 一 1 时 , fx) 在 [0, 一 (6 十 1)] 上 单调 递减 , 则 有 [一 (6 十 1)1 为 最 
小 值 , 即 (一 6 一 1 一 ( 儿 十 1)* 一 地 六 =b 十 1 一方 , 求 得 p 一 一 广 E[ 一 2, 一 器 


当 一 他 过 一 (6 十 DD), 即 5 必 一 2 时 ,f(zx) 在 [0, 一 (6 十 1)] 上 单调 递增 , 则 六 一 全 ) 为 最 小 值 ， 


~, bb pb ] 。 


故 所 求实 数 的 值 为 一 六 

例 12 (1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 给 定 曲 线 族 

2(2sin0 一 cosg 二 3) 性 一 (8sin0 十 cos 二 1)y 一 0， 

其 中 2 为 参数 . 求 该 曲线 族 在 直线 > 一 2z 上 所 截 得 的 弦 长 的 最 大 值 . 

解 显然 ,该 曲线 族 恒 过 原点 ,直线 y 二 27 也 过 原点 ,因此 ,曲线 族 在 y= 二 27 上 所 截 得 的 强 长 取 
决 于 曲线 族 与 y= 二 2x 的 另 一 交点 的 坐标 . 


把 y= 二 2x 代入 曲线 族 方程 得 
(2sinb0 一 cosb 十 3) 刀 一 (8sin0 二 cos 十 1)7z 一 0. 


证 巡 玫 可。 包 沁 证 本 秒 商 入 OO 


奥 酉 经 典 


OE 


注意 到 


2sing_ cosb 二 3 一 V5sin(b_aretg > ) 十 3 关 0， 


所 以 当 .zz0 时 .有 


加 8sinl 十 cosO 二 | 
人 cost+ 3" 


1 


IF 


今 ” sin0 一 ey -< cosg 一 
8 十 | 
2w 十 2u 十 1 
27u 十 2(X 一 4)w 十 (Xx 一 1) 二 0. 
由 xER 知 , 当 rt 关 0 时 ， 
A 一 [| 2(7r 一 4) 下 一 8zrGCz 一 ]) 一 4( 一 性 一 6x 十 16) 之 0， 
即 x 二 6x 一 16 守 0 县 天 0. 
8xr<2 HH 7z0. 
所 以 |x lm = 83. 
由 y= 二 27 得 |y|mx 一 16. 
故 所 求 弦 长 的 最 大 值 为 V8 十 16 ==8V5. 
I} 0 10 


例 13 《1995 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 试 求 2 和 和 | (x 十 y 一 102)(37 一 6y 一 36j)(19x 十 95y 一 


95 有 8 的 最 小 值 ,其 中 zy 是 任意 实数 | 
解 ” 记 题 中 表达 式 为 FCz,y), 则 


F(xr,y) =5711 fi(lr,y), 


则 z= 


其 中 广 (一 1 十 y 一 105| jx) 一 > {x—2y— 12)|,f; (zy) 一， > I+ 十 5y 一 Skjk. 
设 a 二 2 二 … 二 ai 为 n 个 实数 , 记 
HH 二 dmt+]1?* 当 n= 二 2m 二 1 时， 
Qn Kant1; 当 n= 二 2m 时 . 
g(D)=> a2 nal = 
这 就 是 说 ,函数 g() 在 t==4 时 达到 最 小 值 . 因此 
当 (x ,YED ={(r,y) 150R7r+y60} 时 ,fi (zy) 达 到 最 小 值 ; 
(x WED, ={(z;y)160 之 x+ 一 2y 过 72) 时 ,f(x,y) 达 到 最 小 值 ; 
当 (x,y)ED, 二 {(r,y)|Xx 二 5y= 二 39} 时 ,f(r,y) 达 到 最 小 值 . 
又 因为 (55, 一 人 EDNMmD; 门 蚤 ,所 以 fi,f2,fs 在 点 (55, 一 4) 处 同时 达到 最 小 值 ,从 而 F(x,y) 
在 点 (55, 一 4) 处 达到 最 小 值 . 


3. 利用 著名 不 等 式 


例 14 (2003 年 安徽 省 竞赛 题 ) 若 不 等 式 Va 十 V 扫 ja Va 十 攻 对 所 有 正 实数 a.b 都 成 立 , 则 滩 


EE 六 


的 最 小 值 是 ( ). 

A.2 B. V2 C, 21 D.4 

解 ” 选 C. 理由 ， 因为 Va 十 VP 过 v2(ath)a /2 a 十 媚 ) , 当 有 目 仪 当 4= 二 5 时 等 号 取得 . 所 以 
万 六 24 , 即 xx 的 最 小 值 为 21 . 

例 15 (1999 年 河南 省 竞赛 题 ) 设 0<z<x, 则 函数 y= 的 最 小 值 是 ( 。 ). 


A.3 B. V3 C.2 D. 2 一 V3 
] 一 COS 1 一 tan -2 元 l 3 
解 选 B. 理 由 :由 一 二 十 -一 一 一 一 十 tan 过 二 十 -7 tan 麻 , 而 0<<r<<r， 
“tan -7 “tan -7 


则 0 一 地 一 子 ,tan 半 >0, 攻 22 /一 一 : Ee V3, 等 号 当 tan 才 一 se 
Ztan 


例 16 《2003 年 湖南 省 竞赛 题 ) 记 minia,b) 为 a.b 两 数 的 最 小 值 . 当 正 数 zy 变化 时 ,一 min 
(7 ty | 也 在 变化 , 则 i 的 最 大 值 为 

解 。 填 信 , 理 由 :由 (<x 了 7 忆 兴 一 十 , 故 志 宪 , 当 生 仅 当 z=y= 昌 时 取 等 号 

例 17 (1999 和 全国 高 中 学 咎 联赛 是 约定 二 四 n 和 正 数 M ,对 于 满足 条 件 af 十 as11 1M 的 
所 有 等 差 数 列 dl dd2 9 人 39 , 试 求 号 一 Cl 十 Ql 2 十 "十 Qa2n41 的 最 大 值 . 

设 等 差 数 列 al ,az ,as ,的 公差 为 地 


因 一 (nt Da te Sd, Cn 十 1 一 Qi 十 2 
则 S 一 (3an —aui), 
由 柯 西 不 等 式 , 有 


Sl= | (3 a)| 


当日 仪 当 3 1 一 C&1 -之 0， 0 十 i 

3vM VM v10 
n+ 1 一 多 — ”一 ,imax — ( 1) M. 
"1 /Vio 2 "tv 


例 18 (1994 年 河北 省 竞赛 题 ) 设 复数 > 一 zx 十 iy(zyyER) 满 足 |z 一 由 委 1. 求 A= zz 一 让 一 也 
的 最 大 值 . 最 小 值 及 相应 的 = 值 
解 ” 设 > 一 i= 王 xz 十 (y 一 1)i=r(Ccos 二 isin0)， 
|z 一 下 三 mr,0 委 ”入 1， 
见 
(es 
于 是 ”A= 二 rcos0(7Y 一 1) 二 r(r 一 1)cosd, 
一 (天 一 1) * cos bd, 


号 
中 
和 


攻 En 
\ . 


心 淡 所 性， 六 洪 府 洽 防 疝 莪 0 


寿光 丘 台 。 包 洪 庶 槛 应 库 汶 0 


四 醋 关 过 
区 忆 解 题 金 铀 是 系列 


BE 二 


A rr 1)= 


ko 
I 


六 。 212 。(]1 一 疡 )(1 一 < 7 一 
故 2A<2Y3. 
当 且 仅 当 cos9 二 土 1 且 27 = 二 1 一 六 时 ,上 式 取 等 号 


V3 2v3 


_V3 <Y3 
即 cos0= 一 1 ,rr 一 3 时 ,A= 9 


cosbo 一 1] ,一 迎 时 ,入 一 -一 2vV3 


也 就 是 说 ,x 二 一 点 十 i 时 ,A 取 最 大 值 2 


:一 如 十 i 时 ,A 取 最 小 值 一 233. 

例 19 (1988 年 第 22 届 全 苏 数 学 站 林 匹 下 题 ) 设 zyy,z 为 正 数 , 且 十 > 十 二 1, 试 求 下 列表 
达 式 的 最 小 值 、 

S 一 党 十 二 十 六 

解 将 表达 式 平方 ,得 


2 be 


S 一 二 
由 算术 -几何 平均 值 不 等 式 得 


] 7 2 < oz 
2 (2 1 )2 CT 


“十 )， 


2 .2 2 2? 
六 ( 芝 + 守 22 ©O) 


2 2 


立 (2 二)>m， @) 


yr Ee 


中 十 馆 十 蕊 得 

+ 之 x 十 十 受 ， 
于 是 

S37 二 十 z)=3,SS>V3. 


又 因 xz 一 y 一 = 一 蜗 时 ,满足 已 知 条 件 也 十 闻 十 到 一 1] ,日 S=-V3, 故 S 的 最 小 值 是 /3 


例 20 (1988 年 第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 题 ) 设 a 与 4 是 非 负 数 ,2 与 c 是 正 数 , 并 且 2 十 c 之 
4 十 d. 试 求 下 陈 的 最 小 值 : 


b Cc 
:十 了 十 六 


解 ” 如 果 我 们 同时 将 a 与 4 互 换 ,6 与 c 互 换 ,那么 题目 的 条 件 与 结论 都 没有 变化 . 因此 ,我们 不 
妨 设 a 十 b 写 c 十 d. 于 是 ,我 们 有 


bp | ¢ 一 2 ‘(二 7 ) 


ctd atb 


cid atpbp ci+a 


六 Ca 十 5c 十 d) 
> +d) (oo 1 ) 


__attb 1 ictad 
2(c+td) 2 aa 十 B 


， ub c+tad 1 万 1 
LNIATAD “4b 2 2 2- 


-- 一 /1.90 时 我们 右 -e CC 7 1 
男 一 方面 , 当 a 二 /2 十 1,b 二 V2 1,c 二 2,d 一 0 时 ,我 人 有 一 十 -bp 一 V2 > 


rp 


故 所 求 的 最 小 值 是 /23 一方 . 


例 21 (1994 年 保加利亚 数学 奥林匹克 是 )k 是 一 个 实数 ,对 于 任意 实数 z, 令 
flz) _z 二 kr 十 上 
zt 二 zx 十 1 
(1) 求 f(z) 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
(2) 求 所 有 实数 K. 使 得 对 每 3 个 实数 ae, 和 c ,存在 一 个 三 角形 ,具有 边 长 f(a), 了 (5) 和 fC). 
解 (1) 将 给 定 匈 数 化 为 


(££— Dr 
f(T) = Tetit 


x 十 ] 守 2x? 9 
于 是 ,有 
rT! 十 十 1 之 3x' ,0 二 


x 1 
Xx TiS 3° 
如 果 & 之 1, 那 么 & 一 1 之 0, 从 而 有 


& 一 ] 
3 


所 以 , 当 上 之 1 时 ， f(z) 的 最 大 值 是 二 (& 十 2) ,了 f(x) 的 最 小 值 是 1. 
如 果 上 过 1, 那 么 有 一 1 二 0, 从 而 有 


人 一 Dr 1 
0 之 2 十 2 二 全 3 二 (& 一 ])， 1>f(+)>3 (& 十 <)， 


所 以 , 当 上 < 时, f(z) 的 最 大 值 是 1, 最 小 值 是 二 (十 2)， 


(2) f(x) 中 的 实数 天 ,能 使 对 每 三 个 实数 a,5,c, 都 存在 一 个 三 角形 ,具有 边 长 f(a),f(5) 和 
f(c), 当 且 仅 当 f(z) 中 的 实数 能 使 
2minf (Xx) >maxf (7) 


如 果 & 之 1, 那 么 上 式 等 价 于 ?> (十 2) , 即 1 过 4; 如果 过 1 ,那么 上 式 等 价 于 二 (k++2)>1， 


一 (k—1),， 1<f (DSK+2) ， 


即 一 方 < 之 &<1. 故 所 求 的 所 有 实数 为 一 却 <k<4 
例 22 (2003 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 题 ) 设 2n 个 实数 al ,cz ,… ,azn 满 足 条 件 


此 涟 五 辟 。 半 洪 府 芝 屿 订 驴 OO 


证 党 笑柄。 也 凑 记 于 取 商 光 0 


与 帮 经 


A mm 
PD 解 题 金 钥 星系 列 


到 (on —a;) =]. 

求 (asyi 十 asiz 十 十 azw) 一 《ai 十 qz 十 … 十 a;) 的 最 大 值 . 

解 ” 当 2*=1 时 ,(a: 一 w 关 =1, 故 心 一 ai 三 士 1. 易 知 此 时 欲求 的 最 大 值 为 1. 

当 >2 时 , 设 族 二 ai 5 二 Qi 一 Qivi 一 1,2.0524 一 1 则 部 对 = 二， 且 扩 = 如 十 如 十 十 


k=1,2,* ,20n. 


由 柯 西 不 等 式 得 

(as 十 co 十 和 十 Ci) 一 (al 十 4 十 十 Ge ) 
一 HTXI 十 Ta 十 …… 十 了 十 mn+l tn 1) rr 十 … 十 Xz 一 [NnXi 十 (1 一 1)zz 十 … 十 xn 
一 Ty 十 273 十 十 (nn 一 1)xr 十 nxni! 十 (7 一 1)xwrz 十 十 Xz 


二 [ 王 十 2 十 :十 (一 1)2 十 证 十 (一 1)2 十 …… 十 1 二 ( 媒 十 三 十 … 十 萄 7) 
=[w +2X Dn(2(n—l) + 


/fn(2n’ + 1) 
一 ， 一 


V3k(k— 1) 
2 /n(2n 十 1) 


V3| 271 — (nk)(n—k— 1) 、 帮 \ 
) HR 二] 一 十 ,类 一 1,2，…,7 一 1 时 ,上 术 不 等 式 等 号 成 立 . 所 以 ， 
2 Vn 1) 和 


OE TY 
(gail1 十 ar2 十 一 十 qzn) 一 (ai 十 @; 十 … 十 a ) 的 最 大 值 为 ee 


4. 进行 计算 推导 
例 23 (1988 年 第 17 届 美 国 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 三 次 方程 z 十 ax’ 十 bx 十 c 二 0 有 三 个 实 根 . 


当 四 一 w 十 ,天 一 1],2, ,nn 十 ]， 


求证 :a: 一 35 宇 0, 并 有 目 Vai 一 35 不 大 于 最 大 根 与 最 小 根 的 差 . 


解 ” 不 妨 设 方程 的 三 个 实 根 p,q,r 满足 p 亿 qr. 由 韦 达 和 定理 得 
a 一 一 (p 十 gd 十 7)， . 
b= pg grirp. 


于 是 


a —3b =(p 二 gr) —3(pg+gr 二 rp) 
一 万 十 和 十 二 一 四 一 ar 一 全 


一 六 [一 ?十 (q 一 7 十 (一 加 和 
>0. 
又 由 gq 一 p 之 0,r 一 9 之 0,r 一 了 之 0 得 


(a —30)—(r—p)? = 方 [(p—g) (go) + Crp) ]— (rp)’ 
—T[Cp-g) + rp) ag—ptr—g)’ —(r—p)" j=—0. 


即 a 一 36 寺 (rp)’， 
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解 题 爹 钥匙 系列 YA 


开 方 得 ”Va 一 36<r 一 p. 
例 24 〈《 数 学 通报 ;数学 问题 1493 题 ) 设 m,nE Nt ,(m,n) 二 1,p,q 是 两 不 相等 的 奇 正 质 数 , 求 
Cp” 十 gq”) 和 (Pp" 十 g ) 的 最 大 公约 数 ( 产 十 gq ,Pp" 十 g). 
解 ” 记 Tm,n) 二 (十 ,PP"' 十 9'), 则 有 
1(0,1)=(2, pg)=2, 
Il1,1)=(pgq, pq)= pg. 
由 于 I(m,n) 二 IT(n,m), 故 不 违 一 般 性 可 令 n 宇 m. 当 nn 之 2m 时 ， 
(p”+g ,pg ) 
(+o ptr "Tg "pg "pg) 
=(p"+g rir Op "+g pg" (gg “+p )) 
=(p”+q",p"gq" (gq "+p ")) 
=(p"+g pp +g ). 
当 mm 二 n 之 2m 时 ， 
(p”+g" ,pig ) 
=~(p"+g (pig ) Cp ™ 十 GD) 一 加 gg "(pp™” "gq”" ")) 
一 (加 十 加 pr" 十 go 
设 (ww sn) 二 (m,n 一 27) , 当 nn 宇 2m 时 ， 
l bm, 2m 1), m 奈 n< 过 2m 时 . 
则 有 Tm ,n==Tm,n) m+n =m+n(mod2) (n,n )= (m,n). 
当 (m,n) 二 1 时, 不断 进行 上 述 变 换 , 最 终 总 有 (Cm ,nn ) 二 (1,0) 或 者 (m,n) 二 (1,1). 从 而 有 
» ， 12; 当 mn 为 奇数 时 ， 
PIA Ip tg, m 十 n 为 偶数 时 . 
注 ” 以 上 问题 是 如 下 的 1996 年 日 本 数学 奥赛 题 的 一 种 推广 形式 . 
设 mnEN,(m,n)= 二 1, 求 (5” 十 7” ,5 十 7"), 其 中 (on,n) 表 示 mn 的 最 大 公约 数 . 
例 25 (1991 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 自然数 ”使 得 


Ri (e+ 好 | ) 一 1991， 


其 中 | 如 | 表示 不 超过 1 的 最 大 整数 ,N 是 自然 数 集 . 


诗 兴 后台 。 院 并 座机 应 滑 汶 0 


解 题 中 的 条 件 min (名 十 | 27 | ) 一 1991 等 价 于 如 下 两 条 ， 
大 EN 
(1D) 对 于 任何 AEN, 都 有 外 十 友之 1991 


(2) 存 在 ko EN, 使 得 十 好 <<1992 


而 条 件 (1) 和 (2) 又 分 别 等 价 于 
(1) 对 任何 kEN, 都 有 1 一 1991k’ 十 n 衬 0; 
(2) 存 在 &o EN, 使 得 娩 一 1992ki 十 n 二 0. 
我 们 先 来 解 (1) 中 的 不 等 式 , 这 时 有 


性 龙 本。 汉江 上 记 机 上 凤 商 汶 O 


纲 国 经 暴 


” 雪 十 pe ma welle of 
wy 解 题 金 钥匙 系列 


2 2 
(8 —191) tn— 199 ~>0, 0 


因为 最 靠近 二 一 995. 5 的 完全 平方 数 是 32 一 1024, 故 由 @ 式 有 


1991 001 
2 ) 


(1024 一 十 一 一 一 - 之 0 


解 得 ov 990208 

条 件 (2) 又 等 价 于 

mint (有 2 一 996)2 十 7 一 9962 <<0， (2) 
因为 (& 一 996)? 的 最 小 值 为 28: , 故 由 名 式 得 

n<<996? 一 282 二 1024 X968 二 991232. 

综 上 可 知 , 满 足 题目 要 求 的 的 范围 是 990208 委 "< 委 991231. 

5. 注意 利用 图 形 性 质 等 综合 知识 推导 

例 26 〈2002 年 安徽 省 竞赛 题 ) 定 长 为 m 的 线段 AB 的 两 个 端点 在 双 


曲线 五 一 总 一 1 的 右 支 上 移动 (m2 ). 那么 ,AB 中 点 M 的 模 坐 标的 最 
小 值 为 “用 a.m 表示 ). 
a(m-2a) 
中 
如 图 13-1, 设 A、.B.M 在 双 曲 线 右 准 线 上 的 射影 为 A 、B .MM , 右 焦 点 
为 F, 离 心率 为 e. 
十 13 一 1 
由 双 曲 线 定义 ,有 图 
MM|=144 +18B |- ERR -(|AFI+1BF|) 之 惟一 型 
ma ad 4 ao 十 24) 
改 M 的 横 坐 标 一 1MN| 一 1MM1 二 MIN|> 委 十 生 一 各 二 二 一 全 2 二 


例 27 (2004 全 全 国 商 中 联 守 题 ) 在 平面 直角 华 标 和 zxOy 中 ,给 定 两 点 M( 一 1,2) 和 NN(1,4), 点 
P 在 x 轴 上 移动 . 当 了 MPN 取 最 大 值 时 ,点 了 的 横 坐 标 为 

解 填 1 理由 :经 过 MN 两 点 的 圆 的 圆心 在 线段 MN 的 垂直 平分 线 ,一 3 一 + 上. 设 圆心 为 S 
(a,3 一 a) ,; 则 加 S 的 方程 为 (x 一 a 十 (y 一 3 十 a 二 2(1 十 a’). 

对 于 定 长 的 弦 在 优 弧 上 所 对 的 圆周 角 会 随 着 圆 的 半径 减 小 而 角度 增 大 ,所 以 , 当 ~MPN 取 最 大 
值 时 ,经 过 M,N.P 三 点 的 圆 S 必 与 x 轴 相 切 于 点 书 , 即 圆 S 的 方程 中 的 a 值 必须 满足 2(1 十 ea ) 王 
(a 一 3)*, 解 得 a 二 1 或 4 一 一 

故 对 应 的 切 点 分 别 为 P(1,0) 和 了 (一 7,0). 而 过 点 M.N.P' 的 圆 的 半径 大 于 过 点 MN.P 的 图 
的 半径 ,所 以 ,MPN>>MP N. 故 点 P(1,0) 为 所 求 , 即 点 卫 的 横 坐 标 为 1. 

例 28 (2001 年 中 国 西 部 数学 奥林匹克 题 ) 设 ABCD 是 面积 为 2 的 长 方形 ,P 为 边 CD 上 的 一 
点 ,Q 为 人 PAB 的 内 切 圆 与 边 AB 的 切 点 .乘积 PA。PB 的 值 随 着 长 方形 ABCD 及 点 P 的 变化 而 变 
化 , 当 PA。PB 取 最 小 值 时 ， 

(1 证 明 :AB 之 2BC; 

(2) 求 4Q 。BQ 的 值 . 
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相 - 
四 i 


解 题 金 钥 是 系列 


解 ” 如 图 13-2, 记 民 为 线段 OP 与 ©O 的 交点 ,E 为 PD 与 OO 的 
交点 (不 同 于 DD). 

因 CQ: QD=AQ. QB=AQ, 

PQ*: QO=AQ ， 

则 CQ。 QD= PQ…Q0O. 

于 是 ,PC.O.D 四 点 共同 . 

故 OPC= OPDC= OOCD= 一 OPD, 即 PO 为 人 CPD 的 平分 
线 . 

又 由 P.C.O、D 四 点 共 圆 ,得 ACOR 一 人 CDE. 而 COE 一 2 了 ACDE, 故 了 COR 二 AROE, 即 有 
CR 二 RE. 从 而 , CDR 二 AEDR. 故 R 为 人 PCD 的 内 心 . 

又 显然 RR 为 人 PAB 的 内 心 ,所 以 命题 成 立 . 

例 29 (2001 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 给 定 a,Y2 二 a 二 2. 内 接 于 单位 圆 卫 的 凸 四 边 形 ABCP 适 
合 以 下 条 件 : 

(1 圆心 在 这 凸 四 边 形 内 部 ; 

(2) 最 大 边 长 是 <, 最 小 边 长 是 v4 一 性 . 

过 点 A.B.C.D 依次 作 圆 站 的 4 条 切线 La LB Lc Lp: 已 知 La 与 Ls LB 与 Le Lc 与 Lp .Lp 
与 LA 分 别 交 于 点 A'、B'\C 、.D'. 求 面积 之 比 :aasce 的 最 大 值 与 最 小 值 

解 ” 记 TT 的 圆心 为 0, 并 记 人 AOB=20 ,BOC=2t% ,COD=2 ,人 DOA 一 2 人 .于 是 上. 史 、 
0 .Uh 都 是 锐角 且 0 十 妨 十 内 二 + 一 开 。 不 难 求 得 


站 四 动 形 4BCD; 一 tanth 十 tand 十 tanth 十 tanth , 
访 四 边 形 ABCD 一 也 (sin2 十 sin20, 十 sin2 凡 十 sin2 ). 所 以 有 


Sma'BCD’ 2(tand + tant 十 tanls + tants ) nD 
Sama 形 ABCD Sin2 十 sin2@ 十 sin2@ 十 sin20 


由 于 式 @ 右 端 关 于 、b .2 .0 对 称 , 故 不 妨 设 AD=a,CD= V4 一 Qi .于 是 
sinb， = 忆 ,Sing 性 V4—a’. 
又 因 
cosh 十 b) 一 cosl co 一 sin& sin 一 A/ 1 一 (号 ) /1 一 证 (4 一 02) 一 各 二 V4 灾 一 0， 


所 以 . 4 二 + 级 一 也. 从 而 ，, 包 十 多 一 六 


由 三 角 公 式 有 
Sin( 人 十 六 ) | 4 
tanbs 十 tan4s 一 cos cos sing 。sin 和 a VAar ， 
sin(t 十 化 ) ] 2 


tant 十 tant 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 -一 


sin20 十 Sin20 =2sin2 二 4sin® ， cos =4sint »， sin =a v4—a’,， 
sin20 二 sin2@% = 2sin2. 


ee : Ci - 四 二 于 加 
间 四 . ， “ 。 的 本 
因 站 由 站 . 
. | . . . 


© 
(3 
出 
二) 


芋 党 后 可 。 妾 状 谋 灾 取 商 汶 C 


。 包 漆 放 并 凤 证 区 O 


性 溢 了 五 性 


全 


A 解 题 金 钥匙 系列 


简 记 a 二 tan& 十 tan ,8 一 sin2 四 十 sin20 ,1 一 sin20 ,于 是 a.B 为 常数 而 1 为 变数 . 将 四 一 名 代 人 (全 ,得 
S 2a 十 全 
妆 四 边 形 4 呈 CD” @ 


. Opyy 形 ABCD 4 
min 二 一 一 一 一 一 


口 四边形 AHCD a W4 一 02 
男 一 方面 ， 由 于 0 0 、 扩 0 都 是 锐角 且 过 是 最 大 边 长 ， VY 4—a” 是 最 小 边 长 , 故 有 内 委 4 ,上 二 四， 
又 因 色 十 几 一 一 内 十 和 , 故 知 : 的 最 小 值 为 


5 一 2Ssinb sinb 一 于 4 VY 4—a*. 

于 是 ,由 式 @ 右 端 狼 数 的 严格 递减 性 即 得 
多 四 边 形 ABCD， __ 8 

a SwiBABCD a (4—a ) 


【 解 题 尝 试 】 


和 A 组 


fram 


. 《1986 年 第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) 求 最 大 的 正 整数 ”使 得 王 十 100 能 被 ?十 10 整除 . 

.《1988 年 美国 Mathcounts 数学 竞赛 试 ) 在 一 个 游戏 中 这 样 计 分 ,回答 一 个 容易 的 问题 得 3 分 , 回 
答 一 个 较 难 的 问题 得 7 分 ,在 不 能 作为 选手 总 分 数 的 整数 集合 中 , 求 最 大 值 . 

. 《1990 年 日 本 数学 奥林匹克 代表 队 选 拔 赛 题 ) 某 正 整 数 的 平方 ,其 末 三 位 是 非 零 的 相同 数字 , 求 具 
有 该 性 质 的 最 小 正 整 数 , 

. (1982 年 第 16 届 全 苏 数学 奥林匹克 题 ) 从 数 1,2,3,4,…,1982 的 集合 中 删 去 一 些 数 ,使 得 在 剩 下 
的 数 中 任何 一 个 数 都 不 等 于 其 他 两 个 数 的 乘积 . 问 最 少 需 要 删 去 多 少 个 数 才 能 做 到 这 一 点 ? 如 何 
做 到 这 一 点 ? 

. 《1990 年 第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 题 )” 是 满足 下 列 条 件 的 正 整数 中 最 小 的 数 : 

(1)n 是 ?5 的 倍数 ; 


(2)n 恰 有 75 个 正 整 数 因 子 ( 包 括 1 及 本 身 ). 试 求 元 . 


. (1985 年 第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) 以 下 7 个 数 的 和 恰好 是 19:o 一 2. 56,as 一 2.61,as 一 2. 65， 
ad 一 2.71,a 一 2.79,ag 一 .82407 一 2 80， 
欲 用 整数 A; 来 作 a; 的 近似 值 C1 委 i 委 7) ,使 得 A; 的 和 仍 为 19, 而 误差 |A; 一 ai | 的 最 大 值 M 尽 可 
能 小 . 那么 ,对 于 这 最 小 的 M, 100M 是 多 少 ? 

. 《1990 年 匈牙利 数学 奥林匹克 题 ) 对 任 一 正 整 数 qo ,考虑 由 
qi 一 (9 1 一 1 六 十 3 人 (一 1 2 ,7) 
定义 的 序列 qi ,qs ,… ,gq,. 车 每 个 g 4G 一 1,2, 2) 都 是 质数 的 宏 , 求 2 的 最 大 的 可 能 但. 

. (1988 年 美国 Mathcounts 数学 竞赛 题 ) 使 用 0,1,2,3,…,9 中 每 个 数字 一 次 , 求 可 能 组 成 的 最 大 的 


(人 


CA 


H> 


71 


oy 


一 


OQ 
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12 的 倍数 ， 


9. (1990 年 日 本 数学 奥林匹克 代表 队 选 拔 赛 题 ) 设 4 十 4 十 各 是 平方 数 (整数 的 平方 ), 求 整数 7 


10. 


11. 


12. 


19. 


20. 


21. 


1.(1990 年 第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 设 a 是 自然 数 ,1<a<b,M 一 | “到 |. 函数 [2 一 2 


os M " 
加 了 


的 最 大 值 . 


(1990 年 第 19 届 美 国 数学 奥林匹克 题 ) 某 州 颁布 由 6 个 数字 组 成 的 车 牌 证 号 (由 0~9 的 数字 组 
成 ) ,该 州 规定 任何 两 个 牌号 至 少 有 两 处 的 数字 不 同 ( 因 此 证 号 |027592| 和 |020592| 不 能 都 被 使 
用 ). 试 决定 车 牌 证 号 最 多 有 多 少 个 ? 给 出 证 明 . 

(1990 年 第 7 届 巴 尔 干 地 区 数学 竞赛 题 ) 对 有 限 集合 4A, 存在 函数 f;N 一 A 具有 下 述 性 质 : 若 |i 一 
中 是 素数 , 则 f( 关 f0),N 一 {1,2,…), 求 有 限 集合 A 的 元 素 的 最 少 个 数 . 

(1989 年 第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 在 1,2,3,…,1989 之 间 填 上 “十 ”“ 一 ”号 , 求 和 式 可 以 得 
到 的 最 小 非 负数 是 多 少 ? 


. (1993 年 第 53 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 题 ) 令 S 是 = 个 不 同 实数 的 集合 ,A, 是 由 S 中 所 有 互 不 相 


同 的 两 元 素 的 平均 值 所 组 成 的 集合 . 对 给 定 n 宇 2,A, 最 少 可 能 有 多 少 个 元 素 ? 


.《1993 年 德国 数学 奥林匹克 题 ) 每 一 个 大 于 2 的 自然 数 n 都 可 以 表示 成 若干 个 两 两 不 等 的 自然 


数 的 和 , 设 个 数 的 最 大 值 为 A(n). 求 A(n)( 用 nn 表示 ). 


. 《1989 年 第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 题 ) 已 知 x,y,z 为 正 数 , 且 满足 等 式 xXyz(x 十 y 十 z) 二 1, 求 表 


达 式 (Zz 十 y)(y 十 z) 的 最 小 值 . 


. (1990 年 IMO 日 本 第 一 轮 选拔 赛 题 ) 设 z、y、z>>0, 有 x 十 y 十 z= 二 1,5 去 二 十 之 的 最 小 值 . 
. (1993 年 第 3 届 中 国 澳 门 数学 奥林匹克 题 ) zi ,zs ，… ,X199; 满 足 


| zl 于 2 十 [zx 3 | 十 …… 十 | X1992 X1993 | 一 1993， 


y= i (k=1,2,..,1993). 


则 [yi Ye? ] 十 | 7 3 十 … 十 | y1992 VY1993 | 的 最 大 可 能 值 是 多 少 ? 


.《1994 年 保加利亚 数学 奥林匹克 题 )n 是 一 个 正 整数 ,A 是 集合 {1,2,…,n} 的 子 集 的 一 个 集合 ,使 


得 A 内 无 元 素 包 含 A 的 其 他 元 素 , 求 A 的 全 部 元 素 的 个 数 的 最 大 值 . 

(1990 年 第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 题 ) 试 求 如 下 表达 式 的 最 大 值 : 

| | Zi 本 3 1990 | ;其 中 X19X2，"**，Tt90 是 由 1 到 1990 的 不 同 自然 数 . 

(2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 实 数 a.b.c 和 正 数 4 使 得 F(z) 一双 十 ao 好 十 bz 十 < 有 三 个 实数 根 zi、 
2 、 寺 3 ;日 满足 

(zz 一 并 一人; 


(2) zs>5 | x). 
3 7 _ 
求 和 Le 3 的 最 大 值 . 


(2004 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 题 ) 设 u、v、w 为 正 实 数 , 满 足 条 件 w Vvw 十 v Vu 十 w Vuv 宇 
1. 试 求 u 十 v 十 ww 的 最 小 值 . 
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尺 淡 了 五 型。 六 洪 永 注 子 欣 芒 OO 


定义 为 
2 十 a 知 n<M; 
/n= (nb 六 n 宇 M. 
f= Fn)=f FN)) ,t=1,2,: 
令 上 二 1 是 使 广 (0)==0 的 最 小 自然 数 ,求证 ; 
k=(ab)/(a,b). 
.1993 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 给 定 EN 及 实数 a>>0, 设 锯 ,ko，…,k; 满足 下 列 条 件 1 十 kz 十 … 十 
k,=k,k; EN,]1l<r<k, 
求 oa 十 da 十 … 十 a* 的 最 大 值 . 
3.〈1987 年 中 国 数学 奥林匹克 题 )m 个 互 不 相同 的 正 偶数 与 ” 个 互 不 相同 的 正 奇数 的 总 和 为 1987， 
对 于 所 有 这 样 的 mm 与 nn,3m 十 4n 的 最 大 值 是 多 少 ? 请 证 明 你 的 结论 ，. 
4. 《1996 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 S={1,2,…,50}. 求 最 小 自然 数 K, 使 S 的 任 一 天 元 子 集中 都 
存在 两 个 不 同 的 数 a 和 5 ,满足 (a 十 5b) |ab. 
5. (1995 年 中 国 数学 奥 林 匹 殉 题 ) 设 a ,as,，…,aw 是 任意 10 个 两 两 不 同 的 自然 数 ,它们 的 和 为 
1995. 试 求 
alaz 十 azas 十 … 十 aaio 十 aioai 的 最 小 值 . 


性 逃 - 医 下 。， 冯 并 应 杰 阴 和 册 蘑 o | 


hy 


. (1997 年 中 国 数 学 奥林匹克 题 ) 设 实数 Xx ,x ，… ,x1997 满足 如 下 两 个 条 件 ; 
| . 
(1) 万 <W3(i 二 1,2 1997) 


(2)zi 十 Zz 十 … 十 zi997 一 一 318V3. 
试 求 : 硅 十 好 十 … 十 zj 的 最 大 值 , 并 说 明理 由 . 
7. (1997 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 A 二 {1,2,3,…,17), 对 于 映射 f: A 一 A, 记 f(zx)== f(z)， 
frr)= ff x)) LEN. 
设 从 A 到 A 的 一 一 映射 了 满足 条 件 :存在 自然 数 M, 使 得 : 
(]) 当 mm<M,1 二 ii 委 16 时 ,有 
fa(i 十 1 一 foGD) 天 士 1] (mod17)， 
tm() 一 AI(17) 天 士 1] (mod17); 
(2) 当 1 和 ;16 时 ,有 
FU 十 1) 一 FTCD) 王 1 或 一 1 (mod17)， 
(1) 一 FAM(17)=1 或 一 1 (mod17). 
试 对 满足 上 述 条 件 的 一 切 f, 求 所 对 应 的 M 的 最 大 可 能 值 ,并 证 明 你 的 结论 . 
8. (1995 年 IMO 中 国 国 家 队 和 选拔赛 题 ), 设 S$=(4=(aa asg)la 一 0 或 1 一 1, 2 8 .对 于 9 
中 的 两 个 元 素 A= 王 (al asg) 和 了 一 (加 )， 记 


8 
d(A,B)= 2.la—b ' 


并 称 其 为 A 和 B 之 间 的 距离 . 问 S 中 最 多 能 取出 多 少 元 素 ,它们 之 中 任何 两 个 的 距离 之 5? 
9. (1995 年 IMO 中 国 国家 队 选 拔 赛 题 )21 人 参加 一 次 考试 ,试卷 共有 15 道 是 非 题 . 已 知 每 两 人 答对 
的 题 中 至 少 有 一 道 是 相同 的 . 问答 对 人 数 最 多 的 题 最 少 有 多 少 人 答对 ? 请 说 明理 由 . 
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]0. 


11. 


] 2， 


1] 3. 


]4. 


15. 


16, 


于 矢 经 有 曲 


(1996 年 IMO 中 国 国 家 队 选 拔 赛 ) 设 N 是 自然 数 人 集 ,R 是 实数 集 ,S 是 满足 以 下 两 个 条 件 的 陋 
数 了;N 一 R 的 集合 . 
(1) fFf(1)=2; 


n 一 一 [本 
(2) filnt lf fm) ,n=1,2, 


试 求 最 小 的 自然 数 M, 使 得 对 任何 FE S 及 任何 aEN, 都 有 

太一 

(1996 年 IMO 中 国 国 家 队 选 拔 赛 题 ) 设 M 二 142,3,4,…,1000}). 求 最 小 自然 数 n ,使 得 M 的 任何 nn 
元 子 集中 都 存在 3 个 互 不 相交 的 4 元 子 集 $S,T,U ,满足 下 列 条 件 ， 

(1) 对 于 S$ 中 任何 两 个 元 素 , 大 数 都 是 小 数 的 倍数 ,对 于 荆 和 U 也 有 同样 的 性 质 . 

(2) 对 任何 sES 和 :ET, 都 有 (s,t) 二 1; 

(3) 对 任何 sES 和 wuEU, 都 有 Gs,w) 守 1. 


(1998 年 IMO 中 国 国家 队 选 拔 赛 题 ) 对 于 固定 的 gE (0,-2 ) , 求 满足 以 下 两 条 件 的 最 小 正 数 : 


《一 一 Ya 十 一 一 Va 人 >; 
cosO sing 


(iD 存在 rE [1 一 浪 Va Ya ] ,使 得 


sing" cosO 
[(1—x)sing— Yazx:cos0F [zcost— Va—(l— zx) sin 0 | <a. 
(2001 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 记 a 二 2001. 设 A 是 适合 下 列 条 件 的 正 整 数 对 (m,n) 所 组 成 的 集 


人 人， 
日 : 


(1)m<2a; 
(2)2n| (2am—m 十 7); 
(3)7 C7 十 27 和 2a (nn 一 m). 


令 /二 2 并 一 一 mon , 求 min f 和 max f. 


天 (m,n) EA (mrn) EA 
(2003 年 中 国 数学 奥林匹克 题 ) 给 定 正 整数 n, 求 最 小 的 正 数 4, 使 得 对 于 任何 8€ (0,-5 ) (i=1， 


2 ,Nn) ,只 要 tangl 。，tang 。…tang 一 22 ,就 有 cosg 十 cos 十 … 十 cosg, 不 大 于 和 人. 

(2001 年 IMO 中 国 国 家 队 选 拔 赛 题 ) 给 定 大 于 3 的 整数 nn, 设 实 数 Di Te Try on+2 满足 
条 件 

Ok i 2 i nlI< Zr+H2， 


] 十 ] 
2 
村 二 1 -KR 十 2 ) ( E22 十 XiTit2 ) 
1 


2 
k=1Xh+1 十 ATAT2 .站 交 1 十] 


的 最 小 值 ,并 求 出 使 该 式 达 到 最 小 值 的 所 有 满足 条 件 的 实数 组 Cl sda Tn dntl rnt2: 

(2003 年 IMO 中 国 国 家 队 选 拔 赛 题 ) 已 知 pi , p: ,…, pzs 为 给 定 的 不 超过 2004 的 25 个 互 不 相同 
的 质数 , 求 最 大 的 正 整数 工 , 使 得 任何 不 大 于 本 的 正 整 数 ,总 可 以 表 成 (pi poe… pzs )” 的 互 不 相 
同 的 正 约 数 之 和 (如 1,pi ,1 十 pi 十 ips 十 ps 等 均 是 (pipo…pzs)”! 的 互 不 相同 的 正 约 数 之 和 ). 


证 巡 拉 了 台 。 党 凑 斌 浊 了 内 商 沟 O 


hi 4 身 革 经 典 


第 14 章 ”适应 性 问题 的 求解 思路 


【学 习 目 标 】 
数学 竞赛 中 常 出 现 一 类 “适应 性 "问题 . 这 些 题 往往 新 定义 一 个 概念 .一 种 数 、- 种 函数 、_ 种 集 


合 ` 一 个 数列 等 ,或 给 出 新 的 运算 法 则 、 一 种 操作 程序 .一 种 操作 规则 等 ,然后 要 求 竞赛 者 按 要 求解 
赴 


芋 奉 如 下 。 辽 漆 谎 洛 孙 证 芍 O 


这 类 题 是 为 了 测试 竞赛 者 的 适应 能 力 和 探索 能 力 而 设计 的 . 这 类 题 新 颖 灵活 ,要 求解 题 者 既 要 
认真 审题 , 慎 密 思维 ,又 要 大 胆 联想 .猜想 ,进行 灵活 思考 . 


【 解 题 钥匙 ) 


1. 注意 新 定义 概念 的 关键 述 语 

例 1 (2000 年 第 26 届 俄 罗斯 奥林匹克 题 ) 称 自然 数 为 “完全 数 ”, 如果 它 等 于 自己 的 所 有 不 包 
括 目 身 的 正 约 数 的 和 ,例如 6 一 1 十 2 十 3. 如 果 大 于 6 的 “完全 数 ” 可 被 3 整除 ,证 明 它 必 可 被 9 整除 . 

解 ” 设 “完全 数 " 等 于 3z(0z>2), 其 中 宇 不 是 3 的 倍数 . 于 是 ,3n 的 所 有 正 约 数 ( 包 括 它 自己 ) 可 
以 分 为 寿 干 个 形 如 d 和 34 的 “ 数 对 ”, 其 中 4d 不 可 被 3 整除 ,从 而 3n 的 所 有 正 约 数 的 和 ( 它 等 于 6n) 


是 4 的 倍数 ,因此 是 2 的 倍数 . 我 们 注意 到 ,此 时 这.n、 如 和 1 是 3n 的 互 不 相同 的 正 约 数 ,但 它们 


的 和 等 于 3n 十 1 之 3n, 从 而 3n 不 可 能 是 “完全 数 ” ,得 到 矛盾 . 故 原 结论 获 证 . 

例 2 如 果 将 上 自然数 NN 放 在 任 一 个 上 自然数 的 右面 所 得 的 新 数 总 可 被 N 整除 , 则 称 N 为 “魔术 
数 ”. 试 求 出 所 有 的 魔术 数 . 

解 ” 设 六 为 秦 术 数 , 其 位 数 为 m, 则 将 NN 放 在 1 的 右面 所 得 新 数 为 10” 十 N. 因为 N|10” 十 NN， 
所 以 Nj10", 从 而 N==2。，5f(a.8 为 不 超过 m 的 非 负 整数 ), 即 N= 二 2 ，10: 或 10: 或 55。10:( 上 为 
a .6 中 较 小 者 ,r 为 正 整数 ,r 十 Am , 且 r 十 & 为 a.8 中 较 大 数 ). 

在 N=5"，10* 时 ,由 于 5:==625, 如 果 7 宇 4, 则 5 二 5，。5” 1, 它 的 位 数 过 3 十 (7 一 4) 二 +r 一 1 所 
以 了 了 了，10 的 位 数 太 7 一 1 十 rr 十 二 m, 从 而 予 盾 ,所 以 r<3, 即 N= 二 5，10*,5? 。10*,53 。10*. 

同样 可 证 ,在 N= 二 2，10 时 ,只 有 N= 二 2. 10* 是 魔术 数 . 

反之 ,六 为 2。10' ,5"。10'(a=0,1,2,3, 为 非 负 整数 ) 之 一 时 为 魔术 数 , 此 时 N 为 所 求 . 

把 上 例 最 后 所 求 改 为 问 小 于 130 的 自然 数 中 有 多 少 个 魔术 数 即 为 1986 年 全 国 初中 数学 竞赛 
题 ， 

例 3 把 各 位 数字 均 不 超过 5 的 自然 数 称 为 “好 数 ”. 证明 :对 于 任意 的 自然 数 xz, 在 半 开 区 间 [x， 


二 zz) 内 一 定 有 一 个 好 数 


证 设 n 是 一 个 好 数 ,又 设 在 大 于 7 的 好 数 中 ,m 是 最 小 的 , 即 m 是 在 n 后 面 出 现 的 第 一 个 好 


各 医 经 典 by i 
p> 


数 ,下 面 考虑 比值 到 一 的 大 小 


CO) 
记 7 王 a/ar-1…ao ,其 中 为 非 负 整数 ,ao ,aaarE 101,2,3,4,5) 且 a; 关 0. 解 
(iD 存在 某 个 w<5,0<:<r， A 
| _ 7 ] 
由 于 gi 声 5; 所 以 = 二 Do 也 是 好 数 , 从 而 字 一 一 下 二 1 十 过 之 1 十 二 一 和 乌 
nn 7 10 10 5 是 
(iDn=a55..5,4,<5; 系 
这 时 = 二 (& 十 1)55.5 也 是 好 数 , 从 而 列 
ml_n_,,10 10 -9 
二 < 太一] 十 二 < 禄 1 十 于 << 言 ， 
CiDn==55…5, 从 而 由 mm 二 10"+! 有 数 
r 个 5 学 
r 个 
ml _ 99" 9 
Nn ™ 555 5 
A 


因此 在 半 开 区 间 [x, 志 zx) 内 一 定 有 一 个 好 数 


例 4 (2004 年 全 国 女子 数学 奥林匹克 题 ) 如 果 人 存在 1,2,…,n 的 一 个 排列 a1,az，,…,a; ,使 得 
k 二 ar(k 二 1,2,…,n) 都 是 完全 平方 数 , 则 称 ”为 "好 数 ” 问 : 在 集合 411,13,15,17,19) 中 ,哪些 是 -好 
数 ”, 哪 些 不 是 “好 数 ”? 说 明理 由 . 

解 ” 除了 11 之 外 都 是 “好 数 ”. 

(1) 易 知 11 只 能 与 5 相 加 得 到 4 ,而 4 也 只 能 与 5 相 加 得 到 3 ,因此 ,不 存在 满足 条 件 的 排列 ， 
所 以 11 不 是 “好 数 ”. 

(2)13 是 “好 数 ”, 因 为 如 下 的 排列 中 ,& 十 a: (k= 二 1,2,… ,13) 都 是 完全 平方 数 : 

k: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

:82 13 12 11 109176 5 4 3 

(3)15 是 “好 数 ”, 因 为 如 下 的 排列 中 ,十 as (k= 二 1,2,…,15) 都 是 完全 平方 数 ; 

k: 1 2 3 4 5 6 7 89 10 11 12 13 14 15 

a: 15 14 13 12 11 i109 8 7 6 5 4 3 2 ] 

(4)17 是 “好 数 ”, 因 为 如 下 的 排列 中 ,十 a (一 1,2,… ,17) 都 是 完全 平方 数 .: 

k: 1 234 5 6 7 .89 10 11 12 13 14 15 16 17 

a:3 7 6 5 4 102 171615 14 13 12 ]1 1 9 8 其 中 用 到 了 轮换 (1,3,6， 
10,15). 

(5)19 是 “好 数 ”, 因 为 如 下 的 排列 中 ,十 ak (CR 一 1,2，……19) 都 是 完全 平方 数 ， 

上 上，1]234567891 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

a:876 54 32 1 1615 14 13 12 11 10 9 19 18 17 

例 5 (加 拿 大 奥林匹克 题 ) 一 实数 集 被 称 为 是 “单纯 的 ”, 如果 它 包含 使 得 x 十 y 二 z 的 元 素 z. 给 
定数 集 {1 ,2,…,2n 十 1) , 求 其 单纯 子 集 所 能 包含 的 最 多 元 紊 的 数目 . 


i | . - . 上 
计 站 加 . 
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“ 诗 洪 也 浊 上 内 谓 入 O 


| 


EPI 


解 ” 考 察 {1,2,…,2n 十 1} 的 两 个 子 集 : A 二 {1,3,5,…2n 十 1),B 二 {2,4,6,…,2n}). 由 于 A 中 任 
何 两 数 之 和 为 偶数 ,已 不 在 A 中 , 故 A 是 一 单纯 子 集 ,A 的 元 素 个 数 是 nn 十 1. 下 面 来 证 2 十 1 是 {1， 
2,… ,2n 十 1} 的 单纯 子 集 的 最 多 元 素 的 数 日 . 设 C 是 原 集 合 的 一 个 子 集 ,C 的 最 多 元 素 的 数目 为 n 十 
2, 又 设 C 中 有 个 数 来 自 AA,n 十 2 一 个 数 来 自 B, 很 明显 , 必 有 pp 之 2. 设 C 中 来 自 双 的 数 为 al 一 
az<…<aps ,于 是 0 过 az 一 Qi 之 as 一 之 …< 之 ap 一 a 是 p 一 1 个 不 同 的 侦 数 ,它们 应 当 是 子 集 B 的 一 
部 分 , 设 C 中 来 自 B 的 nn 十 2 一 个 数 为 1 过 bz 过 … 过 bi42- ;由 于 (Pp 一 了 十 (十 2 一 9) 二 n 十 1, 但 B 
中 只 有 个 偶数 , 改 应 有 指标 i 与 j 使 得 a; 一 a 一 6b ,其 中 2 和 Sp,1 夺 jn 十 2 一 p. 于 是 4; 二 ai 十 b， 
这 表明 C 已 不 是 单纯 子 集 ,这 表明 单纯 子 集 的 最 多 元 素数 目 必 不 能 大 于 十 1. 但 又 已 知 单纯 子 集 A 
的 元 素数 是 2 十 1, 即 证 . 

例 6 (1979 年 安徽 省 竞赛 题 ) 在 线段 AB 的 两 个 并 点 ,一 个 标 以 红色 ,一 个 标 以 蓝 色 ,在 线段 中 
间 插 入 几 个 分 点 ,在 各 个 分 点 上 随意 地 标 上 红色 或 蓝 色 , 这 样 把 原 线段 分 为 n 十 1 个 不 重合 的 小 线 
段 , 这 些小 线段 的 两 端 颜色 不 同 者 叫做 标准 线段 . 证 明 :标准 线段 的 个 数 是 奇数 . 

证 设 n 个 分 点 依次 是 Ai,As,…,A, 这 7 十 1 个 线段 分 别 为 AA 一 AAA AAA，， 
AB 一 AAA 

设 最 后 一 个 标准 线段 为 AiAi41 ,者 Ai = 二 A,, 则 仅 有 一 个 标准 段 ,命题 显然 成 立 ; 阁 A 关 A,, 则 
A。, 必 与 A 同色 ,不 妨 设 A, 和 A 均 为 红色 . 那么 在 A。 和 A 之 间 符 有 一 红 蓝 的 标准 线段 , 必 有 一 蓝 
红 的 标准 线段 与 之 对 应 ,否则 A 不 可 能 成 为 红色 ,所 以 在 A。 和 Ai 之 间 , 红 蓝 和 蓝 红 的 标准 线段 就 
成 对 出 现 , 即 A,。 和 Ai 之 间 的 标准 线段 的 个 数 是 偶数 ,加 上 最 后 一 个 标准 段 和 Axit1; 所 以 A 和 B 之 
间 的 标准 线段 的 个 数 是 奇数 . 

2. 注意 新 定义 运算 法 则 的 要 点 

例 7 (2003 年 美国 南 卡 罗 来 纲 大 学 高 中 竞赛 题 ) 如 图 14- 1,a,pcydyey gz 分 别 代表 1,2， 
3,4,5,6,7,8,9 中 的 某 一 个 数 . 将 9 个 圆 中 的 3 个 数字 相 加 ,得 到 9 个 和 . 在 这 9 个 和 相等 ,那么 ,ea 十 
d 十 g 的 值 是 ( ” ). 
A. 15 B. 16 C. 18 D. 19 
E. 21 


解 ” 选 C. 理由: 
设 这 个 共同 的 和 为 s. 将 这 9 个 和 相 加 ,得 
9s 二 1 十 2 十 … 十 9 十 2Ca 十 b 十 … 十 引 二 3X45 二 9X15. 
所 以 ,s 二 15. 其 中 6 个 圆 内 的 数字 相 加 得 到 90 二 6s 二 1 十 2 十 4 十 5 十 ?十 8 十 (a 十 5 十 … 十 站 十 a 十 
d 十 g 二 27 十 45 十 a 十 d 十 g 二 ?2 十 a 十 d 十 g. 
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志 红 典 b> ~ 
因此 ,a 十 d 十 g 一 90 一 72 一 18. 
例 8 (1985 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 对 任意 实数 z,y, 定 义 运算 zx y 一 az 十 py 十 czy. 其 中 a.b\c 为 


() 

常数 ,等 式 右 端的 运算 是 通常 的 实数 加 法 .乘法 运算 , 现 已 知 1 * 2 二 3,2 x* 3 一 4, 并 且 有 一 个 非 零 实数 是 解 

4, 使 得 对 任意 实数 都 有 x *d 二 xz. 求 d A 

解 ” 对 任 一 实数 x, 有 Xxad=ax 十 bd 十 cdx= 二 x1( 其 中 ad 关 0), 则 0xd==bd 二 0. 而 d 关 0, 则 65==0. 钥 

1 #2 二 a 十 25 十 2c 二 3,， ，a 十 2c 一 3， 是 

于 是 ,由 | 2 ,3_20 36 十 6c 一 4 2a 十 6c 一 4 有 

从 而 有 [全 又 由 1xd==a 十 bd 十 cd 二 1 得 d==4. 训 
一 一 人 上， 

例 9 和 定义 2 一 1 一 01 一 (1 17 一 [CC 一] 中 

斌 证: 当 上 宇 2 时 ,2 六 必 能 被 (xD Gx 一 DD nl 一 D1 [nC 一 1 …[n(n)*?* 一 1j1 整 


除 . 

证 明 : 由 n==[n(1*1]! 可知,n(1)* 可 表示 为 n(1)” 个 连续 自然 数 的 习 积 . 而 

nC l=nC)* 2, nC m1)! =nC) nC) 3 1] nx) m1! = 

=ne (nD! nt DD! nt) 1 |]1. 

所 以 这 n(1)*-! 个 连续 自然 数 相 乘 可 分 划 成 n(n 一 1)1, 《nt 一 1D)1 [za 和 一 1]! 组 乘积 ， 
其 中 每 组 乘积 氏 含 连续 nn 个 自然 数 的 乘积 ,由 于 任意 1 个 连续 自然 数 的 习 积 句 可 被 na1! 整除 ,所 以 
n(1 可 被 (nD Cx 一 1。 (nl 一 DEC 一] 整除 . 

3. 注意 给 出 的 要 求 或 规则 的 细 书 

例 10 (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 6 枝 玫 瑰 与 3 枝 康 力 欧 的 价格 之 和 大 于 24 元 ,而 4 枝 玫 
瑰 与 5 枝 康乃馨 的 价格 之 和 小 于 22 元 . 则 2 枝 玫瑰 的 价格 和 3 枝 康 乃 声 的 价格 比较 结果 是 ( ” ). 

A.2 校 枝 玫瑰 价格 高 B. 3 枝 康 乃 区 价格 高 

C. 价格 相同 D. 不 确定 

解 ” 选 A. 理 由 : 设 玫瑰 与 康 刀 区 的 单价 分 别 为 zy 元/ 核 , 则 6z 十 3y>24,4z 十 5y<22. 

令 6z 十 3y 一 CD24,47 十 5y 一 p<<22， 


5 上 ] 
解 得 Z 一 18(54 一 30) 二 93 


所 以 ,2z 一 3y= 计 (11a 一 12b)>> 地 (11X24 一 12X22) 一 0， 


即 2x>3y, 

注 ”也 可 用 二 元 一 次 不 等 式 所 表示 的 区 域 来 研究 . 

例 11 (2003 年 天 津 市 竞赛 题 ) 设 二 次 函数 f(z) 二 ax* 十 bx 十 c( 其 中 a、b、c 为 整数 ), 有 4 个 学 
生计 算 函 数值 , 甲 得 到 ,了 (7) 二 一 1; 乙 得 到 :ff(1) 二 3; 丙 得 到 :ff(4)== 一 4; 丁 得 到 ;了 (2)= 二 4. 其 中 有 且 
仅 有 1 个 学 生计 算 错 误 , 则 计算 错误 的 学 生 是 (  ). 

A. 甲 B. 乙 C. 丙 D. 丁 

解 ” 选 BB 理 由 ;因为 f(xm) 一 fn)==《m 一 n) (am 十 an 十 牛 , 则 Gm 一 2) (fmm) 一 了 Cn))， 

验证 :7 一 1 人 (一 1 一 3),(7 一 4)|( 一 1 十 4), (7 一 2)|( 一 1 一 4),(1 一 4) 坟 (3 十 4), (1 一 2) 1(3 一 4)， 
(4—2)|(—4—4). 

于 是 , 乙 计算 错误 . 


“。 尘 关 只 半 和 骨 证 移 


性 淡 了 五 玫 


愉 右 经 典 


A ml 


例 12 《1986 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 平 面 直 角 坐 标 系 中 ,纵横 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 整 点 . 请 设计 


| 一 种 方法 将 所 有 的 整 点 染色 ,每 一 整 点 染 成 白色 、 红 色 或 黑色 中 的 一 种 ,使 得 : (1) 每 一 种 颜色 的 点 出 
| 现在 无 穷 多 条 平行 于 横 轴 的 直线 上 ;C2) 对 于 任意 白 点 A、 红 点 BB 及 黑 点 C, 总 可 以 找到 一 个 红 点 DD， 
LE 使 ABCD 为 一 平行 四 边 形 ,证明 你 设计 的 方法 符合 上 述 要 求 . 


解 将 > 轴 上 的 整 点 染 成 黑 日 相同 的 点 再 将 其 余 的 整 点 都 染 上 红色 即 可 . 
证 明 如 下 :由 米 法 可 知 , 有 白色 、 黑 色 或 红色 的 点 在 无 穷 多 条 平行 于 xz 轴 的 直线 上 , 设 A 为 日 点 、 


1 吾 为 红 点 、C 为 黑 点 .B 显然 不 在 育 线 AC 上 ,而 且 平 行 四 边 形 ABCD 的 顶点 D 的 模 ( 纵 ) 坐 标 等 于 


A,C 的 横 ( 纵 ) 坐 标 之 和 减 去 B 的 横 ( 纵 ) 坐 标 , 所 以 了 一 定 是 整 点 .由 于 A.C 横 坐 标 为 O.8B 的 横 坐 
标 不 为 O, 所 以 DD 的 横 坐 标 不 为 O, 即 DD 为 红 点 ,证 毕 . 

例 13 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 一 项 “过 关 游 戏 ? 规 则 规定 :在 第 ? 关 要 抛掷 一 颗 般 子 2 次 ,如 
果 这 宗 次 抛掷 所 出 现 的 点 数 之 和 大 于 2 , 则 算 过 关 , 问 : 

(1) 某 人 在 这 次 游戏 中 最 多 能 过 几 关 ? 

(2) 他 连 过 前 三 关 的 概率 是 多 少 ? 

( 注 :角子 是 一 个 在 各 面 上 分 别 有 1,2,3,4,5,6 点 数 的 均匀 正方 体 , 抛 所 艇 子 落地 静止 后 ,向 上 
一 面 的 点 数 为 出 现 点 数 . ) 

解 ” 由 于 骨 子 是 均匀 的 正方 体 , 所 以 抛 据 后 各 点 数 出 现 的 可 能 性 是 相同 的 . 

(1) 因 山子 出 现 的 点 数 最 大 为 6, 而 6X4 二 2 ,6X5 过 ,因此 , 当 n 宇 5 时 ,n 次 出 现 的 点 数 之 和 
大 于 2 已 不 可 能 . 故 这 是 一 个 不 可 能 事件 ,最 终 过 关 的 概率 为 0. 所 以 ,最 多 只 能 连 过 4 关 . 

(2) 设 事件 A, 为 “第 关 过 关 失 败 ”, 则 对 立 事 件 A; 为 “第 n 关 过 关 成 功 ”. 

第 n 关 游戏 中 ,基本 事件 总 数 为 6" 个 . 

第 1 关 : 事 件 A 所 含 基 本 事件 数 为 2( 即 出 现 点 数 为 1 和 2 这 两 种 情况 ). 所 以 ,过 此 关 的 概率 为 


PCOT)=1 一 PCA)=1 一 专 一 二. 


第 2 关 : 事 件 A: 所 含 基本 事件 数 为 方程 + 十 y= 二 a, 当 a 分别 取 2,3,4 时 的 正 整 数 解 组 数 之 和 时 ， 
则 有 十 避 十 G3 二 6( 个 ). 所 以 ,过 此 关 的 概率 为 


PC ) 一 1 一 PC(A) 一 1 一 总 一 辣 . 


第 3 关 : 事 件 A， 所 含 基本 事件 为 方程 x 十 y 十 xz=a, 当 a 分 别 取 3,4,5,6,7,8 时 的 正 整数 解 组 数 
之 和 时 , 则 有 GG 十 G 十 Gi 十 GG 二 GG 十 GG 二 56( 个 ). 所 以 ,过 此 关 的 概率 为 PC) 一 1 一 PLAs) 一 1 一 识 一 
20 
cf 
故 连 过 前 三 关 的 概率 为 
2 、9 、20 


PC )XPCD)XPCR) 一 号 X 辣 义 入 一 入 3 
注 第 2,3 关 的 基本 事件 数 也 可 列举 出 来 . 
例 14 (2002 年 上 海 市 竞赛 题 ) 设 FF 是 所 有 有 序 7 元 组 (Ali,Ai,…,A,) 构 成 的 集合 ,其 中 A 
(1 声 i 志 n) 都 是 集合 {1,2,3,…,2002}) 的 子 集 , 设 1A| 表 示 和 集合 A 的 元 素 的 数目 . 对 下 中 的 所 有 元 素 
(A ,让 AN) 求 |Al UA, 岂 … UA, [的 总 和 , 即 
[Aj UA U-…UA,|. 


(A ,内 A ] 二 F 


| 
' 地 . | 
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解 ” 因 {1,2,…,2002} 有 22 个子 集 , 则 |F|= 2% )” 一 22002". 
设 4 是 行 ,2,…,2002} 中 某 个 固定 的 元 素 . 为 了 在 4 UAsU…UA, 中 不 含有 &, 则 每 个 A; (1 声 


《>) 

i<<n) 都 不 含有 a. 因为 {1,2,…，,2002} 的 不 含 a 的 子 集 有 22o 个 , 故 使 AUA; U…UA, 不 含有 a 的 入 
有 施 7 无 组 (A ,A 有 (2201 )” 一 2 个 ,从 而 有 22002 一 22002 个 有 序 7 元 组 (Al ,和 A ,A ), 使 
使 得 a€ A UAsU… UA.,. 铀 
于 是 , 当 计算 数 。 ，,， 允 ，_1A1UAsU…UA,| 时 ,元 素 a 被 计算 了 (2 一 2 ) 次 ， 
既然 {1 ,2,…,2002} 有 2002 个 元 素 , 故 列 
| 和 ,er UA UUA, 20022 2 "). 高 

例 15 (第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 有 一 堆 火 柴 共 10000000( 一 千 万 ) 根 , 两 人 进行 如 下 游 | 中 

戏 ,他 们 轮流 执 步 ,在 第 一 步 中 ,游戏 者 可 从 堆 中 取 走 Pr 根 火 柴 ,其 中 P 为 质数 ,n 二 0,1,2,3,…( 例 人 


如 第 一 人 取 25 根 火 柴 , 第 二 人 取 8 根 ,第 一 人 再 取 1 根 , 第 二 人 再 取 5 根 ,第 一 人 再 取 49 根 , 如 此 等 
等 ) , 谁 取 到 了 最 后 一 根 火柴 , 谁 即 为 胜 者 . 试问 ,在 正确 的 游戏 中 , 谁 将 取胜 ? 

解 ”在 正确 的 玩法 下 ,第 一 人 将 取胜 . 由 于 他 在 每 次 执 步 中 ,可 以 取 走 1,2,3,4 或 5 根 火 柴 , 所 
以 他 可 以 执行 这 样 的 策略 : 即 不 论 第 二 人 如 何 动作 ,他 都 应 在 目 己 执 步 之 后 ,给 对 方 留 下 能 被 6 整除 
的 火柴 数目 ,这 样 ,在 经 过 有 限 次 执 步 之 后 ,他 将 给 第 二 人 留 下 6 根 火柴 ,因而 在 第 二 人 动作 之 后 ,他 
即 可 取 走 所 有 剩余 的 火柴 结束 游戏 而 取胜 . 

例 16 (第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 有 两 小 堆 糖果 ,两 人 进行 游戏 ,他 们 轮流 执 步 , 执 步 者 
吃 掉 其 中 一 小 堆 , 而 把 另 一 堆 分 为 (可 相等 也 可 不 相等 的 ) 两 部 分 . 如 果 另 一 堆 中 总 共 只 有 一 块 糖 末 
而 无 法 再 分 了 ,那么 他 就 吃 掉 这 一 块 而 取胜 . 如 果 开 始 时 两 小 堆 糖果 分 别 有 33 块 和 35 块 . 试问 , 谁 
将 取胜 ? 是 先 执 步 者 还 是 其 对 手 ? 为 了 能 取胜 ,应 当 如 何 执 步 ? 

分 析 为 了 取胜 的 执 步 者 须 让 对 手 最 终 把 2 块 或 3 块 糖果 分 成 两 堆 . 因此 , 临 胜 态 可 记 为 (1,1) 
或 (2,1). 

解 ” 先 执 步 者 将 取胜 . 他 在 第 一 步 中 应 吃 掉 有 33 块 糖果 的 那 一 堆 , 然 后 把 男 一 堆 分 成 17 块 、18 
块 两 份 ,在 以 后 的 过 程 中 他 始终 应 留 给 对 手 两 堆 数目 皆 为 5 十 2 或 5k 十 3 的 糖果 (他 能 做 到 这 一 
点 ). 这 样 一 来 ,他 的 对 手 最 终 不 得 不 把 2 块 或 3 块 糖果 分 成 两 堆 , 因 而 和 输 把 . 

例 17 (第 42 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 柯 尼 亚 和 维 佳 在 无 穷 大 的 方 格 纸 上 做 游戏 . 自 柯 尼 亚 
开始 ,他 们 依次 在 方 格 纸 上 标 出 结 点 , 即 纸 上 的 铅 重 直线 和 水 平 直 线 的 交点 ,他 们 每 标 出 一 个 结 点 ， 
都 应 当 使 所 有 已 标 出 的 结 点 全 都 落 在 某 一 个 西 多 边 形 的 顶点 上 (上 自 柯 尼 亚 的 第 二 步 算 起 ). 如 果 谁 不 
能 再 按 法 则 进行 下 去 ,就 判 谁 输 . 试问 : 按 正 常情 况 , 谁 能 开 得 这 一 游戏 ? 

解 ” 维 佳 总 能 获胜 . 他 可 以 这 样 来 做 : 选 定 一 个 方 格 的 中 心 作为 对 称 中 心 , 每 次 都 将 与 栖 尼 亚 所 
标的 点 相对 称 的 点 标 出 . 容易 看 出 , 维 佳 总 是 有 点 可 标 ( 在 维 佳 标 3 点 之 后 , 凸 多 边 形 仍然 是 凸 的 )， 
在 柯 尼 亚 标 了 6 点 之 后 ,就 只 能 再 在 由 六 边 形 的 各 边 及 其 两 邻 边 的 延长 线 所 形成 的 6 个 三 角形 区 域 
中 标点 , 即 是 说 ,对 柯 尼 亚 来 说 , 仅 剩 下 有 限 个 可 标的 点 了 . 于 是 游戏 必然 在 维 佳 对 称 地 标 出 了 柯 尼 
亚 的 最 后 一 步 之 后 纺 束 . 

例 18 (第 8 届 全 苏 奥 林 匹 克 题 ) 两 人 在 8X8 象棋 盘 上 做 猫 捉 老鼠 的 游戏 . 第 一 个 人 有 一 个 筹 
码 表 示 老 鼠 , 第 二 个 人 有 若干 筹码 表示 猫 . 所 有 筹码 的 走 法 是 一 样 的 :一 次 可 以 向 右 、 同 左 . 回 上 或 回 
下 走 一 格 , 如 果 老 鼠 出 现在 棋盘 边缘 上 ，， 那么 轮 到 它 走时 将 从 柑 象 上 跳 下 ， 如 果 猫 和 老鼠 落 在 同一 个 
方 格 内 ,那么 猫 就 吃 掉 老 段 . 
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游戏 按 顺 序 进 行 , 并 且 第 二 个 人 所 有 的 猫 可 以 同时 移动 (不 同 的 猫 可 以 同时 在 不 同 的 方向 上 移 
动 ) ,老鼠 先 走 , 它 力求 从 棋盘 上 跳 下 ,而 猫 力 求 在 此 之 前 吃 掉 它 . 

Ca) 假设 共 两 只 猪 , 老 鼠 已 位 于 某 个 不 在 边缘 的 方 格 上 ,能 否 将 猫 摆 在 棋盘 边缘 上 ,使 它 能 吃 探 
老鼠 ? 

(b) 假 设 有 三 只 猫 , 然 而 老鼠 可 有 另外 的 走 法 :第 一 次 它 连续 走 两 步 ,证明 :不 论 开 始 时 如 何 布置 
筹码 ,老鼠 总 能 捍 脱 猫 . 

解 〈a) 可 以 .不 管 老鼠 处 于 何 位 置 , 狂 都 应 该 这 样 移动 ,使 得 老 轧 要 处 在 它们 之 则 的 平行 于 对 
角 线 的 线段 上 ,并且 当 老鼠 走 任何 一 步 后 , 猫 都 应 使 老鼠 仍旧 处 在 位 于 它们 之 间 的 平行 于 对 角 线 的 
直线 上 . 

(b) 经 过 老鼠 引 两 条 平行 于 对 角 线 的 线段 ,并 除去 这 两 条 线段 两 端的 方 格 . 这 样 棋 盘 就 被 分 成 四 
部 分 . 当 某 一 部 分 没有 猫 时 ,老鼠 就 应 没 指 向 边界 的 方向 进 人 这 个 方 格 . 显然 , 猎 不 能 吃 掉 它 ,因而 ， 
不 论 猫 走 完 任何 一 步 以 后 ,在 老鼠 移动 的 方向 的 前 方 与 猫 之 间 总 有 一 个 空格 . 证 毕 . 

例 19 (第 12 届 全 苏 奥 林 匹 克 题 ) 一 个 棋子 放 在 国际 象棋 盘 的 一 个 角 上 ,象棋 盘 的 大 小 为 nXn 
个 方 格 . 两 个 游戏 者 按 次 序 向 邻近 的 方 格 ( 各 放 棋 子 的 方 格 具 有 公共 边 ) 移 动 棋子 ,第 二 回 移动 方 问 
可 以 任意 选择 ,但 棋子 已 经 走 过 的 地 方 不 能 再 走 ,最 后 谁 没 法 走 算 败 . 

(a) 证 明 ; 如 果 n 是 侦 数 ,那么 开始 走 的 人 能 获胜 ;而 n 是 奇数 时 , 则 第 二 人 能 获胜 . 

(b) 如 果 最 初 棋子 没有 放 到 棋盘 的 角 上 ,而 是 放 在 和 它 邻近 的 方 格 内 . 问 谁 能 最 后 获胜 ? 


解 〈a) 如 果 ” 是 偶数 ,那么 可 以 把 整个 棋盘 分 成 -> 个 大 小 为 1X2 个 方 格 的 矩形 . 第 一 个 人 开 


始 走 总 是 可 行 的 ,如 果 第 一 人 随 之 采取 如 下 战略 就 一 定 能 获胜 :不 管 第 二 人 如 何 走 法 ,第 一 人 移动 棋 
子 时 ,总 是 保持 和 棋子 原 在 方 格 处 于 同 ~- 1X2 的 矩形 内 . 如 果 n 是 奇数 ,那么 除开 始 的 角 外 , 仍 能 把 
棋盘 分 成 一 些 1X2 的 矩形 ,类 似 于 上 面 的 策略 ,第 二 人 就 能 保证 获胜 , 

(b) 总 是 第 一 个 走 棋 的 人 能 获胜 . 如 果 n 是 偶数 ,就 类 似 于 (a) 的 情况 操作 ; 当 n 为 奇数 时 , 除 一 
个 角 以 外 ,将 棋盘 的 方 格 分 出 用 颜色 涂 过 的 方 格 . 容易 验证 ,在 角 上 的 方 格 第 二 个 人 无 论 如 何 都 是 不 
能 取胜 ,因而 第 一 个 游戏 者 只 用 跟 走 的 策略 就 能 获胜 . 

例 20 (第 5 届 全 俄 奥林匹克 题 ) 棋 盘 有 3X3 个 方 格 , 有 9 张大 小 为 一 个 方 格 的 卡片 ,在 每 张 卡 
片上 都 写 有 某 一 数字 ,两 个 人 轮流 把 这 些 卡 片 放 到 方 格 里 去 , 当 把 全 部 卡片 分 完 以 后 ,第 一 个 人 计算 
上 边 和 下 边 的 6 个 数 的 和 ,第 二 个 人 计算 左边 和 右边 6 个 数 的 和 , 哪 一 个 人 得 到 的 和 最 大 , 哪 一 个 人 
就 是 胜利 者 .证 明 :不 论 卡 片上 写 的 什么 数 ,第 二 个 人 都 不 可 能 获胜 , 

证 明 9 个 任意 的 数 , 可 按 大 小 设 为 Ql a dy ? 四 个 角 上 的 数 是 两 人 共有 的 ， 因而 计算 和 
数 的 结果 只 与 放 在 A、.B.C.D 这 四 格 中 的 数字 有 关 , 如 图 , 谁 要 取胜 必须 尽 可 能 将 大 的 数字 填 入 A 
或 C, 尽 可 能 将 小 的 数 十 人 B、D. 

当 al 十 Ce >a?z 十 as 时 ， 四 (第 一 个 人 ) 必 胜 . 四 的 策略 是 ; 先 选 9 放 人 A 格 中 » 
第 二 次 尽 可 能 选 小 的 数 放 人 B 格 或 DD 格 , 则 A 与 C 格 中 的 数字 之 和 不 小 于 ai 十 
as ,而 B 与 D 格 的 数字 之 和 不 大 于 a2 十 as , 故 甲 胜 ， 

当 十 qs 之 az 十 as 时 , 甲 也 必 胜 . 甲 先 取 al 放 入 昌 格 ,第 二 次 甲 选 as 或 ae 放 
到 A 格 或 C 格 中 ,这 样 ,A 格 与 C 格 的 数字 之 和 不 小 于 a; 十 as ,而 B 与 DD 格 的 数字 
之 和 不 大 于 QI 十 Cs , 故 用 胜 . 

当 al 十 ae 一 Cz 十 as 时 甲 取胜 或 和 局 . 四 可 采用 上 述 策略 中 的 任 一 种 . 


了 站 ， 村 
- Di 和 和 * 
| EE , 站 ”1 : 
本 CE 本 人 
1 由 “ | 四 
。 站 ， . ! i 
' 1 - 
1 ， 上 - [i 


， 半 湛 府 弄 和子 砍 我 O 


六 滩 卫 于 


216 | 


奥 酉 经 典 


综 上 所 述 ,第 二 个 人 都 不 可 能 获胜 . 

例 21 (2000 年 第 26 届 俄 罗斯 奥林匹克 题 ) 丹 娘 想 出 一 个 自然 数 X 委 100, 了 沙 试图 猜 出 这 个 
数 . 他 选 出 一 对 小 于 100 的 自然 数 M 和 NN ,然后 问 丹 娘 ;“X 十 M 和 NN 的 最 大 公约 数 是 多 少 ?” 证 明 ， 
蔷 沙 在 问 过 丹 娘 7 个 这 种 问题 之 后 ,就 可 以 猪 出 丹 娘 所 想 出 的 数 . 

证 明 在 获知 XX 十 1 与 2 的 最 大 公约 数 之 后 , 萨 沙 可 确定 X 的 奇偶 性 . 如 果 X 为 偶数 , 则 接 者 第 
二 个 问题 就 问 X 十 2 与 4 的 最 大 公约 数 ;而 如 果 X 为 奇数 ,就 问 XX 十 1 与 4 的 最 大 公约 数 . 这 样 便 可 
获知 和 被 4 除 的 余数 . 一 般 地 ,在 问 过 第 上 个 问题 CE 委 5) 之 后 , 萨 沙 可 获知 X 锌 2 除 的 余数 ri. 接 下 
来 的 第 & 十 1 个 问题 就 问 X 十 2 一 六 与 211 的 最 大 公约 数 ( 注 意 0 二 2 一 二 2 态 64 过 100). 如 来 
(XX 十 2 一 ,211) 二 2:+1, 则 六 被 21 除 的 余数 等 于 十 ni ,而 如 果 (X 十 2 一 nr ,27 ) 二 2 , 则 该 余数 
等 于 Pk. 

从 而 ,在 如 此 问 过 6 个 问题 之 后 , 萨 沙 获知 了 XX 被 64 除 的 余数 . 显然 在 前 100 个 自然 数 中 ,被 64 
除 的 余数 相同 的 数 至 多 有 两 个 . 如 果 恰 有 两 个 , 记 为 a 和 a 十 64, 则 萨 沙 可 以 再 问 :“X 十 3 一 + 和 3 的 
最 大 公约 数 是 多 少 ?” 其 中 7 是 a 被 3 除 的 余数 . 显然 ,如 果 X 一 a, 则 该 问题 的 答案 是 3; 而 如 朱 X= 
a 十 64, 则 答案 是 1. 从 而 苹 沙 可 以 惟一 地 确定 出 X. 

注 : 萨 沙 的 前 6 个 问题 是 用 来 确定 X 的 二 进 制 表达 式 的 后 6 位 数 的 . 

例 22 21 个 女孩 和 21 个 男 护 参加 一 次 数学 况 赛 . 

(1) 每 一 个 参赛 者 至 多 解 出 了 6 道 题 ; 

(2) 对 于 第 一 个 女孩 和 每 一 个 男孩 ,至 少 有 一 道 题 被 这 一 对 护 子 部 解 出 . 

证 明 : 有 一 道 题 , 至 少 有 3 个 女孩 和 至 少 有 3 个 男孩 都 解 出 . 

证 明 ”假设 每 道 题 被 至 多 2 个 男孩 或 至 多 2 个 女 核 解 出 . 

设 A={Al,As，,…,Ai) 为 所 有 至 多 2 个 女孩 解 出 的 题目 的 集合 ， 

B= {Asi ,Ar ,An ;为 不 在 A 中 出 现 且 至 多 2 个 男孩 解 出 的 题 目 的 集合 . 

21 个 男孩 分 别 记 为 Pi, Pp2»***, p21 ,Zl 个 女孩 分 别 记 为 d1 »，d2，"""» O21 ; 男 设 共有 A] 个 选手 解 出 
Ai 1< 5 委 & 十 mm. 由 已 知 , 有 

Xi 十 Ta 十 … 十 Terns6X42 一 252. 

不 妨 设 每 个 题目 至 少 被 一 个 男孩 和 一 个 女孩 解 出 ,从 而 

Xj 宇 2,1 夺 7 人 kk 十 1m. 
将 解 出 同一 个 题目 的 p; .9 为 一 个 组 合 ,由 已 知 ,共有 21? 个 组 合 .对 A; 而 言 ,至 多 有 

max{ (zj; 一 1)X1,(zj 一 2)X2} 志 2z; 一 3 个 组 合同 时 解 出 名. 所 以 ,21 过 (2z 一 3) 十 (cr 一 3) 十 十 
(2 一 3) 一 2(2 十 妆 十 … 十 人 bp) 一 3RS2X6X42 一 3 二 12) 

从 而 ,& 十 mr 和 21. (1) 

另 一 方面 ,对 任意 p; ,在 A 中 至 多 做 出 6 道 题 , 故 至 多 有 2X6 二 12 个 女孩 与 p; 各 共同 解 出 了 A 
中 某 个 题 . 所 以 ,至 少 有 21 一 12 一 9 个 女孩 与 p; 各 同时 做 出 了 B 中 某 题 , 即 p; 必 解 出 了 B 中 某 个 
题 . 而 B 中 某 个 题 至 多 被 2 个 男孩 解 出 ,从 而 21 短 2 , 印 mx 之 11. 

辣 理 ,&k 宇 11. 

于 是 ,m 十 上 k 宇 22. 

此 与 (1) 矛 盾 , 故 命题 成 立 . 

例 23 〈2003 年 中 国 奥林匹克 题 ) 某 公司 需要 录用 一 名 秘书 ,共有 10 人 报名 ,公司 经 理 决 定 按 
照 求职 报名 的 顺序 逐个 面试 ,前 3 个 人 面试 后 一 定 不 录用 . 自 第 4 个 人 开始 将 他 与 前 面 面 试 过 的 人 
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相 比 较 ,如 果 他 的 能 力 超 过 了 前 面 所 有 已 面试 过 的 人 ,就 录用 他 ,否则 就 不 录用 ,继续 面试 下 一 个 .如 
来 前 9 个 人 都 不 录用 ,那么 就 录用 最 后 一 个 面试 的 人 . 

假定 这 10 个 人 的 能 力 各 不 相同 ,可 以 按 能 力 由 强 到 弱 排 为 第 1, 第 2,…… ;第 10. 显然 该 公司 到 
底 录 用 哪 一 个 人 ,与 这 10 个 人 报名 的 顺序 有 关 . 大 家 知道 ,这 样 的 排列 共有 101 种 . 我 们 以 A 表示 
能 力 第 & 的 人 能 够 被 录用 的 不 同 报名 顺序 的 数目 ,以 二 表示 他 被 录用 的 可 能 性 

证 明 :在 该 公司 经 理 的 方针 之 下 ,有 

(1)4 全 4 > >As = A 一 Ai 

(2) 该 公司 有 超过 70 红 的 可 能 性 录取 到 能 力 最 强 的 3 个 人 之 一 ,而 只 有 不 超过 10% 的 可 能 性 录 
用 到 能 力 最 暗 的 3 个 人 之 一. 

证 明 将 前 3 个 面试 者 中 能 力 最 强 的 排名 名 次 记 为 a. 显然 < 委 8. 将 此 时 能 力 排 名 第 有 的 人 被 
选 上 的 排列 集合 记 作 AiCa) ,相应 的 排列 数目 记 作 1As ea) i. : 

(1) 易 知 , 当 a=1 时 ,必然 放 过 前 面 9 个 人 ,录用 最 后 一 个 面试 的 人 ,此 时 除 能 力 第 1 的 人 之 外 ， 
其 余 各 人 机 会 均等 ,不 难 算得 

1A.(1)|= 二 3X81; 二 nn ,上 二 2,3,…,10, 其 中 ,“ ;= 二 ”表示 “ 记 为 ” 

当 2<&a&8 时 ,对 于 ao 和 As10, 能 力 排名 第 & 的 人 无 录用 机 会 ,对 于 1 二 <a, 此 时 机 会 均等 . 

事实 上 ,此 时 能 力 排名 第 a 的 人 排 在 前 三 个 ,有 3 种 选择 位 置 的 办 法 . 而 能 力 排名 第 1 至 第 a 一 1 
的 人 都 排 在 后 ?个 位 置 上 ,并 且 谁 位 于 他 们 之 首 就 是 谁 被 录用 ,有 排 法 GY (a 一 2)! 种 ;其 余 10 一 a 
个 人 可 以 在 剩 下 的 位 置 上 任意 排列 ,有 (10 一 a)! 种 排 法 . 故 有 
3(¥ (4 一 2)1 (10~a)!l;=r,,k=1, ,4a—!1; 
0， k=a,,10. 
上 述 结 果 表 明 : 
IAs|l=|As|=|iAr|=r=3X8! > () 


| Au (Cai 一 


8 
|A | 三 六 十 之 )- ,大 一 2 7 ©O) 
-1 


A|= > (3) 
由 式 四 和 @ 知 

Al 二 >1A;|>…|Ahl=|As,|=1A|>0; 

而 由 式 信 各 知 

Ail—|A;|=rs n=~=3X7X81! ~3X8! 全 0， 

综合 上 于 述 ,问题 (1) 获 证 . 


(2) 由 式 了 央 
IAs| 二 iAsl 二 |Ajo| 3xr 3x3x8! 人 
101 = 0 一 0 一 10 儿 ， 
所 以 ,录用 到 能 力 最 弱 的 三 人 之 一 的 可 能 性 等 于 10922 . 
由 式 人 和 他 可 知 


8 8 
A = a2)! (i0 一 CD) 1 
> a) (10—a) 


a— 1] 


—3X17! 


奥 费 经 典 y 


一 3X71 $C8—s) (9—s) 

i= 1] 上 . O 
3x71 X(56 十 21 十 10 十 5 十 兰 十 1 十 亏 ) 后 
_ 24 2 金 
=3X7! X95 E>3X7! X95 名 
—287X71., 有 
8 ™ 
[As|=n+ or 列 
-3X8!1 十 3X71 X (21 十 10 十 5 十 关 十 1 十 与 
24 2 数 

-一 | 一 -一 一 一 一 “ 
3X71 X47 后 >3X71 X47 阁 =143X71 > 


8 
|A; | 一 六 十 之 六 
12 2 
一 3X81 十 3X71 X(10 十 ?十 三 十 1 二 了) 


—3x7! x26 >3X7! x26 竺 一 80X71 


|A, | 十 |4A; | 十 |4A;1、287 十 143 十 80 510 17 
10! 


所 以 ， 720 720 24 

即 录用 到 能 力 最 强 三 人 之 一 的 可 能 性 大 于 70 色 ， 

例 24 (2001 年 中 国 奥林匹克 题 ) 在 正 n 边 形 的 每 个 顶点 上 各 停 有 1 只 喜 竟 , 偶 受 惊吓 , 众 癌 章 
都 飞 去 . 一 段 时 间 后 ,它们 又 都 回 到 这 些 顶 点 上 , 仍 是 每 个 顶点 上 1 只 ,但 未 必 都 回 到 原来 的 顶点 . 求 
所 有 正 整数 ”使 得 一 定 存在 3 只 喜 静 ,以 它们 前 后 所 在 的 顶点 分 别 形成 的 三 角形 或 同 为 锐角 三 角 
形 , 或 同 为 直角 三 角形 ,或 同 为 钝 角 三 角形 . 

解法 1 当 n==3,4 时 ,结论 显然 成 立 . 


> 人 >7092 ， 


(1) (2) 
14-3 

当 nn 二 5 时 , 连 出 5 条 对 角 线 的 正 五 边 形 中 , 恰 有 和 钝 角 三 角形 与 锐角 三 角形 各 5 个 , 当 5 只 时 静 

A.B.C.D,E 飞 落 前 后 的 状态 如 图 14 - 3 所 示 时 ,锐角 三 角形 与 钝 角 三 角形 互 变 , 不 满足 题 中 要 求 . 
故 知 n= 二 5 不 行 . 

当 n 二 2m,m 之 3,mEN 时 , 取 正 7 边 形 的 一 对 相对 顶点 A 和 B 并 考察 从 这 两 点 飞 起 的 两 只 癌 前 

( 仍 称 之 为 A 和 B) 的 落 点 . 若 喜 更 A 和 B 的 落 点 仍 是 一 对 相对 顶点 , 则 可 任 取 另 一 只 吝 葛 C, 于 是 ， 

A.B.C 三 只 喜鹊 飞 落 前 后 所 占据 的 顶点 都 构成 直角 三 角形 . 若 喜鹊 A 和 8 的 落 点 A'、B' 不 是 相对 

| 顶点 , 则 可 记 A' 的 相对 顶点 为 C' ,并 记 返 回 后 落 在 C 的 喜鹊 是 从 点 C 飞 起 的 . 于 是 ,ABC 三 只 育 


多 人 人 和 


况 飞 落 前 后 所 占据 的 顶点 都 构成 育 角 三 角形 . 这 就 证 明了 所 有 不 小 于 4 的 偶数 n 都 满足 要 求 . 

设 n= 二 2m 十 1,m 之 3,m€E NN. 这 时 图 (1) 中 没有 直角 三 角形 . 让 我 们 来 证 明 如 下 引 理 . 
: 引 理 ” 当 n==2m 十 1,m 之 3 时 , 连 出 所 有 对 角 线 的 正 1 边 形 中 , 印 角 三 角形 的 个 数 多 于 所 有 三 角 

形 个 数 的 一 半 . : 

: 事实 上 , 设 正 n 边 形 为 A1A,…A,. 这 时 ,以 对 角 线 4 Ai 为 最 长 边 的 钝 角 三 角形 的 个 数 为 7 一 
| 1. 所以, 钝 角 三 角形 的 总 数 为 

S=G2m+ D(H2+ 二 Cm 一 1D))= 广 (2m Dm(m—1). 

正 7 边 形 中 三 角形 总 数 为 

:=G = (2m Dm(2m—1). 
因为 

m—1>3 (2m— DO3m—3>2m— lSOm>3 一 1 二 2 
后 者 显然 成 立 , 故 敌 引 理 成 立 . 

由 引 理 可 知 , 当 7 二 2m 十 1,m 之 3 时 ,总 存在 3 只 喜 竟 ,它们 飞 落 前 后 所 在 的 3 个 顶点 都 构成 鳃 
角 三 角形 . 这 表明 不 小 于 7 的 所 有 奇数 都 满足 题 中 的 要 求 . 

综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 所 有 上 自然 数 是 

1 之 3 ,1 天 5， 

解法 2 

前 面 证 明 均 同 解法 1, 只 是 将 n= 二 2m 十 1,m 之 3 的 情形 改 证 如 下 : 

由 于 将 正 1 边 形 连 同 顶 点 上 落 的 喜 静 一 起 旋转 时 ,三 角形 的 形状 不 变 , 故 可 假设 一 只 至 葛 A 飞 
走 后 返回 时 仍然 落 在 的 原 处 . 过 A 所 在 的 顶点 作 正 ” 边 形 的 外 接 圆 的 一 条 直径 AA ,于 是 ,这 条 直径 
两 侧 各 有 m 只 喜 静 . 易 见 ,位 于 直径 同 侧 的 任何 两 只 喜鹊 与 A 一 起 所 在 的 3 个 顶点 都 构成 钝 角 三 角 
形 . 由 于 m 守 3, 所 以 ,位 于 直径 同 侧 的 x 只 喜 更 中 , 飞 走 返 回 时 总 有 两 只 B 和 C 仍 在 直径 的 则 一 侧 ， 
于 是 ,A、B.C 这 三 只 喜 静 飞 落 前 后 所 在 的 3 个 顶点 都 构成 钝 角 三 角形 . 这 就 证 明了 不 小 于 7 的 所 有 
奇数 都 满足 题 中 的 要 求 . 

所 以 ,满足 题 中 要 求 的 所 有 自然 数 就 是 

7- 之 3 ,1 天 5. 


【 解 题 尝试 】 


性 巡 捷 可 。 也 凑 底 温和 凤 汕 法 


入 组 


je 


. 《2003 年 安徽 省 竞赛 题 ) 三 位 数 中 ,如 果 十 位 上 的 数字 比 百 位 上 的 数字 和 个 位 上 的 数字 都 小 , 则 称 
这 个 数 为 种 数 ,如 504、746 等 都 是 止 数 . 那么 ,各 个 数位 上 无 重复 数字 的 三 位 数 中 四 数 共有 
_ 个 . 

. (2001 年 世界 城 际 间 联 赛 题 ) 三 堆 石 头 , 一 堆 51 块 , 另 一 堆 49 块 , 最 后 一 堆 5 块 . 任何 两 堆 可 合 为 
一 堆 , 也 可 将 有 偶数 块 石头 一 堆 , 分 为 块 数 相等 的 两 堆 . 问 能 不 能 用 这 两 种 步骤 ,将 这 三 堆 石 头 变 

为 各 有 一 块 的 一 百 零 五 堆 ? 


| 


Pe 


由 


1 


一 人 ] 


Oo 


CO 


奥赛 经 典 


WEE EA 
. (2000 年 第 26 届 俄罗斯 奥林匹克 题 ) 证 明 :可 以 把 全 体 自然 数 之 集 分 为 100 个 非 空 的 子 集 ,使 得 


对 任何 3 个 满足 关系 式 a 十 995=c 的 自然 数 a .bc, 都 可 以 从 中 找 出 两 个 数 属于 同一 子 集 . 


《2000 年 世界 城 际 间 联 赛 题 ) 两 人 在 3X 1000 的 棋盘 上 ,依次 放 棋 子 ,先行 的 人 的 棋子 是 1x2 的 


长 方形 ,后 行 的 人 的 棋子 是 2x1 的 长 方形 ,不 能 行走 的 人 作 负 . 问 谁 有 必 胜 之 术 ? 取胜 的 方法 是 
怎样 的 ? 


.《2000 年 世界 城 际 间 联 赛 题 ) 一 辆 公车 ,在 下 午 12:20 开始 一 次 长 达 一 百 公 里 的 旅途 ,车 上 有 一 部 


电脑 ,在 下 午 1;00,2;00,3:00,4:00,5:00 和 6:00, 都 说 :“ 假 如 以 后 的 平均 速度 和 以 前 的 平均 速度 
一 样 , 则 还 要 一 小 时 才 抵 达 目 的 地 . "” 它 可 能 对 吗 ? 如 可 能 的 话 , 在 下 午 6:00 时 ,公车 走 了 多 近 ? 


. (2003 年 第 44 届 IMO 试题 ) 设 S= (1,2,…,1000000} ,4 为 S 的 一 个 怡 包 含 101 个 元 素 的 子 集 


合 . 证 明 :在 S 中 存在 数 +t2 9 st100 ,使 得 下 列 集合 
A ,一 {z+bilzEA) ,7 一 1,2,…，,100 
中 的 任意 两 个 都 不 相交 . 


. (2004 年 第 30 届 俄 罗斯 奥林匹克 题 ) 办 公 室 里 装 有 2004 部 电话 机 ,其 中 任意 2 部 都 用 4 种 颜色 之 


一 的 导线 相连 . 现 知 4 种 颜色 的 导线 都 有 , 问 是 和 否 一 定 可 以 找到 某 几 部 电话 机 ,在 相互 联结 它们 的 
导线 中 恰好 有 3 种 不 同 的 颜色 ? 


.《2001 年 上 海 市 竞赛 题 ) 某 出 版 公司 为 一 本 畅销 书 定 价 如 下 : 


117 ,和 若 25<m< 姑 48; 
107 , 行 7n 宇 49. 
这 里 n 表示 订购 书 的 数量 ,Cn) 是 订购 n 本 书 所 付 的 钱 款 数 ( 单 位 :元 )， 
(1) 有 多 少 个 ”会 出 现 买 多 于 ?本 书 比 恰好 买 本 书 所 花 的 钱 少 ? 
(2) 若 一 本 书 的 成 本 是 5 元 , 现 有 了 两 人 来 买书 ,每 人 至 少 买 1 本 ,两 人 共 买 60 本 , 则 出 版 公司 至 少 
能 赚 多 少 钱 ? 至 多 能 赚 多 少 钱 ? 


127 ,和 石 1 < 24; 
en 


, (2000 年 第 26 届 俄 罗斯 奥林匹克 题 ) 在 2nX2n 方 格 表 的 某 些 方 格 中 放 有 黑色 围棋 子 或 日 色 围 棋 


子 ,每 格 至 多 放 一 枚 棋子 . 首先 ,从 方 格 表 中 取 下 所 有 这 样 的 黑色 围棋 子 ,只 要 它们 与 某 一 榴 日 色 
围棋 子 同 列 ;然后 ,再 从 方 格 表 中 取 下 所 有 这 样 的 白色 围棋 子 , 只 要 它们 同 某 一 枚 剩 下 的 黑色 围棋 
子 同行 . 证 明 : 在 方 格 表 中 剩 下 的 棋子 中 ,或 者 黑色 围棋 子 不 多 于 mn 个 ,或 者 白色 围棋 子 不 多 于 ww 


个 


10. (2000 年 第 26 届 俄 罗斯 奥林匹克 题 ) 沿 着 圆周 放 着 100 个 整体 互 质 的 自然 数 ,允许 将 其 中 任何 


| 一 


tt 


i : 时 
日 中 开 


一 个 数 加 上 它 的 两 侧 邻 数 的 最 大 公约 数 . 证 明 :可 以 借助 于 这 样 的 操作 ,使 得 所 有 的 数 全 都 变 为 
两 两 互 质 . 


B 组 


. (2004 年 第 30 届 俄 罗斯 奥林匹克 题 ) 坐 标 平面 上 的 每 个 整 点 都 被 染 为 3 种 颜色 之 一 , 且 3 种 颜色 


的 点 都 有 .证明 :可 找到 工 个 直角 三 角形 , 它 的 3 个 顶点 都 是 3 种 不 同 颜色 的 点 . 


.《〈2002 年 罗马 尼 亚 为 IMO 和 巴尔 干 地 区 奥林匹克 选拔 考试 供 题 (第 四 轮 )) 设 正 整数 序列 tav } 满 


足 对 于 所 有 x>2,c 是 a ;十 cv 的 最 小 素 因 数 , 实 数 zx 的 小 数 部 分 是 按 al az，……a，… 的 次 序 
写 出 的 .证 明 :z* 是 有 理 数 . 
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(1994 年 第 20 届 俄 罗斯 奥林匹克 决赛 题 ) 某 班 共有 30 名 学 生 , 每 一 名 学 生 在 班 内 都 有 同样 多 的 
朋友 . 试问 : 比 目 己 的 大 多 数 朋友 的 成 绩 都 要 好 的 学 生 最 多 可 能 有 多 少 名 (假定 对 该 班 任意 两 个 学 
生 的 成 绩 , 都 可 以 比 出 谁 好 谁 差 7? 


. (2002 年 第 43 届 IMO 试题 ) 设 ”为 任意 给 定 的 正 整数 ,了 为 平面 上 所 有 满足 zx 十 y<mz、y 为 非 


负 整数 的 点 (zr, 所 组 成 的 集合 , 工 中 每 一 点 (zy,y) 均 被 染 上 红色 或 蓝 色 , 满 挟 :在 (zx,y) 是 红包 ， 
则 开 中 所 有 满足 z 二 x、y 二 yy 的 点 (x ,yy ) 均 为 红色 ,如 果 nn 个 蓝 点 的 横 坐 标 各 不 相同 , 则 称 这 n 
个 蓝 点 所 组 成 的 集合 为 一 个 外 一 集 ; 如 果 个 蓝 点 纵 坐 标 各 不 相同 , 则 称 这 个 蓝 点 所 组 成 的 集 
合 为 一 个 Y 一 集 . 证明 :X 一 集 的 个 数 和 YY 一 集 的 个 数 一 样 多 . 


. (2003 年 美国 奥林匹克 题 ) 设 1 天 0, 对 任何 整数 数列 A= (a; } ,Oa i701,2,* ,7 定义 及 一 


个 数列 KA)=(tai) .这 里 ta) 表示 数列 A 中 ,在 au; 之 前 且 不 同 于 a; 的 项 数 .证 明 :; 从 任何 给 定 
的 数列 A 出 发 ,经 过 少 于 n 次 1 变换 ,就 可 得 到 一 个 数列 B, 使 得 :(B)=B. 
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第 三 篇 部 署 优势 “兵力 ” 
一 一 融通 巧 握 几 种 妙 解 技 能 和 

解 题 ,就 好 像 游泳 一 样 ,是 一 种 实际 技能 . 2 


一 一 波 利 亚 (Polya) 


数学 竞赛 是 才智 的 角逐 . 因此 ,一 些 有 固定 路 线 可 以 遵循 的 问 
题 ,不 属于 数学 竞赛, 竞赛 需要 的 是 “ 巧 ”, 是 出 奇 制胜 的 “ 野 路 子 ” 
一 一 单 增 


应 用 规则 要 得 心 应 手 , 运 用 日 如 ;并 且 注 意 到 规则 所 适用 的 场合 ,有 选择 、 有 批判 地 加 以 应 用 ;不 
为 规则 的 词句 而 迷失 本 意 , 或 本 未 倒置 坐 失 良 机 ,这 就 是 精通 
一 一 波 利 亚 (Polya) 


竞赛 题 代表 了 活 的 数学 , 解 竞 赛 题 既 离 不 开 数学 知识 和 一 般 的 思维 规律 ,也 离 不 开 一 些 方法 和 
技能 的 运用 . 

一 道 较 好 的 竞赛 试题 ,如 果 它 的 解法 不 能 体现 数学 的 美 ,缺乏 简洁 、 奇 异 与 独创 ,那么 在 挑 蓟 的 
命题 组 成 员 前 是 很 难 获 得 通过 的 . 这 些 试题 在 趣味 性 和 技巧 上 都 是 严格 把 关 的 ,因而 ,在 数学 竞赛 中 
充满 着 眼花 练 乱 的 技能 技巧 :估算 、 算 两 次 . 释 加 、 赔 化 . 引 参 赋值. 配 凑 ,分离 . 分 拆 、 排 序 、 逐 步调 整 
等 等 , 令 人 目不暇接 . 显然 ,数学 竞赛 的 技能 技巧 不 是 低层 次 的 一 招 一 式 或 妙手 偶 得 的 雕 虫 小 技 , 它 
既是 使 用 数学 技能 的 技巧 ,又 是 创造 数学 技能 的 技巧 . 更 确切 地 说 ,这 是 一 种 数学 创造 力 ,是 一 种 高 
思维 层次 .高 智力 水 平 的 艺术 ,是 一 种 独立 于 史诗 .音乐 .绘画 之 外 的 数学 美 . @ 


(DD 罗 增 颂 主 编 . 数学 竞赛 教程 LMj. 西安 :陕西 师范 大 学 出 版 社 ,1993;83 
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i Y — 了 
区 解 题 金 钥匙 系列 


第 15 章 ”运算 性 技能 


【学 习 目 标 】 
数学 解 题 少不了 运算 ,运算 既 要 快捷 ,又 要 准确 ,这 在 数学 竞赛 中 显得 更 为 突出 . 一 般 地 ,每 一 道 
竞赛 题 都 有 一 定 的 运算 量 ,通过 深层 次 的 思维 减少 运算 量 ,也 有 一 些 如 下 的 技能 


【 解 题 钥 匙 ) 


1. 估算 

估算 ,实质 是 一 种 快速 的 近似 计算 , 它 的 基本 特点 是 对 数 或 去 作 适 当 必 大 或 铀 小 ,从 而 对 运算 绪 
果 确 定 出 一 个 范围 ,或 作出 一 个 信 计 .更 本 质地 看 ,估算 应 该 是 一 种 数学 意识 ,是 在 蜂拥 而 来 的 众多 
信息 面前 ,迅速 捕 提 一 批 有 用 或 关键 信息 的 那 种 数学 素质 , 它 往 往 可 以 跳 过 党 见 的 逻辑 推理 过 程 , 直 
接 给 出 结果 ,或 将 解 题 的 关键 “一 眼看 穿 ”. 

舍 算是 一 种 随 着 科学 和 数学 发 展 而 呈现 出 来 需要 掌握 的 重要 技能 . 


例 1 《第 11 届 * 希 望 杯 "邀请 赛 题 ) 设 >b>cynEN, 且 一 十 二 -之 -志恒 成 立 , 则 的 最 大 
值 为 ( ” ). 
A.2 B. 3 C.4 D.5 
天 AUC UC 十 2 一 Cc 
解 ” 选 CC. 理由 : 一 “十 7 一 ER Zn, 从 而 + Os 
而 < 二 2 十 2 二 > ， 二 a 十 c 时 ,不 等 式 左 边 的 值 等 于 4. 


de de 
于 是 ,| 二 一 5 十 7 ] 一 4. 


ee 

故 n 志 4, 即 n 的 最 大 值 是 4. 

例 2 (2004 年 高 考 潮 南 卷 题 ) 农 民 收 入 由 工资 性 收入 和 其 他 收入 两 部 分 构成 . 2003 年 某 地 区 农 
民 人 均 收 入 为 3150 元 (其 中 工资 性 收入 为 1800 元 ,其 他 收入 为 1350 元 ) ,预计 该 地 区 目 2004 年 起 的 
5 年 内 ,农民 的 工资 性 收入 将 以 每 年 6 多 的 年 增长 率 增长 ,其 他 收入 每 年 增加 160 元 . 根据 以 上 数据 ，| 
2008 年 该 地 区 农民 人 均 收 入 介 于 ( ” )， 

A. 4200 元 一 4400 元 B. 4400 元 一 4600 元 

C., 4600 元 一 4800 元 D. 4800 元 一 5000 元 

解 选 了 理由:; 依 题 意 ,2008 年 该 地 区 农民 人 均 收 入 为 1800 X (1 十 65 六 十 1350 十 5X160， 
对 (1 十 6 多 六 的 展开 式 进 行 估算 处 理 . 
1800X(1 十 6 多 )5 十 1350 十 5X160>>1800X(1 十 5X0.06 十 10X0.06) 十 1350 十 800==4554. 8， 
1800X (0 十 6 和 % 5 十 1350 十 5X160< 过 1800X (1 十 5X0.06 十 10X0.06 十 0.03) 十 2150 一 4560. 2. 


| | 
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所 以 ,2008 年 该 地 区 农民 人 均 收 入 介 于 4400 元 一 4600 元 . 


例 3 (1994 年 全 国 高 考题 ) 已 知 球面 上 A、B.C 三 点 的 截面 和 球 心 的 距离 等 于 球 半 径 的 一 半 ，| 


旦 4AB=BC=CA=2, 则 球面 面积 是 ( ) 
16xn 8 、 064 
A. 9 B. 3 C, 47 D, 0 


解 ” 选 B. 理由 : 先 算出 球 半径 尺 ,然后 求 球面 积 是 解 选择 题 的 “小 题 大 做 ”, 其 实 对 RR 作 估 算 即 | 
可 排除 三 个 假 支 .注意 到 及 不 小 于 AABC 的 外 接 图 半径 233 , 故 得 S= 4rR:>>4x (28) 一 39, 则 | 


3 


ABC 的 值 都 小 于 -5 


例 4 如 图 15 - 1, 正三 楼 台 ABC 一 人 BiC 中 ,Sangec 二 V3,Sanisic 二 4V3，,D、EE 分 别 是 AB 和 
AC 边 上 的 动 点 , 且 DEV BC, 那 么 截面 A; DE 与 截面 B1Ci ED 在 底面 A1B1C! 上 的 射影 面积 之 和 为 


A B28 C 3 D. 33 


4 


(LD) 


15-1 
解 选 D. 理由 : 当 DE>A 时 ,过 A 作 AEJ 平 面 A1BiG, 则 所 求 的 射影 面积 之 和 为 Sapsc, = 


六 * Ci ED >> 性 BiCl* AD= 考 “4 “V3=2V3. 


又 A.B.C 的 值 均 小 于 2V3 , 故 选 D. 若 令 DE->BC 进行 估算 , 则 较 繁 . 
例 5 (1999 年 全 国 高 考题 ) 如 图 15 - 2, 在 多 面体 ABCDEF 中 ,已 知 面 ABCD 是 边 长 为 3 的 正 


方形 ,EF//AB,EF 一 子 ,EF 与 面 AC 的 距离 为 2, 则 该 多 面体 的 体积 为 ( 。 ) 


让 渤 攻 可。 也 并 志江 和 凤 清 和 敬 D 


Ee 


1ABI 一 Sw : EG|== 方 .2.3.3_ 工 . 工 .2.3. 也 =9 一 站 = 怠 ， 


经 曲 


二 » da En 


解 ~ D. 理由 ;如 图 ， 取 下 三 棱柱 BCF - AGD 作 佑 算 ? 则 V = Vcr-acp 一 VE-AGD 一 SARF * 


3 “< 
或 用 近似 值 进行 估算 , 易 求 Venwew = 二 。3: .2 一 6, 则 可 判断 所 求 多 面体 的 体积 必 大 于 6, 只 有 


D 符合 ， 


例 6 (2000 年 全 国 高 考题 ) 解 不 等 式 v 妇 十 1] 委 cz 十 1(e 盖 0)， 
解 ” 若 一 般 对 az 十 1 是 大 于 零 . 小 于 和 零 ,、 和 等于零 进行 分 类 ,解答 过 程 复杂 ,失误 多 . 否 先 对 


VX 十 1 进行 估算 ,解答 过 程 会 显得 简 浓 . 


流 机 


依 题 意 ;:ar 十 1] 宇 Vz 十 1 之 1 
有 ”axr 宇 0, 又 ac>0, 则 zx 之 0. 


原 不 等 式 可 化 为 : [7 全， > /2 

十 1 志 (1 二 ax) (a 一 1)7x 十 2a 守 0. 
当 0 二 a 二 1 时 ,不 等 式 解 集 为 
(zlo<xz< 了 2 ); 


当 ”4a 之 1 时 ,不 等 式 解 集 为 4tziz 之 0}， 
例 7 等 差 数 列 {a,) ,ai 0, 前 二 项 和 为 $, 且 S>0,So<0, 当 关 为 何 值 时 ,S% 最 大 ? 


解 由 于 S, 一 全 和 4 一 gas 过 0， 


S10 一 ee 9(as 十 ca ) 二 0， 


di >ar > as >0>a >a > ', 

当 n 二 5 时 ,S, 最 大 ， 

结果 的 对 错 除 了 直接 检查 运算 过 程 之 外 ,还 可 用 佑 算法 进行 检验 

检验 ”因为 5, 二 A(n) 的 图 象 是 过 原点 的 抛物 线 ,上 且 横 坐标 为 自然 数 ,又 该 数列 公差 小 于 零 , 故 


抛物 线 开口 向 下 ,与 横 轴 的 一 个 交点 的 横 坐 标 为 零 , 另 一 交点 的 横 坐 标 在 区 间 (9,10) 内 ,可 见 其 顶点 
横 坐 标 在 区 间 (4.5,5) 内 ,可 知 n= 二 5 时 ,S, 最 大 . 


例 8 (1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 求 证 : 


80 ] 
16< 宪 天生 17 


证 明 由 vk 一 1 过 Vk 十 1 得 
VkE+ Vk—1<2Vk<VE+ Vk,REN,. 
= 1 -1 1 

全 加 Ri TT 2 J ai 
即 得 “2(0vVRETI 一 司 一 二 一 2CE VET) 


VE 
于 是 2 Vial 一 Vm< > 元 <2(V5- Vm 一 了 ) ,其 中 1 过 m 过 n,m 为 正 整数 . 


. . 呈 让 .. et 本 | 
| i . . Hr 站 1 
OE . ee 
BE. 中 Hn 的 : 1 OE i r 1 
站 本 上 9 FE : Wt 人 1 
站 十 ; r 1 Ei nr 
7 i ep 


解 题 金 钥 是 系 列 


80 
取 2 一 80, 思 一] ,得 16 一 六 二 
Ek 


姜 攻 


30 
取 n 二 80,m 二 2, 得 1 十 之 二 <<2(V80 一 1) 十 1<2 v8T_-1=17 故 16 一 全 工 一 17. 


k=1Vk 


例 9 (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 函 数 y==z 十 Vx 一 3zx 十 2 的 值 域 为 . 


解 填 [1, 六 )U[2, 十 co]. 理由 ， 


y= 二 X 十 Vz 一 37 十 2 过 Vr 一 37 十 2==y 一 r+ 之 0. 
两 边 平方 得 (2y 一 3)zx 二 yy 一 2. 


2 _. 2 
由 y+ 一 y 一 完 3>0>Y >0>1<y< 闻 或 y 之 2. 


任 取 y 之 2, 令 7 一 其 二 3, 易 知 Z 之 2. 于 是 ,一 3x 十 2 之 0 日 y 二 7 十 VX 一 37 十 2. 


2 
任 取 1<y< 六 ,同样 令 7 一 六 二 5' 易 知 ZX 世 1. 于 是 ,x 一 3X7 十 2 之 0 且 y 一 + 十 Vx 一 37 十 2. 因 


此 ,所 求 函 数 的 值 域 为 [1, 这 )U[2, 十 oo). 


例 10 (2004 年 全 国 高 中 联结 题 ) 在 平面 直角 坐标 系 xOy 中 ,y 轴 正 半 轴 上 的 点 列 {A,} 与 


了 曲线 


= V 殉 (z>0) 上 的 点 列 ({B,} 满 足 1O4,| 一 1OB,| 一 二 ,直线 A,B, 在 x 轴 上 的 截 距 为 ,点 B, 的 


横 坐 标 为 bp, ;71 N 。 证 明 : 
(ja 一 an 人 >4 EN 
(2) 存 在 aoEN+ ,使 得 对 任意 的 z>7o 都 有 


p Tp tt + 


pb <n—2004, 


证 有明 〈1l) 易 知 A， (0, 过 ~ ),B, (b,, v2b,) (C6, >>0). 由 |0B, 


b, =A/ (HL):+1i—1,n€EN:. 


其 次 ,直线 4A.B, 在 zx 轴 上 的 截 距 a, 满足 


] » 
( ,一 0)(vVv28 一 一 ) 一 (0 一 一 )(pP 一 0) ,有 LV， ,二 n 
" 7 ,a 1—n V2b, 
因为 2%5b,= 二 1 一 nb; 守 0,b, +2 二 六 六 ,所 以 ， 

_ br(l+n v2b,) bl(ltn 太 ， 
0 9b, 1—(1—ni6) 

2 
一 Fi 十 2 十 V2(5, 十 2)， 
A 


1 2 V2t2 (LT) +1 
an 一 (去 ) 十 1 十 1 十 A/ 2 十 2 (万 ) 十 1. 


一 ,得 其 十 25 一 (二 )2, 故 


"REN,. 


:1 四 . 
PE - . . 
品 1 四 9 FF 四 1 
， 本 


人 经典。 ~“ 


性 涟 所 弄 。 台 洪 谈 省 人防 启 淮 O 


因为 一 > 二 >0， 折 以 ， 对 任意 的 nEN: ,都 有 an>a ,14. 


(2) 设 cm 一 1] 一 人 EN+ , 则 


性 涨 苹 台 。 半 洪 佐 滥 耻 证 守 5 
| 
| 
+ 
| 


nt DD 


Cn 全 一 一 二 7 人-+， 


设 3. 一 cl 十 cz 十 … :二 cn snEN. 
n= 2 EN 


S, > 二 十 才 | 
- 1 十 … 十 十 … 十 去 
一 (可 十 二 本 本 Ti 2 ) 
1 yxl .tix l kl 


所 以 , 取 w= 二 22” 一 2, 对 任意 的 n>>no 都 有 - 


(各 ) 二 (1 全 )+ 十 (一 全 
=S,>S, 2 上 一 2004， 


歼 庆 i 2004 ,n>no. 


2. 站 次 


算 两 次 指 对 辣 对象 当 用 两 种 不 同 的 方法 将 其 整体 分 为 部 分 时 , 则 按 两 种 方式 所 求 
得 的 总 和 应 是 相等 的 . 因此 , 算 两 次 不 仅 是 将 同一 个 量 从 两 个 不 同 的 角度 计算 两 次 ,利用 殊途同归 
的 等 量 关系 达到 “出 奇 制胜 ”的 目的 ;而 是 体现 了 从 两 个 方面 计算 的 解 题 方法 ,这 其 中 蕴涵 着 换 一 个 
角度 看 问题 的 转换 思想 . 算 两 次 的 技能 ,不 仅 是 数学 工作 者 进行 创造 发 明 的 法 宝 ,而 且 也 是 竞赛 者 进 


中 单 增 . 算 两 次 LMJ. 合肥 :中国 科学 技术 大 学 出 版 社 ,1992 年 . 
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情 


奥 融 经 典 vy 
| 解 题 人 金 铀 是 系列 “一 "一 


行 解 题 的 重要 法 宝 . 算 两 次 原理 又 称 为 窗 比 尼 原 理 ， 
例 11 直线 /过 人 ABC 的 重心 G, 与 边 AB,AC 分 别 相交 于 B1,C, 信 尹 = 人 =k 求证 : 


l 】 
XT 
证 了 明 作 BC 边 上 的 中 线 AD,G 必 在 AD 上 .可 考虑 用 三 角形 的 面积 处 理 . 设 人 ABC 的 面积 为 
1, 作 ABiCi 的 面积 为 S. 下 面 用 两 种 方法 来 计算 5. 
Ss APBXACI 


一 方面 ,5 一 ABXAG 一 中 
为 一 方面 ,S 二 Sapj6 十 SAncc， ， (2) 
而 与 D 式 类 似 地 有 


A A 1 A 
Samic 一 各 Samp 一 人 ,Sa 一生, 代 人 @ 式 得 S== 公 


综合 以 上 两 个 方面 ,可 得 加 于 , 两 边 同 乘 访 , 即 可 证 得 原 式 . 


例 12 设 了 为 L0,1] 上 的 轰 数 ,满足 : 
(1) fF(0)=0,f(1)=1. 


(2) 对 所 有 zx、yE [0,1],z<<y, 了) 二 (1 一 4) f(x) 十 af(y) ,其 中 a 是 一 个 实数 , 且 0<a<1. 
求 /( 考 ). 

解 ” 由 条 件 (2) 得 

f (地 )= (0)f(0) +af(D) =a, ( x) 


1] ] > 
f(F)=af(s)=e; 


2a 一 a’， 
由 于 有 了 f( 了 ) 和 f( 妆 ),f( 去 ) 可 以 用 另 一 种 方法 来 计算 
1 3 
A()-| 
=(]—a)a’: a(2a—a’). (Cx) 


综合 (* )、(x* x ) 式 得 
a 二 (1 一 a)a’ 十 a(2a—a’)， 


从 而 aa 一 1D) (oa 一方) 一 0， 


/ ] 
求 得 4 ID ， 


i 
"pp 


三 加 手柄 。 泽 状 凌 浊 色 商 蘑 0 


/2 一 去 [Cn 十 六 9] 


OO 
解 有 竺 别 地 , 取 z=0, 得 7( 立 )= 玛 7， 
金 2 ,1 
负 A7)5(7) 
RY 
(7) (7)-(7) 
. 太一 方向 ， 
高 4、 [二 +11 1-1 
到 (多 = (Jr 
池 所 以 4F( 广 ) 一 方 CA 了 ) 十 吕 ， 
.7 | l 
故 /(7 )=7- 


例 13 (1989 年 第 6 届 巴 尔 干 数学 竞赛 题 ) 直线 /分别 交 八 ABC 的 边 AB,AC 于 Bi,Ci, 并 且 
和 A 人 4BC 的 重心 G 与 A 在 i 的 同 侧 . 证 明 . 


Sic + Srios > Sn. © 
证 法 1 过 G 作 :的 平行 线 六 分别 交 AB,AC 于 BC 如 图 15-3. 


图 15-3 图 15-4 
由 于 C1 到 AB 的 距离 小 于 Ci 到 AB 的 距离 ,所 以 
DB = IpB, 0 二 SB or = Opp Sp po, 
= Om Bp, > Op, 
同 理 , Sa oa 这 Sar,» 
因此 要 证 明 @ ,只 需 证 明 


Ba， 3 十 Se 好 1 > 入 SABC. 
换 句 话说 ,我 们 可 以 认为 /过 重心 G( 否 则 用 7 代替 由 ,在 这 一 条 件 下 来 证 明 Q@. 


在 图 15 一 4 中 ， 设伏 二 一 1 二 44, 则 


See =(1—A) Sia,a =(1—X) Snax. 
同 理 » CB) 0, 一 (1 -一 AD)ASAHC。 


解 题 爹 钥 是 系 列 


问题 化 为 证 明 不 等 式 
(1—Ap+ (1— /D4 这 与， 加 
由 例 11 ,过 一 一 3， 从 而 4 十 A 一 3AH， 


(1 一 4)Ap 十 (1 一 AAA 一 4 十 友 X= 3 (4 十 A) 一 9 Qt ( 和 十 ) 
之 可 VA eA = 


证 法 2 不 妨 设 Sax = 二 1. 取 BC 的 中 点 DD, 连 DB ,DC ,AD 如 图 

15-5, 则 G 在 AD 上， 
DBB1 CC + Soo8, 

一 和 9568， (] + Spp, CC 十 Sepe, 

一 ^9op 5 ,| 十 29m.8， 0 — Spa — Oar, B C 

一 ooaicC FIRB — SDBB, — Opeo, ) : 

=Z( ono Src, B, ) = Zn cp Bb 

=Z( Scop TT DapD) = Sapi6 t+ ae, 

== 仿 十 故 ， 


性 党 喇 融 。 党 洪 座 洽 贞 汕 汶 C 


sm AB. ,_ AC 
这 里 A 二 AB » AC: 


设 BiG 的 延长 线 交 AC 于 C2, 人 一, 则 由 例 11, 文 十 方 =3， 
L027 ,所 以 文 十 去 + 3， 

A 1] 了 一 二 

3 十 生 之 计 Q+ (六 十 记 之 池 ， 


注 ”两 种 证 法 都 多 次 将 同一 块 面积 用 不 同 的 形式 表示 . 

例 14 (1992 年 上 海 市 竞赛 题 ) 设 n 是 给 定 的 自然 数 . 求 所 有 的 正 数 对 (a,6) ,使 得 x 十 ax 十 5 是 
ar” 十 (aXx 十 b)”“ 的 因 式 ， 

解 ” 设 zo 是 方程 x 十 ax 十 6 二 0 的 根 ,我 们 从 两 种 不 同 的 角度 计算 z 的 值 . 

由 5>>0 知 zo 关 0, 且 xo 也 是 方程 

ar” 二 (ar+b)”=0 
的 根 , 从 而 ,ax?” 十 (一 6)”" 二 0, 得 x? 二 一 a, 解 得 


zo 一 9a[eos i sin 和 (一 0,1,2,…,2n 一 1), 且 xo 必 为 虚数 ,否则 一 o 一 区 之 
0, 矛 盾 . 


[7 了。 ， 
另 -一 方面 ,mm 一 a 二 到 位 2 。 COS 00 


(28 十 1)T 37 
从 而 得 < < 


怀 汉 五 羽 。 闻 湛 应 济 和 子 售 小 OO 


故 nn<2k 二 1 过 3n. 
由 此 可 见 , 当 n= ] 时 ,无 解 ; 
当 17- 之 2 时 ， 


2 


(2 有 十 1)T 2 一 ] 
“一 | 2cos | ， 
2n 


一 一 1 
b= Xo 0 一 [xo | —an —| 2cos 


(2&- 十 1) 2 
四 1 。 


其 中 mn 二 2k 十 1 二 3n,kEN. 
例 | 15 (2001 年 第 42 届 IMO 试题 ) 设 n 是 大 于 1 的 奇数 ,i \k» "ky, 为 已 知 整 数 , 对 1,2,."*,n 


的 nl 个 排列 中 的 每 一 个 a= (al ,Qa2 ,°° ,Cn ) , 今 S(a)= Pkia; ,证 明 存 在 两 个 排列 pc,p 天 cy 使 得 nl 
是 SC) 一 SCc) 的 因数 ， 
证 明 ”假定 每 两 个 排列 5.c,b 关 c,S(B) 与 S(c) 关 于 模 n1 不 同 余 , 则 对 nt 个 排列 中 的 任意 排列 


| 1 
4,S(a) 分 别 同 余 于 1,2,3,……nl 一 1,n1, 吕 SCa) 二 1 十 2 十 3 十 十 (nl 一 DD 十 1 一 全 全 天 


OC(modnt). 另 一 方面 ,DS(o) 一 Ska = > Dk = >k 2 ,由 于 a; 二 1 的 a 有 (一 1)1 个 ,ww 一 2 
的 a 有 (一 1)1 个 ,…,a; 二 nn 的 a 有 (n 一 1)1 个 ,所 以 Za; 一 Cn 一 1 X( 1 十 2 十 … 十 ?0) 一 7 。 
1 ,了 SC 一 中 2 交 和 =0(modn1) ,由 两 次 计算 得 出 互相 矛盾 的 结果 ,可 知 原 结论 成 立 ， 

例 16 《中 等 数学 )2004 年 4 期 奥林匹克 问题 ) 试 求 出 同时 满足 下 列 条 件 的 集合 S 的 元 素 个 数 
的 最 大 值 : 

(1)S 中 的 每 个 元 素 都 是 不 超过 100 的 正 整 数 ; 

(2) 对 于 S 中 的 任意 两 个 不 同 的 元 素 a .6, 都 存在 S 中 的 另外 一 个 元 素 c, 使 得 a 十 b 与 c 的 最 大 
公约 数 等 于 1; 

(3) 对 于 S 中 的 任意 两 个 不 同 的 元 素 a .6, 都 存在 S 中 的 另外 一 个 元 素 c ,使 得 a 十 6 与 c 的 最 大 
公约 数 大 于 1. 

解 ” 构 造 50 个 数组 : 

(1,100),(2,99),…,(50,51) ,每 个 数组 中 的 两 个 数 之 和 是 101. 

由 于 101 是 质数 ,在 S 中 不 存在 元 素 c ,使 得 101 与 c 的 最 大 公约 数 大 于 1. 因此 ,在 S 中 不 可 能 
同时 含有 上 述 数组 中 的 同一 数组 中 的 两 个 数 . 由 抽 居 原理 可 知 ,集合 S 中 元 素 的 个 数 不 大 于 50. 

另 一 方面 ,我 们 构造 集合 A 一 {2,1,3,5,7,…,95,97). 此 集合 含有 2 和 小 于 98 的 49 个 奇数 . 

下 面 说 明 集 合 A 满足 题 设 条 件 . 

对 于 集合 A 中 的 任意 两 个 元 素 a 和 5: 

(让 若 a 二 2, 则 5 是 奇数 . 

若 b= 二 1, 易 见 A 中 存在 元 素 c 满足 题 设 条 件 ; 

若 3<p<95, 则 A 中 元 素 1 与 a 十 b 的 最 大 公约 数 等 于 1,A 中 元 素 b 十 2 写 a 十 6 的 最 大 公约 数 
是 5 十 2 大 于 1; 

若 5 二 97, 易 见 A 中 存在 元 素 c 满足 题 设 条 件 . 

(让 若 a.5 都 不 等 于 2, 则 a 都 是 奇数 ,a 十 b 是 偶数 . 于 是 a 十 b 与 2 的 最 大 公约 数 是 2 大 于 ]， 


- 站 | | 本 
站 : 四 
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0 2 
1 | 
| 
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且 < 十 与 1.89.91 中 的 某 个 数 必 互 质 . 

所 以 ,集合 A 满足 题 设 条 件 . 

因此 ,集合 $ 的 元 素 个 数 的 最 大 值 是 50. 

3. 礁 加 

在 解 题 时 , 先 将 各 部 分 到 加 组 合 或 者 先 寻 找 它 的 若干 特别 的 解 ,或 者 先 寻 找 被 分 割 部 分 的 解 , 然 
后 利用 它们 的 适当 到 加 组 合 , 以 求 得 该 问题 的 解 . 这 就 是 我 们 常 采 用 的 全 加 法 解 题 山 ,这 也 是 一 种 重 
要 的 解 题 技能 . 

例 17 (2004 年 全 国 高 考卷 理科 第 22 题 ) 已 知 数列 {a,} 的 前 7 项 和 S, 满足 : 

S$, =24; 二 (一 1)"(n 宇 1). 

(1) 写 出 数列 {a,} 的 前 三 项 cy ,az ,as ; 

(2) 求 数列 {a,;} 的 通 项 公式 ，; 

(3) 证 明 ,对 任意 的 整数 n>4, 有 二 十 二 十 … 十 二 忆 再 . 

(1) 和 (3) 的 解答 从 上 略 , 现 仅 给 出 (2) 的 解 . 

在 高 考 标准 答案 里 是 用 “ 递 推 ”方法 求 得 a, 二 所 [2 十 (一 1)”!](nE N+ ). 下 面 我 们 用 “ 司 加 ” 
法 来 求 c,， 

1 ,天 一 上 时 ， 

解 首先 ,由 a4 一 Si 一 Si_; 站 之 2 时 ， 

可 得 ar 一 2ax 十 2 一 1 ,有 ED 6 -一 (| 一 2( 一 上 六 一 (天 -之 2 )， ( ) 

在 人 x ) 式 中 ,依次 令 二 2,3,…,n, 则 得 


六 泣 五 局 ， 半 洲 唐 半生 六 莪 0 


972 2 0 一 220 (一 1)， (LD) 
27 3, — 2 a 一 2"? (一 1]) 9 (2) 
24，) 一 220，， 一 22( 一 1)”， (7 一 2) 
a, 一 20， 1 一 2( 一 1) 一 ， (7 一 ]) 


将 以 上 2 一 1 个 同 向 不 等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 
a 一 2 一 201( 一 1) 十 202( 一 1 十 … 士 2( 一 1)51， 


“od 一 2 一 (人 一 ]) 生 [1 一 (一 2 下 一 本 [2 十 (一 Dr 
经 检验 ,n 二 1 时 ,ai 二 1 满足 上 式 , 故 
一 二 [2 十 (一 DinEN 


例 18 〈《 数 学 通报 ;数学 问题 1499 题 ) 已 知 a.b、c 是 满足 a? 十 医 十 c= 二 1 的 实数 ,求证 : |a| 十 
bl 二 lcl 守 3V3(B etea ta pb). 


证 明 因为 lal 十 |a| 十 3V3a' 守 3 Val * Jal .3V3u 一 3V3a2， 


Q@ ”宁海 咏 . 用 “ 香 加 法 ”解数 学 题 []. 中 学 数学 月 刊 ,2005(1);38~40,， 


证 迁 和 下， 也 并 座 灾 内科 约 0C 


pa 24:::| 


i : 十 归 蘑 给 
5 


所 以 3020 


同 理 b> (yp — py) 
1 [2 


~ )., 


以 上 上 三 式 相 加 ,可 得 


3 33 


[id 十 18 寺 cl 位 二 一 一 (十 六 十 c) 


Ca 


fe 二 ca 二 a:Pb)., 
所 以 lal 二 [bl 十 |c| 守 3V3(62e 二 cea 十 a?B). 


例 19 (第 2 敢 全 办 奥林匹克 题 ) 设 人 [2 都 是 正 数 , 且 1 a2 二 "十 ,二 1. 


2 2 2 
a Qi! Us ] 
求证 ; 一 一 一 一 十 十 光 十 -一 十 一 一 人 一. 
:元 Wo? 十 Cs Qi 十 a， Qn 十 a 一 2 


证 阴 ”因为 cas an 一 由 平均 值 不 等 式 可 得 


Qi Ul TA? 十 ao | ,Ta 二 
-一 一 一- -之 ， 
| 十 2 4 2 | 4 a 


as 十 于 十 3 ~ as , 2 十 ca 
好 2 十 3 4 一 Co 十 Cs 4 


< 2 
TI ,ta 
dn 十 Ci 4 一 ln 二 Ql 4 的 


— 7 4. 


将 上 面 个 同 癌 不 等 式 两 边 分 别 相 加 ,并 注意 到 a 十 as 十 … 十 a 二 1， 


例 20 ”如 图 15~6, 已 知 圆 O 的 三 条 强 A1A;,B1iB; ,CiC; 两 两 相交 ， 

变 点 依次 为 A,B,C, 且 AA= 二 BC 一 CB ,AB==BA; 二 CCz. 求 证 :和 八 ABC 

为 等 边 三 角形 . 

证 明 设 AAl= 二 BC 二 CB; 二 xX,AB'=BA,==CC;=y,BC=a,CA= 

b,AB==c. 由 相交 弦 定 理 , 得 
AA.: AA,= BA， AB,.CB. BC = A,B. BA,, B.C， CB = 

CaC* CO, 

并 x(c 二 y) 二 vy(b 十 x)， Q) 
ZTC 十 y) 一 yc 十 工 ) ， 2) 
Xx(b+y)= y(at 7r). 

由 中 .名 、 忆 相 加 ,得 
zx(3y 二 a 二 bp 十 中 二 y(37 十 4 十 b 十 c)， 

BB zke 十 6 十 c) 一 yc 十 0 十 c)， 

因 a 十 5 十 c 关 0, 则 xz 一 yy 一 0 一 Cc， 


立 得 所 要 证 明 的 结论 . 


B, A 


解 题 金 钥 昨 系 列 


故人 ABC 为 等 边 三 角形 . 
例 21 已 知 平面 上 不 经 过 坐标 原点 的 三 条 直线 41 ,7 ,7 ,其 方程 分 


{) 

别 为 ; 解 
ti :dix bi yte =0, 和 

lz ;dz Tt bz ye =0, 铀 

L3 ; :23 并 十 by 十 cs 一 0. 是 

经 过 原点 的 动 直线 ! 分 别 与 直线 四 ,如 ,相交 于 点 A(z ,yi) ,B(xz， # 
yz), Cn) ION I Ted, 为 直线 1 上 的 一 点 , 108|= 
p' 并 满足 :二 工 十 二 2 十 二 六 一 方 . 试 求 动 点 P(x,y) 的 轨迹 方程 
解 没 直线 与 < 畏 的 个 仙 角 为 8, 出 有 党 


.二 一 一 osb, 本 一 cos， 


yO psing 3 一 户 sind. 
因 A: 在 直线 lL 上 , 则 airit by: 十 ci 二 0. 
即 ajpicosy+bip;singtc; =0. 


又 c 天 0, 则 元 一 一 -os 多 Se di —],2,3,). 
将 三 个 等 式 相 加 ,并 注意 到 

1 1 1 1 (‘zx=pcosd, 
二 一 十 一 十 一 了 

Pp A pp a | psind, 

] ] ] ] alcostb sing , azcos0i bo sind , ascos0+bs sing 

| 一 一 -= 一 一 一 一 一 一 王 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 
则 得 0 十 十 ( 二 十 十 ) 


/dp 0 人、 

-- (a to te jcos (a ta te )sing 
U2 3 bb ,bs 四 
(a te to )*t(a tot )>+1 0( 它 是 一 条 直线 ). 


4. 赔 化 

晓 化 ,实际 上 就 是 特殊 的 一 般 化 . 希 尔 们 特 曾 说 过 :在 解决 一 个 数学 问题 时 , 如 果 我 们 没有 获得 
成 功 ,原因 常常 在 于 我 们 没有 认识 到 更 一 般 的 观点 , 即 眼下 要 解决 的 只 不 过 是 一 连 串 有 关 问 题 的 一 
个 环节 . 特殊 情形 往往 涉及 一 些 无 关 的 细 广 而 掩盖 了 问题 的 关键 ,一 般 情 形 则 更 明确 地 表达 了 问题 
的 本 质 . 这 在 处 理 平面 解析 几何 问题 显得 更 为 突出 . 

一 般 地 ,二 元 二 次 方程 Ax: 十 By 十 Cx 十 Dy 十 F 二 0 (x) 
表示 二 次 曲线 . 


A 2 _ 2 
若 方程 (* ) 能 化 成 竺 一 各 十 5 下 一 0 或 (xz 一 m? 十 (一 D? 一 0 的 形式 , 则 ( * ) 表 示 一 个 点 


P(Cn,m) ,可 以 视 为 晓 化 椭圆 或 晓 化 图 . 

若 方 程 (* ) 能 化 成 (x,y)， (ryy)= 二 0 的 形式 , 则 (x ) 表 示 两 条 直线 站 :万 Cz 人 一 0 :万 
(zy 一 0, 当 辣 与 请 相交 时 ,可 以 视 为 虹 化 双 曲 线 ; 当 辣 与 刀 平行 时 ,可 以 视 为 晓 化 抛物 线 . 

这 样 ,点 坐标 与 直线 方程 都 用 二 元 二 次 方程 来 表示 , 即 把 点 与 直线 都 统一 在 圆锥 曲线 的 范畴 之 内 . 因 


| er- Ty 四 。 
上 昌 1 的 出 人 四 
“ 四 . i " 
和 人 i | - 间 
和 本 i i . 
s . un i .se - 
网 | 上 四 
站 四 i , a i 
和 Pe 的 四 呈 YT 
| | 
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-4 身 贡 经 典 


此 ,在 解决 点 与 直线 的 有 关 问 题 时 ,可 以 化 归 到 咒 锥 曲线 中 去 研究 . 

例 22 有 一 圆 与 直线 2zx 一 y 十 5 二 0 相 切 于 点 M( 一 2,1), 且 过 点 N(3,2). 求 此 图 的 方程 . 

分 析 ”大 设 图 的 方程 为 (x 一 a 十 (y 一 5 二 产 , 然 后 将 条 件 代入 , 则 解 关于 a.5,r 的 三 元 方程 
组 ,方法 虽 可 行 , 但 运算 量 较 大 . 重视 点 M 为 旷 化 的 圆 , 则 可 减少 运算 量 . 

解 ” 将 点 M 表示 成 点 圆 表 式 ; (x 十 2 十 (y 一 1)? 一 0. 设 所 求 圆 的 方程 为 

(x 二 2) 十 (y 一 1)? 二 A(2Xx 一 y 十 5) 二 0. 

将 点 N 的 坐标 代入 上 述 方程 , 求 得 X= 一 写 . 

从 而 ,所 求 圆 的 方程 为 9x? 十 9y 一 16x 十 8y 一 85 二 0. 


例 23 已 知 - - 构 圆 的 离心 率 为 c= 坏 V5, 过 十 点 (1,0) 且 与 直线 12z 一 ?十 3 三 0 相 切 于 点 P( 一 己 ， 


三 党 后 副 。 辽 商 应 汪 艇 证 屠 C 


二 ) ,长 轴 平 行 于 y 轴 . 求 此 椭圆 方程 


分 析 ”车 设 椭圆 中 心 为 (x。 ,y ) ,并 设 出 椭圆 方程 ,再 列 出 过 已 知 点 的 切线 方程 ,再 联 工 上 述 方 
程 消去 参数 可 求 得 椭圆 方 程 . 这 样 解 运算 量 显 然 不 小 ,但 若 考 虑 "点 椭圆 ”, 则 运算 量 大 为 减少 , 


解 “ 把 点 P( 一 乞 , 忆 ) 看 作 离心 率 为 = 三 V5 的 椭圆 系 (x 十- 仿 )* 十 十 (y 一 也) 一 k 的 特殊 情形 


( 即 一 0 时 为 “点 椭圆 ”) , 则 直线 1:2x 一 y 十 3 二 0 相 切 于 该 点 的 圆 系 , 即 为 过 直线 1 与 “点 椭圆 ”的 公 
共 点 的 椭圆 系 方程 为 


(xz 十 二 天 十 去 (一 羡 有 二 AMC2z 一 y 十 3) 一 0 
把 点 (1,0) 代 入 上 式 , 求 得 4 二 一 三 
故 有 所 求 椭圆 方程 为 二 =l. 


例 24 过 双 曲 线 C: 互 一 各 二 1(a,b>>0) 的 右 焦点 F 的 直线 ! 交 双 曲线 


及 其 渐 近 线 分 别 于 点 A,B.C.D 如 图 15- 8. 求 证 ;|AC|==1BD1. 

分 析 ”把 渐 近 线 视 作 晓 化 双 曲 线 , 则 CD 可 视 作 卫 线 /1 帘 虹 化 双 髓 线 所 

| 得 的 弦 ,4B 是 直线 ! 截 双 曲线 C 所 得 的 弦 , 所 以 只 要 证 明 AB 与 CD 的 中 凡 

重合 . : 

证 朋 设 A(xiy,y1),B(rz sy ) CC ray3), D(x Ya). 

当 直 线 ! 的 斜率 不 存在 时 ,结论 显然 成 立 . 

当 直 线 ! 的 斜率 存在 时 , 设 直线 1:> 一 ARCz 一 c) .下面 求 弦 CD 的 中 点 的 
横 坐 标 . 

由 方程 组 : 

yy 一 下 (了 一 CD)， 


Pra y= 


图 15-8 


得 
(PP—ak rH2a ch xr—a kc =0. 
故 CD 的 中 点 的 模 坐标 为 


由 


” 


三 ‘yy \ 
& 


从 而 ,AB 与 CD 的 中 点 横 坐 标 相等 . 又 因为 AB 与 CD 均 在 直线 1 上, 故 它们 的 纵 坐 标 也 相等 . 
于 是 ,AB 与 CD 的 中 点 重合 , 故 |AC|==1BD|. 


例 25 过 椭圆 于 十 次 一 1(a 之 b>0) 上 任意 一 点 P 的 切线 与 过 燃 图 


长 轴 两 端点 Al 、Az 所 引 切 线 交 于 点 Q .人 .求证 :AQ ，AsQ 为 一 定 
值 . 


分 析 设 PCz ,yw), 则 过 点 P 的 切线 为 人 :一 字 十 六 二 1, 过 点 A 


(—a,0) ,A (a,0) 的 切线 分 别 是 2 ,之 十 C 一 0 73 :让 一 二 0. 把 La Us 看 成 蚁 
化 抛物 线 C;(z 十 a) (x 一 4) 二 0, 那 么 题 设 条件 转 化 为 “直线 41 与 赔 化 抛物 图 15-9 
线 C 克 干 两 点 Q) 、C 。 

由 于 AQ, 与 AQ 正好 是 Qi .Qs 两 点 的 纵 坐 标 y; 、y2 ,本 题 结论 转化 为 : “求证: yl， yz 二 &( 宋 
值 )”. 

因 Qi ,Q@& 的 坐标 是 方程 组 


| 


X3 十 24 Q2 ck’ 

2 kb 

kt ) 解 
y=k(x—c), ， 

由 方程 组 pr a y=ab, 村 | 题 
(bP ak) rx -2a ck xr—a’ kc —ab’=0. : 全 
帮 AB 的 中 点 的 横 坐标 为 是 
ZL 十 ze a ck’ 系 
2 Gd 一 有 列 
| 高 
中 
| 数 
学 


U2 
好 一 必 一 0 
的 解 ,消去 z, 得 
a yy —2a 0 yyt (a —7xi)b =0. 
由 韦 达 定理 ， 


又 点 P(xo ,yo) 在 椭圆 上 , 故 
对 | 并 
Tl. © 
由 中 ,名 得 Vi ”2 一 如 9 
故 AiG * A: Cy = ( 定 值 ). 

5. 引 参 

有 些 问题 ,通过 增设 参数 ,将 问题 转化 为 关于 参数 的 较 简 单 的 或 较 一 般 性 的 问题 ,往往 能 发 现 问 
题 的 本 质 , 找 到 简捷 的 求解 方法 或 统一 的 求解 方法 . 

例 26 已 知 一 1 有 < 十 KE,1 委 < 一 22 委 3. 求 < 十 32 的 取 值 范围 

解 ” 引 人 参 数 m,n, 设 a 十 36 二 m《a 十 外 十 nCa 一 20), 则 a 十 36 二 (m 十 Da 十 (mm 一 210)b， 


柑 攀 丘 融 。 沁 漆 许 埋 序 商 入 O 


Bp 


Y 二 关 ad 用 = 
区 局 解 题 金 钢 匙 系列 


于 是 ,a 十 3 二 之 (4 十 外 一 所 (a 一 2b)， 
由 已 知 条 件 得 ”一 评委 辣 (a 十 从 灾 半 ， 


2 -ao<- 三 


相 加 即 得 一 号 Sa 十 35<1 

例 27 (第 2 届 “ 友 谊 杯 ” 国 际 邀 请 赛 题 ) 设 a.b.cER' ,求证 : 
Ci bp 

二 -十 -和 之 二 (a 十 0 一 c)， 

设 上 和 则 


_ 2 


+ (a 二 co) 守 20k 9 


oa 


以 上 三 式 相 加 ,并 整理 ,得 
a” bp’ 
pfctl ctala 
a” 加 1 
+ 十 - -2k(1— k) (Catbto)L2R(1—k) Catbte) jr = a+bte). 
注 类似 于 例 27, 可 证 明 以 下 问题 ， 


D0 数 二 通报 》1993 年 7 月 号 问题 845) 设 ri yz ER+ ,日 zi 十 zs 十 十 心 一 1 求证， 


-十 2(a 十 6 十 之 2(a 十 6 十 kk, 


如 1 
lx [= > 
(2) (数学 通报 994 年 11 月 号 问题 921) 若 zyzER+ ,有 x 十 y 十 z 二 1, 求 证 : 
Xx 4 之 | 1 


1 
yy AI) ra) 8. 


(3)(《 数 学 通报 》1994 年 11 月 号 问题 925) 设 nEN,n 宇 2, 且 a saz,…,anER! ,求证 : 


a as Ga ~ 十 Ca 十 … 十 a， 
da Fat Fa. ' a Ha, -4 Fa tT Ta Fa tTa i 1 一】 ， 


(4)( 第 24 届 全 苏 中 学 生 数 学 竞赛 题 ) 设 正 数 Ul 人 2 9""" 90n 的 和 为 1 ,求证 : 
qi as an a 1] 

Ql 十 az Ta 十 页 十 Ta +a, antai” 2° 

(5) (1991 A a; ,b:E RT (i 二 1,2,…,n) 且 满足 

»a:= 一 


例 28 (2003 全 着 和 吉村 是) zyiz 均 取 正 实数 且 zz 十 y 十 zx 一 1, 求 三 元 图 数 f(x,y,z) 二 


.- ， . .。 罗 加 - . 加 交 本 
. . - 四 . 可 : ~ Ee > Me : ， ; a -: | 

， 了 ET i 站 站 四 il 

本 nL 由 站 人 4 大 

加 a | nn a 


解 题 金 钥 是 系 列 


2 


37 TX, 3y —Yy | 3 —z Ai 、 
1 十 l+ vy 十 ] 二 z? 的 最 小 值 , 并 给 出 证 明 . 


OO 
、 2 37—X Xx ss p33 解 
解 设 上 为 实数 且 汪 于 过 (7 1) 之 &(3z 一 1). 因为 x 二 1, 故 当 一 16 时 ,3z 一 x 一 题 
_ 2 _ (3x—1)’ (x 3) 金 
k(37—1)(7x 十]) 一 10 宇 0, 故 久 
37T: —X、 3 
] 2 之 j6 C37 一 1). 有 
同 理 ， 。 
3 高 
3 Cz 3 /a 数 
1 二 2 之 ]0(3z 1). 学 
上 述 三 式 相 加 得 
3 XT 3y ~y 3 性 一 z、 3 0 


当 目 仅 当 z 一 ?一 z 一 村 ,f(x,y,z) 一 0. 故 所 求 最 小 值 是 0 
注 一 六 是 令 3x? 一 x 一 k(3x 一 1) (zx? 十 1) 有 因 式 (3x 一 1)? 而 求 得 


例 29 已 知 好 十 对 十 … 十 尼 一 1 求证 :om 十 @ 妆 十 十 aroV 直 十 起 十 十 
证 上 明 当 4a;(i 二 1,2,…,n) 全 为 零 时 ,不 等 式 显 然 成 立 . 以 下 假设 a; 不 全 为 零 . 对 任意 的 非 零 实 
数 和 A, 有 
a Xl 十 Q2X2 十 十 CT 


一 QZ 十 az 十 十 QT 十 AC 好 十 好 十 十 这 一 ]) 

一 A 十 全 ?二 Az 十 妇 有 十 二 ACT; 十 名 一 4 一 向 (如 十 唱 十 … 二 a) 

< 二 (二 4 

当 且 仪 当 |] 一 一 人 A 一 一 病 ，… 辐 一 一 站 时 上 式 取 等 号 ,此 时 ,由 Xf 十 十 … 十 Xx? 二 1, 解 得 

4 三 一 村 Va 二 5 十 十 ur， 从 而 az 十 ct 十 … 十 cz 魏 广 Vi 十 中 十 … 十 a2 十 
2 Vai 十 a9 十 十 ts 

注 上述 证 明 方 法 可 看 作 是 拉 格 有 姑 日 乘 数 法 的 一 种 初等 化 . 

例 30 (1)1990 年 匈牙利 数学 奥林匹克 题 ) 若 人 ABC 的 边 长 之 和 a 十 5b 十 c= 二 2. 求证 ;a 十 括 十 


C 十 2apc<<2. 


(2) (1989 年 第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 题 ) 设 a.b.c 是 三 角形 三 边 之 长 , 且 a 十 6 十 c= 二 1 求证 ， 
a 十 好 十 十 4abc< 玉 、 
(3)( 信 《数学 通讯 》j992 年 11 期 竞赛 之 窗 问 题 31 题 ) 人 ABC 的 三 边 a .bc 满足 a 十 5 十 c= 二 1. 求证， 


证 于 后 可 。 也 漆 商 浊 秒 渭 汶 0 


5(c 十 大 十 ec ) 十 18abc>. 


(4)( 第 32 届 IMO 试题 ) 已 知 八 ABC 中 , 设 1 是 它 的 内 心 ,了 A、 了 B.C 的 角 平 分 线 分 别 交 其 
对 边 于 A'、B'.C .求证 :了 了 一 4 BC 8 


AA .BB .CC ~27° 
为 证 明 上 述 4 个 问题 ,我 们 引信 参数 ,证 明 更 -- 般 的 问题 : 
在 人 ABC 中 ,apyc 是 三 边 之 长 , 硬 2 十 6 十 c 一 人 则 


2 
(1) 六 六 a 二 扩 二 十 半 qbe < 性， 


(J ) 二 7 < ap 十 pc 十 ca 一 Tabc< , 


注意 到 a 十 b 十 c 二 4, 则 得 


/全 ) = 一 二 12(a 十 6 十 c) 十 方 Xeab 十 bc 十 ca) 一 abc 
3 2 
一 一 襄 4 十 方 L(ab 十 pc 十 ca) 一 元 abcj OD 


由 于 三 角形 任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,所 以 0<a,bc< 六 .于 是 /全 )>0 


由 中 式 , 即 得 6 十 pc 十 ca 一 半 abc>> 寺 入 GO) 
将 a 十 pg 十 c 一 人 代入 上 式 中 的 人 ,整理 得 
全 十 妨 十 0 十 全 abe 之 二 9 
A A A 3 
A ) A A 入 一 四 十 (了 -全 十 (二 一 1 ,， 
又 由 于 f( 计 )=( 计 -a)( 计 60) (名 -<)<| 人 4) (2 )+ (3 | = 
注意 到 D 式 化 简 , 得 。ab 二 bc 十 ca 一 闻 abc 志 翅 久 ， @ 


又 将 a 十 5 十 c 一 X 代 入 上 式 中 的 ab 十 be 十 ca 二 方 [ 交 一 (a 十 态 十 ()], 整 理 得 ” 芒 六 二 a? 十 芒 十 


c 十 Sabe . ®) 


显然 ,由 @@ .加 即 得 (TD ,由 名 .名 @ 妈 得 (了 [[). 
在 (I 了) 式 中 ; 令 4=2,4 二 1, 则 证 得 (1)、(2). 


在 ( 卫 ) 式 中 , 令 4=1, 则 有 0 十 世 十 局 十 4apc 疡 区， 


2& 十 十 ce、_ 了 
3 ) 一 15， 


2 12 1 2 l3 a 13 2 
于 是 ,a 十 5 六 十 c 十 E abc>57 5 abc 之 55 5 ( 


从 而 5(a + 太 十 0) 十 18abe 之 二 即 证 得 (3). 


(4) 记 BC=a,CA==65,AB==c. 由 于 工 是 AABC 的 内 心 , 则 有 全 = 人 ,多 一 攻心、 从 而 儿 _ 


240 


解 题 金 钥 是 系 


从 而 人 es 一 (1 一 7 一 y)T 一 2 一 yy 十 yz 十 zz 一 工 yx。 


QO 

a Al Ah4JT pb: 解 
起,AA7 ATTIA atpie 题 
同 理 ,Bb _cta ,Cl__atb 金 
"BB’” a+bieCC atbte 钼 

入 apD cc 
* atbte “atbte atbtc ~ 列 
AA "BB ”CC 高 

中 

数 

学 


由 cc 是 人 ABC 的 三 边 知 ,x、y、z 也 必 为 某 个 三 角形 的 三 边 长 , 且 x 十 y 十 z= 二 1. 
于 是 ,在 ( ][ ) 式 中 , 邻 人 一 上 ,得 


1 7 
人 <CTZy 十 yz 十 xz 一 27ryz 生 D7 


: 
又 zy 十 yz 十 zz 一 ZYy2< 广 十 zyz< 订 十 ( 开 人 | = 


故 二 之 Ty 十 yr 二 27 一 yz 

注 ”由 CT)、([[) 还 可 以 推 证 许多 三 角形 不 等 式 . 

6. 赋值 

在 解 某 些 数学 竞赛 题 时 , 若 能 根据 问题 的 具体 情况 ,合理 地 ,巧妙 地 对 某 些 元 紊 赋值 ,特别 是 赋 


予 确定 的 特殊 值 ,往往 能 使 问题 数值 化 、 直 观 化 .简单 化 . 
例 31 《2004 年 高 考 湖南 卷 题 ) 设 sa>>0,p>>0, 则 以 下 不 等 式 中 不 恒 成 立 的 是 ' ). 


A. (a+b) (去 十 二 )>4 B. a + >2ab 
C.a 二 十 2 之 2a 十 26 D. Va—ob| >Va—yb 


解 ” 选 B. 理由 ;将 a.b 赋 值 , 令 4 二 2,56= 二 3, 知 A、C.D 均 成 立 , 有 十 万 二 35,2ab: = 二 36, 此 时 ， 
Qa 十 太 二 2abr ,因此 B 不 恒 成 立 . 

例 32 设 f(x) 定义 于 实数 集 上 , 当 xz>0 时 , f(x) 之 1, 且 对 于 任意 实数 zx、y, 有 

f(z 十 二 A(X)，f(y) ,求证 : f(z) 在 R 上 为 增 明 数 . 

证 明 由 f(x 十 yy) 二 f(x)，f(») 中 取 x=y=0, 得 f(0)== 扩 (0)， 

若 1(0) 一 0, 邻 zx>0y 一 0， 则 f(z) 二 0, 与 f(x) 放 1 族 盾 . 

于 是 , f(0) 关 0, 即 有 0) 一 1. 

当 x>0 时 , f(z)>1>0, 当 zx<0 时 ,一 x>0,f( 一 x) 之 1>0， 

而 flx) ,f(zx)=f(0)=1], 


, 、 1 


则 XER, f(x)>0. 


2 人 身 划 经典 


设 一 co 之 工 I < Tao<< 十 co， 


O 则 x 一 x 守 0, f(x 一 Xx1) 冤 ], 

基 从 而 fCx)= fr rx) = FF 一 让) 全 Fr 

使 故 y= 二 fx) 在 R 上 为 增 也 数 ， 

外 对 问题 中 的 元 素 赋予 特殊 值 ,从 而 把 问题 转化 为 数字 问题 ,就 为 通过 算术 运算 或 代数 运算 解决 
是 是 问题 创造 了 条 件 . 

有 例 33 在 一 个 圆 上 有 n( 定 值 ) 个 点 ,把 其 中 一 些 点 染 成 红色 ,余下 的 点 染 成 白色 ,它们 把 贺 周 划 
| 分 为 互 不 包含 的 弧 段 . 我 们 规定 ;两 端点 都 是 红色 的 弧 段 标 上 数字 2; 两 端点 都 是 白色 的 弧 段 标 上 数 
部 | 字 二 ,两 点 异 色 的 弧 段 标 上 数字 1, 把 所 有 这 些 数值 乘 在 一 起 得 它们 的 积 . 证明 积 的 值 与 染 成 红 、 
学 白 两 色 的 点 的 个 数 有 关 , 而 与 染色 顺序 无 关 . 


分 析 ”由 题 设 知 强 段 的 值 与 其 两 端点 的 颜色 有 关 , 夺 能 给 端点 峰值 ,使 两 端点 的 值 的 积 等 于 弧 
段 的 值 ,问题 便 好 解决 . 


证 明 ”给 红 点 贼 上 值 /3， 白 点 赋 上 值 亡 , 则 每 条 弧 段 的 值 即 为 两 端点 数 信 的 乘积 ,假设 点 中 有 


m 个 点 被 染 成 了 红色 ,根据 乘法 交换 律 知 :所 有 弧 段 值 的 乘积 等 于 各 点 所 标 数字 积 的 平方 ， 

[L(V2)” ( 方 ) 下 一 22 7", 

由 上 式 可 知 ; 在 为 定 值 的 情况 下 , 弧 段 值 的 积 只 与 染 成 红 、 日 两 色 点 的 个 数 有 关 , 而 与 染色 顾 
序 无 关 . 

注 ”本题 通过 赋值 转化 为 数字 运算 

例 34 今 有 男女 各 2n 人 , 围 成 内 外 两 圈 跳 舞 , 每 圈 各 2n 人 ,有 为 有 女 , 外 圈 的 人 面 癌 内 ,内 图 的 
人 面向 外 . 跳舞 规则 如 下 :每 当 音 乐 声 起 , 如 面对面 者 为 一 男 一 女 , 则 男女 配 成 舞伴 跳舞 , 如 果 均 为 
男 的 或 均 为 女 的 , 则 鼓掌 助兴 , 曲 终 时 ,外 圈 的 人 均 回 左 横 移 一 个 位 置 , 内 图 人 不 动 , 如 此 继续 下 去， 
直到 外 财 的 人 移动 一 周 . 证 明 : 在 整个 跳舞 过 程 中 至 少 有 一 次 跳舞 的 人 不 少 于 n 对 . 

证 阴 将 男人 记 为 十 1,; 女 人 记 为 一 1, 则 外 i 的 2n 个 数 ui ,cd 与 内 圈 的 Zn 个 数 bi,， 
b2 ,bz 中 有 2n 个 十 1 和 2n 个 一 1, 因 此 ,和 

ci 十 Ca2 十 十 Gzw 十 Bi 十 Bz 十 :十 Bz 二 0. 


又 
(gi 二 az 十 …… 十 Ca2n )* 一 (| 二 bb 十 … 十 bow” 一 0， 
从 而 
(a 十 a 十 十 a2 2 (bi 十 Do 十 "… 十 bs) 二 一 地 [Ca 十 aa 十 … 十 cd 十 (A 十 刀 十 … 十 bo, )。 | 
一 一 (al 十 aa 十 … 十 az 六 入 :0. 山 


男 一 方面 ， 当 Ci 与 b, 面对面 时 CQ1 0 ,2 Dir 20 人 Di 一 | 中 的 一 1 的 个 数 表示 这 时 跳舞 的 对 数 ， 
假设 在 整个 过 程 中 ,每 次 跳舞 的 人 数 均 少 于 2 对 ,那么 恒 有 
aibi 十 azbiti 十 十 42b:-1 之 0 《一 1 2 ,2n), 从 而 总 和 


Xa pb. 二 az br! 十 … 十 Co DB 1 ) -一 (ai 十 a 十 …… 十 ceo ) (ph 十 bo 十 …* 才 加， ) >0. (2) 
与 矛盾 , 故 至 少 有 一 次 跳舞 的 人 数 不 少 于 对 . 


- 本 加 | “ 人 2 本 上 
和 ， | 人 me i 可 区 
| .= CD 一 “ Ce 
上 上 和 -0 由 “- i 


傅 


噬 经 典 


例 35 在 数 轴 上 给 定 两 点 1 和 V2 ,在 区 间 (1,V2) 内 任 取 ? 个 点 ,在 此 ?十 2 个 点 中 ,每 相 邻 两 点 
连 一 线段 ,可 得 n 十 1 条 线段 .证 明 : 在 此 ?2 十 1 条 线段 中 ,以 一 个 有 理 点 和 一 个 无 理 点 为 端点 的 线段 
恰 有 奇数 条 . 

证 朋 按 从 小 到 大 的 顺序 ;依次 将 此 n 十 2 个 点 记 为 AAA ;并 对 每 一 点 赋 以 整数 值 ， 

] 当 A; 为 有 理 点 时 ， 

| 一 -1 当 A; 为 无 理 点 时 
同时 ,对 每 小 线段 A;A;; 赋予 整数 伪 cair1: 
1, 当 AiAi;1 同 为 有 理 点 或 同 为 无 理 点 ， 
一 1, 当 AiAii1 中 一 为 有 理 点 一 为 无 理 点 ， 

设 一 端 为 有 理 点 ,一端 为 无 理 点 的 线段 有 上 条, 现 用 两 种 方法 求 此 ?十 1 条 线段 对 应 值 的 积 ,其 
一 , 积 显 然 为 (一 1)* ;其 二, 积 二 (ayaz) (azas)' (aid 一 acEa cd 一 Ca 一 一 1. 
故 ( 一 1)* 二 一 1, 因 此 为 奇数 . 

例 36 (1989 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 如 果 1,2,3,…,14 中 , 按 由 小 到 大 的 顺序 取出 ai ,az ,as， 
使 同时 满足 az 一 @ 辫 3 与 a3 一 4z 之 3. 求 所 有 不 辣 的 取 法 的 总 数 . 


“am | 


解 ”赋值 
”一 有 ,着 数 ;被 选取 ， 
10, 若 数 i 没 被 选取 ， 


则 从 14 个 数 中 任 选 三 个 数 的 任 一 种 取 法 ,对 应 着 一 个 排列 Cr yz ，…za) ,反之 , 任 一 个 排列 zt， 
2 9 ld ) 必 对 应 着 一 个 取 法 ， 故 一 种 取 法 一 (x 29 od ) 是 一 一 映射 . 

根据 题 设 的 要 求 , 取 法 数 等 于 排列 (zi ,zs2,…,zu) 中 有 3 个 1,11 个 0, 而且 每 两 个 1 中 至 少 陋 
着 两 个 0 的 排列 数 . 为 了 求 这 样 的 排列 数 , 我 们 先 排 好 模式 1001001 ,然后 将 剩 下 的 7 个 0 播 人 3 个 1 
形成 的 4 个 空位 中 , 故 有 G44 二 C3 种 方法 .此 即 为 所 有 不 同 的 取 法 总 数 . 

例 37 证 明 用 15 块 大 小 是 1Xx4 的 矩形 瓷砖 和 1 块 大 小 是 2Xx2 的 矩形 瓷砖 不 能 恰好 铺 六 8X8 
的 矩形 地 面 . 

证 明 先 把 8X8 的 方 格 图 中 每 小 方 格 赋值 如 图 15 - 10(1) 所 示 的 值 . 可 见 , 每 块 1x4 的 瓷砖 ， 
无 论 怎 样 铺 法 ,所 盖 住 的 四 个 小 方 格 已 填 出 的 四 个 值 必 是 1,2,3,4. 又 一 块 2X2 的 痪 砖 ,无论 怎样 铺 
法 ,所 盖 住 的 四 个 小 方 格 中 已 填 上 的 四 个 数 必 是 如 图 15 - 10(2) 所 示 之 一 , 即 2X2 的 正方 形 瓷砖 所 
盖 住 的 四 个 小 方 格 中 , 必 有 两 个 小 方 格 填 有 相同 的 数 . 若 15 块 1X4.1 块 2X2 资 砖 恰好 铺 满 8X8 地 
面 ,那么 这 64 个 小 方 格 中 ,有 某 一 种 标号 的 小 方块 共有 17 块 , 但 实际 上 ,标号 1,2,3,4 的 小 方块 各 
16 块 ,矛盾 . 故 命题 成 立 . 


i 
站 人 
加 时 


EA 


。 汉 淇 应 汶 人防 食 惟 O 


| 


i 
A i ss 


例 38 在 圆周 上 均匀 地 放 上 4 枚 围棋 子 ,规定 操作 规则 如 下 :原来 相 邻 棋子 大 是 同色 ,就 在 其 加 
放 一 枚 因 子 ; 厂 异 色 , 就 在 其 间 放 一 枚 日 子 . 然后 把 原来 的 4 枚 棋子 取 走 ,完成 这 一 程序 就 算是 一 次 ， 


CO) 
角 操作 . 证 明 ; 无 论 开始 时 加 周 上 的 黑白 棋子 的 排列 顺序 如 何 ,最 多 只 需 操作 4 次 ,圆周 上 就 全 是 黑子 . 
全 证 明 ” 因 不 知 开 始 的 4 枚 棋子 的 颜色 及 其 排列 顺序 , 按 题 意 操作 ,情形 比较 复杂 . 下 面 构造 一 个 
组 是 反映 题 设 要 求 的 赋值 模型 ,可 使 同 题 简 化 ,从 而 获 证 . 
设 开始 的 4 枚 棋子 为 x; (i 二 1,2,3,4) ,并 给 棋子 赋值 . 
~ 人 ~ 
1， 和 在 二 为 黑子 
一 | 1, 基 名 为 自卫 1 
1 1， 看 二 与 zrl 为 同色 ， 

妇 并 规定 zt 一 | _] 车 名 与 zi 异 色 ， 

及 = 二 1, 


第 一 次 操作 后 得 到 的 4 枚 棋子 可 表 为 

(TT) CX2 Ta ) CT Ta ) , (Xa Ti ), 

第 二 次 操作 后 得 到 的 4 枚 棋子 可 表 为 

(zz)(zxza)y(zz (zz TT) Tr) Cnr), 分别 化 简 为 (zzs)， (zzza)， 
(Za3T1i) ,Xa Te ). 

第 三 次 操作 后 得 到 的 4 枚 棋子 可 表 为 

(TIT3 Cro Tt ) rT) CTT ) TT) (Tr ) (zz ) (TT ) 化 简 后 都 是 (zizzzsz4 ). 

第 四 次 操作 后 得 到 的 4 枚 棋子 都 是 (xixzx3xs)?, 故 这 4 枚 棋子 的 赋值 都 是 1. 

这 表明 ,只 需 操 作 4 次 ,圆周 上 全 是 黑子 . 


【 解 题 尝 试 ) 


A 组 


1. (1998 年 高 考题 ) 向 高 为 H 的 水 瓶 中 注水 , 注 满 为 止 . 如 果 注 水 量 V 与 水 深 疡 的 函数 关系 的 图 象 
如 图 15- 11(1) 所 示 , 那 么 水 瓶 的 形状 是 ( ). 


解 题 金 钥 是 系 列 


2. 下 四 校 锥 的 面积 为 Q, 价 面积 为 S, 则 它 的 体积 为 ( ). 
VACS OE) B. VO A) C 3 VAT EI D. 4QVG 
3. 已 敌 过 球面 上 A、BC 三 点 的 截面 和 球 心 的 距离 等 于 球 半 征 的 一 半 , 并 且 AB= BC=CA==2, 则 这 
个 球 的 表面 积 是 ( ). 


167n 8r 647n 
A. 0 RB. 3 C. 4x : D. 9 


4. 已 知 sina 十 cosa 一 一 志 (0<a<cm) , 则 tanae== 
5.(《《 中 等 数学 ?2005 年 1 期 奥林匹克 训练 题 ) 已 知 +,y,z 为 正 实数 , 且 zx 十 y 十 > 一 1. 若 -和 一 一 


XYZ 
方 十 之 一 2, 则 实数 a 的 取 值 范围 是 


6.〈《 中 等 数学 》2005 年 1 期 奥林匹克 训练 题 ) 如 果 不 等 式 zz 一 al 十 p<0(C8 为 常数 ) 对 0,1 中 的 任 
何 x 的 值 恒 成 立 , 求 实数 a 的 取 值 汇 围 . 
7。 证 明 组 合 恒等式 (Cr 一 ( 祥 十 CC ,其 中 k,n 都 是 目 然 数 ,并 且 kn. 
8. 求证 :CC 一 CC 如 十 十 (一 1 人 CC 一 (一 1]  。n", 
9. 设 4a,A 都 是 自然 数 ,A 之 a. 证明. 
A—a,_a 二 4 一 < ,人 一 4 一 1 a jj.... 入 一 a A-a-l. 1 ， 
A A A 一 ] A A—1 A 一] 4 十 a 
10. 证 明 ; 对 任 一 大 于 1 的 正 整 数 w,[V 四 十 LV] 十 … 十 [=[log: 圈 十 [logs 四 十 … 十 Llogsz] 
11. 求 圆 心 在 直线 x 一 2y 二 0 上 , 且 与 圆 CG ;x 十 一 2X 一 4y 十 4 二 0 切 于 点 (1,1) 的 圆 的 方程 . 
12.〈1) 设 双 曲 线 C:(y 十 do 一 (z 一 ao) 二 24, 其 渐 近 线 过 点 (3,1), 求 C 的 渐 近 线 方程 . 
(2) 某 双 曲 线 以 直线 y= 二 土 (x 十 1) 为 浙 近 线 ,焦距 为 4, 求 其 方程 ， 
13. (第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 设 三 角形 三 边 长 为 abc 半 周 长 为 p, 求 证; Vp 一 a 十 
Vp—bi+ vp—c v3pg. 


14. (《《 数 学 通报 ;数学 问题 1023 题 ) 设 人 1312 9 Tn, yy) 9929， 和 则 有 三 十 :到 2 .> 


.2 Yn 
(二 Xz 十 … 十 Ta》 
YI 二 十 "二 yy 


15. 已 知 a 守 0,6 汪 0, 且 a 十 6 二 1, 求 证 : 4 十 却 十 b+ > 


-之 


B 组 


1. (2000 年 河北 省 竞赛 题 ) 在 轩 x 十 y 一 5x=0 内 ,过 点 2 ,> ) 有 三 条 弦 的 长 度 成 等 比 数列 . 则 其 


薄 于 捷 下。 这 沐 库 省 函 庙 芍 O 


六 溢 五 于 。 半 湛 座 济 入 应 巷 O 


为 解 题 金 钢 星系 列 


FE 


经 


公 比 的 取 值 范围 是 ( ). 


V2 2 ff4 2 .Fr2 V5 2 V5 
I 
2. 在 一 个 有 限 的 实数 列 中 ,任意 7 个 连续 项 之 和 都 是 负数 ,而 任意 连续 11 项 之 和 都 是 正 数 ,试问 这 
样 的 数列 最 多 有 多 少 项 ? 
3. 求证 :203650 有 2 50304 00 十 DD 二 304 e500 二 2) 二 十 n(n 十 DD Cn 十 2) ， ee 。 
[nt 一 1)] 二 上 (mn 十 k) Cn 十 k 一 1) Dn 
4. 在 实数 集 R 中 定义 运算 * 满足 
(1 )xx*x0 二 】 (任意 XER). 
(ii)(zxy)xz 一 (zxZy) 十 zx (任意 x,y,zE R). 
求 31x 32. 
5. (第 8 届 IMO 试题 ) 求 证 ;以 每 一 正 整数 上 和 每 一 实数 zx 天 从 (一 0,1,…m) ,有 
1 1 


十 一 “+ . = cotr—— cot2"x. 
SIN2T sin4dx sn2"r 


6. (1990 年 全 俄 数 学 奥林匹克 试题 ) 证 明 : 对 于 任意 人 ABC ,不 等 式 acosA 十 bcosB 十 ccosC&p 成 立 . 
其 中 a,b,c 为 三 角形 的 三 边 ,A,B,C 分 别 为 它们 的 对 角 ,p 为 半 周 长 . 

7. 设 己 是 AABC 形 内 的 任意 一 点 ,求证 :aqi 十 b0i 十 ccf 之 abc. 
其 中 a= 二 BC,b 一 CA,c==AB;a= 二 PA,bl=PB,c; = 


8. 已 知 bx,y 均 为 正 数 , 为 下 整数 , 目 x 十 y=1, 求 名 十 高 的 最 小 值 
9. 已 知 a>0,p5 守 0,c>0, 且 a 十 六 十 二 1, 求 证 : 


c 、3Vv3 
[二 二 之 2 ° 


{ 
1 二 tp 下 


， . ee、 CQ b: 
10. (第 31 届 IMO 备 选 题 ) 已 知 a,b,c,d€ R* 且 ab 二 bc 十 cd 十 da 二 1, 求 证 cIt+cratalt 
C df 2 
dato latore 3° 
11. (第 20 届 MO 试题 ) 已 知 @ ,az Qu 是 互 不 相同 的 正 整 数 ,求证 : 芝 十 党 十 … 十 放 之 1 十 序 十 *… 十 
1 


me 


7 出 


12., 设 Lu,AE R- .0O<rvyvz< , 村 7 十 y 十 < 一 1, 求 证: 


YY 
十 > 


十 
A 一 pr 4A 一 Apy 入 一 Hz 
13. A,B,C,D,E 五 人 参加 一 次 考试 ,试题 有 7 道 , 都 是 判断 题 , 评 分 规则 是 :对 于 每 道 题 ,答对 了 得 
1 分 , 答 错 了 扣 工分 ,不 回答 的 不 得 分 也 不 扣 分 .图 15 - 12 中 记录 的 是 A,B,C,D,E 五 个 人 的 管 
案 . 现 知 A,B,C,D 各 得 了 2 分 , 问 玉 应 得 多 少 分 ? 每 道 题目 的 答案 是 什么 ? 


1l5-12 
14. 有 男孩 ,女孩 共 个 围 坐 在 一 个 圆周 上 (mn 写 3) ,各 顺序 相 邻 的 3 个 人 恰 有 一 个 男孩 的 有 a 组 , 顺 
序 相 邻 的 3 个 人 中 恰 有 一 个 女孩 的 有 5 组 .求证 31a 一 4b. 
15. 将 线段 AB 分 割 成 n 个 相等 的 小 线段 . 把 两 端点 A,B 染 成 红色 ,其 他 分 点 任意 染 成 红 、 蓝 色 中 的 
一 种 颜色 ,这 些小 线段 中 两 端点 颜色 不 同 者 称 为 标准 线段 ,证 明 :标准 线段 数 必 为 偶数 . 
16. 用 ?个 数 ( 人 允许 重复 ) 组 成 一 个 长 为 N 的 数列 ; 且 N 之 2". 证明 :可 在 这 个 数列 中 找 出 符 干 个 连续 
的 项 ,它们 的 乘积 是 一 个 完全 平方 数 . 

.(2004 年 首届 中 国 东南 地 区 数学 奥林匹克 题 ) 给 定 大 于 2004 正 整 数 ,将 1,2,3，…… 和 天 分别 填 人 
nXn 棋盘 ( 由 几 行 几 列 方 格 构成 ) 的 方 格 中 ,使 每 个 方 格 恰 有 一 个 数 . 如 果 一 个 方 格 中 填 的 数 大 于 
它 所 在 行 至 少 2004 个 方 格 内 所 填 的 数 , 且 大 于 它 所 在 列 至 少 2004 个 方 格 内 所 填 的 数 , 则 称 这 个 
方略 为 “ 优 格 ”. 求 棋盘 中 “ 优 格 " 个 数 的 最 大 值 . 

18. (第 30 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 试 找 出 最 大 的 正 整 数 N ,使 得 无 论 怎样 将 正 整 数 1 至 400 填 人 

20X20 方 格 表 的 各 个 格 中 ,都 能 在 同一 行 或 同一 列 中 找到 两 个 数 ,它们 的 差 不 小 于 NN. 


主 党 -后台 。 冯 涩 认 本 内 商 苑 D 
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解 | 
题 一 
多 第 16 章 操作 性 技能 
是 
系 
列 | 
【学 习 目 标 】 
中 解 题 思维 的 灵活 性 有 时 体现 在 思维 的 操作 层面 上 . 熟悉 并 掌握 一 些 操作 性 技能 ,往往 能 加 速 解 
党 题 思 路 的 探寻 . 

【 解 题 钥 匙 】 

1. 凑 配 出 


次 一 一 是 按照 预定 的 目标 ,对 题 设 构 式 进行 拼凑 ,凑合 , 凑 成 可 套用 某 个 公式 .不等式 ,次 成 能 用 
上 题 设 条 件 ,次 成 出 现 结论 的 形式 等 等 ,以 达到 某 种 预期 的 目的 . 

配 一 一 是 根据 题 设 条 件 , 找 到 或 发 据 出 题 且 中 的 构 式 的 特点 进行 搭配 、 配 对 、 配 方 ,配置 出 为 达 
到 预期 目的 所 需要 的 形式 . 

例 1 (2002 年 上 海 市 高 中 数学 竞赛 试题 ) 设 实数 ab,c,d 满足 十 十 十 4 二 5, 则 (a 一 十 
(a 一 Cc 十 (a 一 dQ) 十 (6 一 中 十 (6 一 dQ) 十 (Cc 一 qd》 的 最 大 值 是 

解 ” 填 20, 理由 :首先 注意 到 凑 配 式 子 :4(@ 十 号 十 十 d:)= 二 (a 十 6 十 c 十 d? 十 (a 一 0)? 十 (a 一 
十 (a 一 d)? 十 (6 一 c)? 十 (6 一 qd) 十 (c 一 d)*. 

将 题 设 十 严 十 十 d= 二 5 代 人 二 式 , 立 知 :20 一 4X5= 二 4 十 六 十 十 q) 一 (a 十 5 十 c 十 d)* 十 
(a 一 6 十 (a 一 c) 十 (a 一 d 六 十 (6 一 c 十 (6 一 4 十 (c 一 dd 六 ,注意 到 (4 十 6 十 c 十 4d 之 0, 故 (a 一 0) 十 
(a 一 Cc) 十 (a 一 qd 十 (6b 一 Cc) 十 (5 一 9q)* 十 (c 一 q)* 的 最 大 值 是 20， 

例 2 (1997 年 加 拿 大 数学 公共 竞赛 试题 ) 已 知 16 个 正 数 的 和 为 100, 它 们 的 平方 和 为 1000. 证 
明 : 这 16 个 数 中 ,没有 一 个 大 于 25. 

证 明 不 妨 设 这 16 个 正 数 为 ma ,az…,ais ,和 完 考虑 其 中 的 一 个 ,如 ai , 则 得 

CQ 十 a3 十 … 十 cf 一 1000 一 地 ;G2 十 aa3 十 … 十 al 一 100 一 Qi， 由 柯 西 不 等 式 知 ? 15(as 十 ai 十 … 十 
at) 之 (as 十 as 十 十 5) ， 
或 ”15(1000 一 ai1) 之 (100 一 al 六 ， 
BEB] ”2cif 一 25al 一 625 一 (2a 十 25)(0al 一 25) 福 0， 
由 于 i >>0, 于 是 xi<25; 同 理 可 知 :A2 3 均 不 大 于 25 , 故 原 命题 获 证 . 

例 3 (1993 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 实 数 xy 满足 4x 一 5xy 十 4y 二 5, 记 ss 二 x 十, 求 sinin 十 


Smax 别 


2 


2 2 2 
解 ” 由 条 件 知 一 二 一 1, 从 而 ,4 妇 一 5zy 十 4 六 一 5。 开 二 


5 


个” 沈 文 选 主编 . 初等 数学 解 题 研究 LMj. 长 沙 : 湖 南 科 学 技术 出 版 社 ,1996:94 一 96. 


四 
- 


FREE 


好 《〈4s 一 5) 有 光一 5sSzry 十 (4s 一 5) 和 一 0 (Cx) 
对 7 一 0 时 ,二 之 ， 解 
此 时 ,* 一 巡 十 学 一定 ， A 
锣 
当 z 天 0 时 ,(* ) 变 为 (43 一 5)( 守 一 55， 闻 十 (4 一 5) 二 0， 视 此 式 为 二 的 一 二 次 方程 ,那么 ,， 外 是 
届 
A 一 (55)* 一 4。(45 一 5)* 之 0, 此 时 , 忆 志 :过 号 ,等 号 成 立 的 条 件 分 别 为 高 
-一 一 YY 一 Ye, ry 一 十 Es 上 
8 学 
综合 知 sn 十 smx 二 三 
例 4 (人 攻略 罗 384 题 ) 已 知 a.b.c 为 人 ABC 的 三 边 长 ,求证 : 


a 六 
人 4 十 0 十 cc 


证 明 人 M. 
a” 人 C & -BC 
加 2 一] 十 1 一 fk bp 十 c 一 a tipa bat atote 
bi+c—a cita—eb C Q -十 百 - 一 C 
- [wmt et |+[ er DM tore | 十 | catemMtatsre | 
~ 24a 十 2b + 2c 2(a++6 二 ce) 
~” /afteoftoM vatoeroM viatotoOM wa 于 6 时 cJM 
_2 Vatbte 
VM 


故 vVAM ve 十 二 c 故 Ma 十 6 十 c. 


3 3 3 
例 5 〈《 数 学 通报 ;数学 问题 1284 题 ) 已 知 实数 a>>1,56>>1,c 之 1, 求 证 : 吉 一 十 2 十 未 一 1 


之 


“| 


了 
证 明 Fi (t+1) | 


. 二 
7 i| 6 地 1 |] = 
一 2 


2(6 — 1) 


、3V3( 世 一 1) C3 ~ 3Y3(c —1) 
TI 全 oD) Rl 2 1 


把 上 面 三 个 不 等 式 相 训 ， 并 整理 得 
4 一 1 人 一] cc—l 
左 端 > 2 (5 一 1 二 ET+Twz) 


”、 奥 虽 经 典 


例 6 (2001 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 设 {a,) 为 等 差 数 列 , {5,} 为 等 比 数列 , 且 b= 二 ai,b; 二 a ,6 
=af (a <as), 有 lim(b 十 本 十 … 十 b,) 二 1 十 Y2. 试 求 数列 {a,} 的 首 项 和 公差 . 


解 设 等 差 数 列 {4 ,的 公差 为 d, 等 比 数列 (2, ) 的 公 比 为 gq,; 则 据 
a 过 a , 知 a, a 0. (WD 


因 lim(b 十 包 十 … 十 b,) 二 1 十 V2, 生 g 一 天 一 皮 >>0, 知 qe (0,1), 据 {5} 为 等 比 数列 及 题目 


pb! a 
条 件 有 六 一 忘记 , 推 知 
al 二 afai; , 则 a5 一 十 diQ3， QO) 
如 果 do 一 dc 全 (qi 十 d= 二 (a 十 24), 推 期 d= 一 0, 这 与 从 式 刻 盾 . 
从 而 ， 应 有 Qi 二 一 ai@3， 
于 是 二 一 ai (24as 一 al)， 
即 Qz 十 2a142 一 ai 二 0， 


则 "I 


] 


性 溢 了 五 避 。 冯 洪 许 洽 除 订 芒 O 


而 g= 作 = 允 <<1, 并 注意 D 式 , 则 “at 十 ss<0, 进 而 得 a1<0. @ 


据 0 对 


bh 2 


即 至 一 一 1+V2 ® 
2 
2 


b 
于 是 ,q 一 天 一 他 一 3 一 2 V2. 


oo 
从 而 ,1+V5 一 lim(hn 十 户 十 … 二 和) 一 这 © 
、@ 式 联 立 并 注意 四 式 , 得 
Wl 一 一 V2， 


故 d=a;—ai =2V2—2. 
例 7 dan YY bn 均 为 正 数 ， 且 i 十 2 十 一 十 4 二 负 十 本 十 … 十 b ,求证 : 


2 
Ul 
+ + 二 +f 方 (ai 十 ae 十 “二 )， 
,a 六 
证 明 设 MM= Ce 4 ta 给 MM 配对 :N= + 二 ta 
a? 所 一 加 ， _ ... 

则 | M 一 六 一 Tp 笃 二 全 二 + +b, (ai bi ) (az by ) 十 ，… “十 (ay 一 b,) (al 十 az 十 
十 a) 一 (十 记 二 十 六 ) 一 人 

所 以 M=N. 

] 


当 注 意 到 a 十 之 了 (ea 十 0 和 ai 十 dz 十 …… 十 必 二 和 十 户 十 … 十 久 得 


司 


4 
工 


ai 十 Bi ,a5 十 区 as 二 bs 
ee tp 


六 Ca pb ) 十 -一 3 (a 十 )》 十 … -十 方 (oa， 二 ) 


= 元 (qi 十 qz 十 … 十 Qn) 十 方 (本 十 如 十 … 十 )》 
eT “十 aa,. 
由 M=N， 所 以 二 4 4b. 二 二 二 b + 二 一 > 方 (a 二 a 十" :二 a )， 
例 8 (第 41 届 IMO 试题 ) 设 ab 庆生 站 目 满 是 abc 二 1, 证 明 ， 
(a 一 1 十 广 ) C6 一 1 十 二 )《e 一 1 十 二 )<1. 
C 人 


证 明 把 c= 二 代入 不 等 式 并 化 简 得 

De (x) 

不 等 式 ( * ) 关 于 a, 二 ,1 轮换 对 称 ,不 防 设 4 之 1, 忆 之 1 

车 | * ) 成 立 . 

若 a< 工 十 1, 则 a, 士 ,1 可 视 为 三 角形 的 三 边 长 . 令 a 十 十 一 1 一 Si ,二 十 1 一 * 一 S,1+a 一 二 一 
S,, 则 Si 十 3 一 全 ,S 十 S: 一 2,S; 十 Si 一 2a 

因 3 一 1 十 1 二 1 二 好 (Si 十 4) 十 方 (Sz 十 Ss) 十 元 “(Ss 十 S1) 

-22+ ) (rt ) 


| 
> b(S,S,S) + 3 (Si SzS;) 


fb 
一 了 (10253)， 


故 y S12 93 去、 六 ,BS S$: S77. 变 即 不 等 式 ( 其 ) 成 立 , 故 原 不 等 式 成 立 . 


2. 分 离 

进行 多 项 式 运算 时 , 常 采用 分 离 系数 而 获得 快捷 解法 ; 解 线性 方程 组 时 ,分 离 系数 而 得 到 增 广 矩 
阵 ,进行 矩阵 的 初等 交换 来 快捷 求 得 结果 . 诸如 上 述 操作 ,在 处 理 问题 时 ,始终 瞄准 最 后 目标 , 抓 住 问 
题 的 最 本 质 的 特性 ,将 问题 的 “性 质 与 构 作 形式 分 离 ”, 可 以 使 我 们 更 快捷 地 获得 结果 .“ 分 离 ” 可 以 应 
用 于 许多 方面 ,在 含有 参量 的 问题 中 ,常常 分 离 参量 ;在 证 明 两 曲线 的 四 个 交点 共 圆 未 必要 求 出 这 些 
交点 的 坐标 ;讨论 数列 的 性 质 时 未 必要 求 出 通 项 公式 ;讨论 方程 的 解 的 性 质 不 一 定 要 解 这 个 方程 等 
等 . 


例 9 (1990 年 全 国 高 考 甩 ) 设 fz) 二 lg[ 一 (十 2 十 … 十 (n 一 1)* 十 wra)], 其 中 aER,nENE 


和 | 1 
- 上 = 四 . 加 和 
ee . - 
rr - 
” . |] 
可 和 
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a 
1 


ER i 有 ， ts 


性 涟 括 吉 。 沁 凑 记 普 髓 测 芍 o 


Ef a 
yy 


1 之 2. 如 末 Fz) 当 xE (一 co, 1 时 有 意义 , 求 a 的 取 值 范围 . 
解 ”要 使 f(x) 有 意义 , 须 1 十 2 十 … 十 (na 一 1)7 十 rrre 人 0， 


CO 

i 分 离 参 数 a ,得 

金 : : 

久 由 nEN 且 n 实 2 及 x( 一 2,11, 知 g(z) 一 (之 ) (kn,kEN) 的 递 碱 性 ,得 

bn ) 六 + 二 二 一 羡 Oo 一 D 

训 由 此 易 得 a 这 一方 (n 一 1). 

中 z 

数 例 10 “为 何 值 时 ,方程 狼人 二 2 一 2 无 解 ? 有 一 解 ? 有 二 解 ? 

Pa 

了 分 析 方程 等 价 于 
2 一 好 一 (一 0)2 ， (LD 
2— 7 >0, 人 
7T—d >0,， (3 
1X 一 u 闯 1. 4) 


结合 @、@, 可 将 方程 中 的 a 分 离 出 来 ,得 4 二 x 一 V2 一 x ,用 三 角 代 换 法 转化 为 三 角 聘 数 问 
题 , 借 助 图 象 来 分 析 求 解 . 


解 由 以 上 ) 人) 得 2 一 并 -一 .二 人 
BE < 一 7 一 vv2 一 三 

由 题 中 条 件 , 可 令 zx 一 V2cosa(aE (0,7))， 
则 a=V2cosa—VZsing=2cos(at 7 ). 


注意 @ 中 “天 一 2.0, 由 此 可 作 图 2, 得 一 2cos(e 十 于 ) 是 图 形 中 wE (下 ,并 ) 的 一 部 分 


从 而 , 当 aE (一 品 , 一 2]U{0) UL2 ,十 ce) 时 无 解 ; 
当 a€ (一 V2,0)U (0,Y2) 时 有 一 解 
当 a€( 一 2, 一 V2) 时 有 二 解 . 
| 注 对 于 含有 参数 的 方程 探讨 类 似 例 2 的 问题 ,可 将 参数 从 问题 中 分 离 出 来 ,把 问题 转化 为 函 
数 问题 ,结合 图 象 来 求解 . 对 于 参数 是 一 次 的 问题 ,这 一 -思路 更 显 其 优越 性 . 


例 11 求实 数 a 的 取 值 范围 ,使 得 任意 实数 x 和 任意 bE [0, 于 ] 恒 有 


(z 十 3 十 2sinbcosg)2 十 (z 二 asing 二 acosD)? 六 避 . 


解 ” 令 1 二 sin8- 十 coso, 则 
2sinGcos0= 1 —1., 
旭 ” 原 式 左 边 二 (x 十 十 2 六 十 (x 十 af) 


>3[(r+e 42)— (Crtady 


9 文 星 

芭 王 人 py 
解 和 是 金 锅 是 系 列 

i(y 2 ]】 一 

= (att2) 之 但 成 立 . 


于 是 1 一 at 十 2 之 方 或 fr 一 at 十 2<< 一 方 ， 


因 t=sing+cosb=V2sin(0+ 7 )E[1Y21(0E [0, 了 了 )， 
则 gt 十 六 或 4 之 十 之 恒 成 立 . 

i 2t 
而 当 i [1 ,V2 | 时 3 


故 ” 当 a<Y6 或 4 之 方 时 , 原 不 等 式 恒 成 立 . 


例 12 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 A.B、.C 分 别 是 复数 zo 一 ai,% 一 方 十 所 ,zz 一 1 十 ci 对 应 的 


不 共 线 的 三 点 (a .bc 都 是 实数 ). 证 明 : 曲 线 zx 一 zocos4t 十 2zlcos2it， sin tf 十 zsini1(1ER) 与 人 ABC 中 
解 ” 设 z= 二 7 十 yi(r、yE€ R), 则 


X 十 yi 二 acos't。， i 十 2( 志 十 大) cos?i *。 sin ft 二 (lec) sin t. 
实 虚 部 分 离 ,可 得 


T=CoOst* Sin tsin' t= sin’t, 
ya(1 一 xXx) 十 265(1 一 x)zx 十 cx (0<z 和 1)， 

即 y=(a 二 ec—26)z +2(6—a)x+ta. 0 
因为 A、B.,C 三 点 不 共 线 , 故 ea 十 c 一 20 天 0. 可 见 所 给 曲线 是 抛物 线 


段 如 图 16 - 1,AB 和 BC 的 中 点 分 别 是 DD (地 上 ,2 了 ) 和 E(3 3 , 娃 ). 
所 以 ,直线 DE 的 方程 为 
y=(c—q)z 二 于 (34 十 2 一 c)， 加 
由 中 . 包 联 立 得 
(ac-20)(z 一 本) =0 


由 于 a 十 c--26 天 0, 故 (z 一 去 ) 一 0. 于 是 z 一 坊 . 注 意 到 二 < 到 < 


于 ,所 以 ,抛物 线 与 AABC 中 平行 于 AC 的 中 位 线 DE 有 且 只 有 一 个 公共 点 ,此 点 的 坐标 为 
1 a 2 士 < 十 中 
(3 


) ,其 对 应 的 复数 为 
& 十 < 十 22; 
1 . 


1 
一 本 十 


Pe 中 ' " “ 的 
| 罗 
让 : . -- 
rc i . » 
= | ， ; 


+ 中 
. 人 
. 虽 . 


证 于 嫌 台 。 联 漆 眠 机 取 商 汶 O 


怪 玉 所 到， 尝 洪 饱和 进 凤 亢 区 oO 


3. 分 拆 


在 解 题 时 ,将 待 求 解 的 问题 适当 分 拆 .分 域 或 分 类 .分 步 , 或 将 图 形 分 拆 成 易于 处 理 的 几 个 互相 
奥 合 的 图 形 ,以便 分 别 讨论 .各 个 击破 ,或 一 一 证 之 、 解 之 . 


例 13 (2001 年 湖南 省 竞赛 题 ) 已 知 a 十 5 十 c 二 0, 且 a.b、c 均 不 为 0, 则 化 简 a (去 + 过) 二 


1 ，1 ] ，1 
bate)te(a ts )» 


解 ” 填 一 3. 理由 : 原 式 进 行 分 拆 , 得 


加 bc QT CC QQ 0 CE _ DC 
原 式 一 (二 十 元 十 二 ) 十 ( 玉 十 广 二 下) 二 (< 十 < 二 二) a b C 
_0.0.0 3 3 
a b C 
n 3 4 ， 
例 14 (2001 年 湖南 省 移交 器 ) 计 站 77T2r T3123 4 “二 
2001 : 
19991 十 20001 Tool -一 一 一 
解 填 必 一 200TT. 理由 : 
2 kt2 1 
kl 十 (人 十 十 (二 2 hl (kt2) ,HE THF! TRF Rl CkTS) 
1 1 
(E 十 1)! (k++2)1 
1 1 1 1 
改 原 式 = (前 一 训 ) 十 (如 到 ) 十 (26 30011 ) 一 到 一 00 
sin ,sin2 _ sin __ 
例 15 求 和 SS， cos20 + cosO TI “Tos2nO -cost 
sing sin20 | sinng 
解 学 一 人 gt 50 31 


2cos “Geos 2 二 lg 


| 
2cos CO8 了 2COS 2 COS 5 


当 sin 分 天 0 时 ， 


有 Sin0 。 sin 5 sin20 。Sin 放 sinnt 。 sin 5 
2 ， 3 200s 3 os 纪 十 1g 。cos 22 10 
COs 了 COS 3 cos 了 cos 了 COS 5 C 7 

0 36 30 5 2 一 1， 2 十 1 
COS 一 - 一 COS COS COS COS 0— cos | 

2 2 2 0 0 2 2 
4 30 0 4 30 30 4 2 十 1 a 2 一 上 1 

Cos 了 cos 5 cos 7 COS 5 CoOs 7 Lecos ~ 5 


故 S, = 2n 二 ] 。 0 届 
. 8 | cos 一 一 有 上 cos 一 
4sin 了 2 2 


当 sin $=0 时 ,S, 二 0. 


例 16 求 积 了 一 (cos 分 十 cos 3) 。 (eos 分 十 cos 部 ) » (COS A | os 2B) 


On Dn " 
解 ” 因 TT, = (2cos A cos 和) » (2cOs Ecos 2 4 一 号)… (2CoS cos A—B) 
A+B A++B 人 十 如 A—B A—B A—B 
一 2 (00s 全 cos 全 和 se 008 i ) (COs pi * C08 5 ”os HT ): 


怀 泡 - 姓 博 。 半 商 分 刘 取 庙 汶 oO 


7 a, 全 5 上 二 B, 则 
JT 一 20(cos CoOs 7 .cos 全 )》。 (cos 五 oos 已 cos 三) 


2 7 2 2 


2 sina 


.a .a .a ,a 
“sin 3 ZSin 75 2 Sin D7 Sm 7 
__ in8 


“2 n 
“ < 2 2" sin 此 
2 
Sin 4 二 Sin 4 上 
帮工 二 2r ， sing __,， snp___ sing « sing 2 | 2 
2 。 sin 六 2" 。 sn 7 2" 。 sin 7 » sin 2 2” sin TFT SIn SE 


十 1]7 (1998 年 “希望 杯 " 全 国 洲 请 赛 高 二 培训 题 ) 已 知 zx.y.zE Rt , 求 -这 > 性 ;的 最 大 值 


rr? + 十 2 
解 ” 认 真 观 察 ,分析 分 子 .分 母 结 梅 , 只 须 分 拆 y 使 > 三 x ,于 是 
Xy 十 yz 大 ?十 之 -一 加 网 
9 本 


rT ty xz (THFIITCFY HY) D zy+2 地 yz 
ye VL 2 &. 


例 18 (1985 年 法 迁 奥地利 联 合 部 赛 试题) 设 7、y.z、w 是 四 个 不 全 为 零 的 实数 , 求 5 二 
XYy 十 2yz 十 zz0 的 最 大 值 . 


ZX 十 站 十 对 十 W 
解 引入 参数 1 放 >0, 分 折 项 := 二 ty 十 (1 一 人 站 yz 一 (1 一 1 站 x 十 itz, 于 是 5= 
XY 二 2yz 二 之 tw -一 Ty 2Yyz zw ,S22 D1: 


(RD 二) “2Vtzy 十 201 一 站 yz 十 2Vtzw 
2 ,或 一 6t 十 1 二 0， 人 
zy 十 237z 十 xm 1 _y2 十 1 


S ET 
2Vi(xyt2yz zew) -7 > 万 2 


六 淇 让 浴 隐 应 稚 O 


恢 溢 于 型 


i 


: -4 ,类 芝 红 江 
A z / | 解 题 金 钥 是 系 列 


六 


苹 经 典 


故 当 12 一 (3 一 2V2) 妈 一 (3 一 2V2)z2 =w ,Si = tl. 


4. 排序 


如 果 一 个 竞赛 问题 中 涉及 一 批 可 以 比较 大 小 或 顺序 的 对 象 (实数 ,长度 .角度 等 ) ,它们 之 间 没 有 
事先 规定 大 小 或 顺序 ,那么 ,在 解 题 之 前 可 以 假定 它们 能 按 某 种 顺序 (实数 的 大 小 .线段 的 长 度 、 角 的 
度量 等 ) 排 列 起 来 ,通过 对 这 种 顺序 的 研究 ,党 有 利于 问题 的 思考 . 

例 19 平面 上 有 奇数 个 点 ,如 果 其 中 任意 三 点 能 组 成 三 角形 , 晶 其 周 长 均 不 相等 , 则 必 存 在 一 个 
栖 圆 ,使 得 椭圆 内 与 椭 贺 外 点 数 相 同 . 

证 明 ” 当 平 面 上 只 有 3 点 时 , 任 作 一 个 椭圆 过 其 中 一 点 ,使 其 内 、 外 各 有 一 后 . 

当 平 面 上 有 2n 十 1(x 之 2 时 ), 可 从 中 任 取 两 点 ,以 此 两 点 作为 椭圆 的 焦点 ,它们 与 其 余 的 2n 一 1 
个 点 中 每 一 点 都 可 以 确定 一 个 椭圆 ,由 于 这 些 椭圆 中 任意 三 点 所 组 成 的 三 角形 周 长 都 不 相等 , 故 这 
点 能 且 确 定 2n 一 1 个 不 同 的 椭圆 , 设 这 些 椭圆 的 长 轴 从 小 到 大 排列 为 

Q1<< PD < < 二 .Con 1， 

设 对 应 于 a,-! 的 椭圆 为 C, 则 CC 就 把 2n 一 1 个 分 成 三 部 分 ,其 中 4 一 2 个 点 加 上 2 个 焦点 共 n 个 
点 在 C 内 ,一 个 点 在 C 上 ,在 C 外 面 还 有 nn 个 点 ,问题 获 证 . 

例 20 (1990 年 全 国 初中 联赛 题 ) 设 有 2nX2n 的 正方 形 方 格 棋盘 ,在 其 中 任意 的 3n 个 方 格 中 
各 放 一 枚 棋子 ,求证 可 以 选 出 4 行 和 7 列 , 使 得 3n 枚 棋子 都 在 这 7 行 和 nn 列 中 . 

证 明 设 3n 枚 棋子 放 进 棋盘 后 ,2n 行 上 的 棋子 数 从 小 到 大 分 别 为 al ,as，… ,azn， 有 

Oa Rd Rad， 由 

中 十 co 十 … 十 ar 十 aa 十 …… 十 ao 一 37. OD 
由 此 可 证 : 

dnt+l ant2 十 … 十 azr 之 27. 

(1 若 xi 字 2, 名 式 显然 成 立 . 

(2) 厂 Unt 1 <] 时 9 

201 十 az 十 …… 十 Cr。 dntl 入 nn， 

从 而 ai 十 az 十 十 ao 一 30 一 (al 十 az 十 … 十 ao ) 之 27， 
得 器 式 也 成 立 . z 

据 @ 式 ,可 取 棋 子 数 分 别 为 dnt+l snt29""" ,ax 所 对 应 的 行 , 共 n 行 . 由 于 剩 下 的 棋子 数 不 超过 ni, 
因而 至 多 取 nn 列 必 可 取 完 全 部 3n 个 棋子 . 

例 21] 设 Ti;yT2 Tn 都 是 自然 数 , 且 满足 

Xl 十 Xz 十 十 Tn 三 人 TX]1 TX2 on， GQ) 

求 TN sn 中 的 最 大 值 之 2). 

解 ” 由 条 件 的 对 称 性 ,不 妨 设 

TI 安安 局 (2 

这 就 改变 了 条 件 的 对 称 性 ,相当 于 增加 了 一 个 条 件 

Ti 1 之 2 之 2)， 

否则 ,z，) 一 1， 由 仿 知 

X1 一 To 一 … 一 TO 2 一 To 1 一 上 


从 而 , 代 人 中 得 (nO— 1) x ~ 逆 盾 . 这 时 ,由 有 


加 四 
.于 , = 


解 题 金 钥 是 系 列 


Tt 

” YI1Xoy 1 一 ] QO 
TI1Z2 Tn 2 十 XT 十 XT 解 

A 
TT 1 一 题 
_ Nn—2Txr rr 金 
A Tn- 1 一】 是 
< 一 人 2 一 ?2 二, 1 XX * Xn 2 系 
Si ”一 列 
一 2 十 
in i 高 
一 本 了 Lo 中 
二 1 一 ] 一 外 数 
学 


当 Xi 二 Xi 二 "一 Xz 一 1 且 ,1 二 2 时 ,x, 有 最 大 值 z. 这 也 就 是 zz，…zn 的 最 大 值 . 
例 22 (2003 年 中 国 女 子 奥林匹克 题 )(1) 证 明 : 存 在 和 为 1 的 五 个 非 负 实数 a、.5、c.q、e, 使 得 将 


它们 任意 放置 在 一 个 圆周 上 ,总 有 两 个 相 邻 数 的 乘积 不 小 于 
2) 证明: 对 于 和 为 1 的 任意 五 个 非 员 实数 ec.de, 总 可 以 将 它们 运 当 放 ¢ 
EW RA 


d e 
证 明 (1) 当 ao 一 0 一 < 一 于，d d= 二 e 二 0 时 ,把 a.b5.c,d.e 任意 放置 在 一 个 圆周 
b C 
上 ,总 有 两 个 二 3 是 相 令 的， 它们 的 乘积 不 小 于 -二 国 16 3 


人 不 克 昌 a 之 b 之 c 之 d 宇 e 宇 0, 把 a.b、c.d.e 按 图 16 一 2 所 示 放 置 . 因为 a 十 
b 二 cc 十 4d 十 e 二 1, 所 以 ， 
a 十 3d 世 1， 


从 而 ,ad<< 方 . 


又 因为 a 十 b 十 c<1, 所 以 ,6 十 c 秋 三. 于 是 ， 


(8 十 c) 一 1 
bc 4 < 9 


因为 ceae<ad,bdbc, 所 以 ， 相 邻 两 数 的 乘积 均 小 于 二 5 
23 (2003 Wi 29 届 俄 罗斯 奥林匹克 题 ) 设 a .2 为 正 数 ,它们 的 和 等 于 1. 证明， 


2 2 
二 这 :TH 


证 明 不 失 一 般 性 , 设 a 宇 b 宇 c, 于 是 ,1 一 c 之 1 一 了 之 1 一 a . 从 而 ,- 一 


注意 到 二 一 了 一 半 一 , 故 只 须 证 明 


*“ 尝 洪 做 温 秒 渭 移 O 


芋 于 二 可 


二 
EE ， 


人 人 | 
OE 


1 30 一 1 
1 一 十] 一 挛 二 二 1 =3>0. 中 


8 于 式 O 丰 六 三 个 分 式 的 分 了 之 和 等于 0, 所 以 ,在 不 增 大 各 个 分 数值 的 前 提 下 ,可 将 它们 的 分 
母 变 为 相等 , 易 知 在 a 之 b 之 c 的 假定 下 ,有 a 之 记 ,c 夺 广 . 如 果 a 之 bp 之 记 之 cs 那么 ,只 要 将 不 等 式 @ 
左 端 三 个 分 式 的 分 和 都 换 为 1 必 , 即 可 保证 其 中 的 负 分 数 的 值 不 变 , 且 正 分 数 的 值 不 增 大 ,从 而 式 
OD 成 立 ;如 果 a 之 记 之 b>>c, 那 么 ,只 要 将 式 D 左 端 三 个 ， 

注 比例 亦 可 运用 大 加 而 获 证 ， 

由 不 等 式 一 十 二 之 二 "其 中 xr>0,y>0, 可 以 得 到 


] ] 4 
2 十 全 让 25 


1 1 4 
bie t cpa ppcha 
] 1 4 
zz 十 zj 全 十 2 十 
将 上 述 三 个 不 等 式 相 加 ,得 到 
2 2 2 4 4 
pie cha ao atopte! pioctaTt 

将 条 件 a 十 5 十 c= 二 1 代入 并 化 简 , 即 得 所 证 . 

5. 逐步 调整 

调整 ,就 是 为 了 解决 某 个 问题 而 从 与 问题 实质 有 联系 的 较 宽 要 求 开始 ,然后 充分 利用 已 获得 的 
结果 作为 新 的 行动 基地 ,逐步 加 强 要 求 , 逐 步 通 近 原 问 题 ,直至 最 后 彻底 解决 . 

例 24 (1985 年 美国 奥林匹克 上 题 ) 设 A,B,C, 为 空间 中 四 点 , 连 线 AB,AC,AD,BC,BD,CD 
中 至 多 有 一 条 长 度 大 于 1, 试 求 这 六 条 线段 长 度 之 和 的 最 大 值 . 

解 ” 设 AD 为 六 条 线段 中 最 长 的 一 条 . 

(i) 将 其 余 五 条 线段 的 长 度 固 定 , 易 知 , 当 A 和 DD 为 平面 四 边 形 ABCD 的 相对 顶点 时 ,AD 取得 
最 大 值 , 

(让 固定 B,C 的 位 置 , 因 AB,AC,BD,CD 的 长 度 都 不 超过 1, 所 以 ,A 和 DD 必 落 在 分 别 以 B 和 CC 
为 心 ,1 为 半径 的 两 圆 的 公共 部 分 上 . 这 时 ,具有 最 大 可 能 距离 的 惟一 的 一 对 点 就 是 两 圆 的 两 个 交 扎 . 
而 当 A,D 为 这 两 点 时 ,AB,BD,AC,CD 均 为 1, 恰 好 达到 它们 各 自 的 最 大 值 . 

(i 让 留 下 的 问题 是 BC 变 小 时 ,AD 变 大 ;BC 变 大 时 ,AD 为 小 . 因此 ,必须 在 其 余 四 边 固 定 为 1 
的 条 件 下 ,考虑 BC 十 AD 的 最 大 值 . 


记 ABO=4O 为 AD 与 BC 交点) 由 AB= 1,0<BC<1, 故 知人 <0<< 了 了 ,于 是 有 AD 十 BC 二 


4 
Cc 二 Za 二 Tb 


2(sing+cosb) =2V2sin(0+ 闻 ). 注意 到 sin(9 十 闻 ) 在 区 间 忆 二 9<5 上 为 碱 函 数 , 所 以 当 9 一 二 时 取 


得 最 大 值 . 这 时 六 条 线段 之 和 为 4 十 2(sin 一 3 十 cos -3 二 了) 一 5 十 V3. 
注 对 于 问题 涉及 的 多 个 可 变 对 象 ， 二 对 其 中 少数 对 象 进 和 J 调整 ,让 其 他 对 象 暂 时 保持 不 变 , 取 
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ND 


得 问题 的 局 部 解决 . 经 过 若干 次 这 样 局 部 的 调整 ,逐渐 逼近 目标 ,最 终 得 到 整个 问题 的 解决 . 这 无 疑 
是 一 种 化 整 为 零 .化 难为 易 之 举 . 

例 25 (1991 年 独 联 体 数 学 竞赛 题 ) 某 电影 院 的 座位 共有 m 排 ,每 排 有 nn 座 , 票 房 共 售 出 mn 张 
电影 票 . 由 于 朴 忽 ,这 一 场 票 中 有 些 号 是 重 的 ,不 过 每 位 观众 都 可 以 照 票 上 所 标的 排 次 号 或 座次 号 之 
一 人 座 . 求证 :至少 可 使 一 名 观众 既 坐 对 排 次 ,又 坐 对 座次 ,而 其 他 观众 保持 前 述 情况 就 座 

证 明 ”由 题 设 票 有 重 号 ,破坏 了 票 . 座 之 间 的 一 一 对 应 , 必 有 数 票 对 一 座 , 也 至 少 必 有 一 座 无 票 
与 之 对 应 . 

我 们 先 考虑 这 种 情形 :让 所 有 观众 依据 题 设 规则 全 部 就 座 , 并 把 这 时 的 位 置 称 为 各 人 的 “原来 位 
置 ”, 下 面 我 们 进行 调整 . 

我 们 从 mn 位 观众 中 任 选 一 名 观众 (编号 为 第 -号 ) ,如 果 他 恰好 同时 既 坐 对 了 排 号 和 座 号 ( 称 这 
样 的 位 置 为 持 票 人 “自己 的 位 置 ”, 下 同 ) , 则 命题 已 证 . 若 不 然 ,我 们 请 第 一 号 观众 根据 所 持 票 号 坐 到 
“自己 的 位 置 " 上 去 ;同时 请 出 了 坐 在 该 位 置 上 的 被 编 为 “第 二 号 ”观众 ……, 如 此 下 去 ,一 直 请 到 第 & 
号 观众 为 止 . 请 注意 ,这 时 第 一 号 观众 的 “原来 位 置 " 还 空 着 ,而 第 & 号 观众 还 未 就 座 ， 

对 于 自然 数 上 2 委 tA 和 ez) ,我 们 可 以 这 样 要 求 :或 者 第 & 号 观众 所 持 票 号 恰好 与 第 一 写 观 众 空 
出 来 的 位 置 的 排 号 和 座 号 相同 , 则 第 上 号 观众 就 坐 空位 ;或 者 第 & 号 观众 所 持原 票 号 与 第 一 号 观众 
“原来 位 置 ? 完 全 无 关 , 则 是 前 & 一 1 个 观众 中 的 第 i(1 志 i 二 有一 1 号 观众 现在 坐 着 的 位 置 ,那么 我 们 
再 作 如 下 的 调整 ,请 第 1 号 至 第 ;号 的 观众 依次 分 别 退 回 各 自 的 “原来 位 置 ”, 再 请 第 & 号 观众 就 坐 在 
第 i 号 观众 刚才 空 出 来 的 位 置 上 ,这 时 ,显然 第 上 号 观众 坐 到 “自己 的 位 置 * 上 ,而且 第 ;十 1 到 第 A 一 1 
号 观众 都 坐 在 “自己 的 位 置 ? 上 . 从 而 命题 获 证 . 

注 “ 类 似 于 此 例 , 先 给 出 问题 的 一 个 初始 解 ( 可 行 或 近似 的 ) ,然后 以 此 解 为 基础 , 按 一 定 的 程序 
给 出 一 个 解 序列 , 它 的 极限 就 是 问题 的 精确 解 ,而 序列 的 每 一 项 都 是 近似 解 , 且 一 个 比 一 个 更 接近 于 
精确 解 ; 或 是 先 以 有 关 的 某 个 简单 问题 莫 基 ,然后 适当 调整 ,把 问题 归结 到 已 有 的 结论 上 ,重复 进行 
上 述 工 作 , 最 终 导 致 整 个 问题 的 圆满 解决 . 这 无 疑 是 一 种 逼近 ,化 归 的 方法 . 

例 26 (排序 原理 ) 设 A= ‘al ,dz sadn } ,B= {D1 ,6b ,Db, ;是 两 个 各 有 nn 个 实数 的 数 集 . 知 41 委 : 
过 和 (1,2,…,n) 的 任意 两 个 排列 , 则 

i b; 十 ai b;, 二 "二 a; bi .ab 十 az 十 … 十 anbn， | ( ] ) 

寿 Q1 之 Ga 之 "之 dn ,加 hb, (12 和 (7 12 ;ju) 是 (1,2， …,n) 的 任意 两 个 排 

ai bi, 十 Qi bi, 十 二 0 >aibl 二 azbi 二 二 anb,. : ([) 

(CTT).CH ) 两 式 中 等 号 当 且 仪 当 U1 二 dz = 二 dn 0 = = 时 成 立 . 

证 明 仅 证 (CI ) 式 . ( 工 ) 式 左 端 可 看 作 系 统 的 初始 状态 , 右 端 可 看 作 最 终 状态 ,如 果 我 们 对 左 器 
作出 调整 ,将 左 端 调 整 到 右 端 而 左 端的 和 不 会 增 大 ,问题 即 可 获 证 . 

调整 分 两 步 进行 :首先 调整 a ,a;, ，…,ai 的 顺序 为 ai yaz ,…,w, 由 加 法 交换 律 , 经 过 有 限 次 交 
换 , 总 可 得 

Hi Bb; 十 ca b;, 十 十 bi 一 QI Cu 二 az bs, 十 十 anbe ? 

这 里 局 ,As ,…,k, 为 1,2,…,n 的 一 个 排列 . 

由 此 ,我 们 只 须 证 

aibx, 二 azbr, 十 十 Gaopk 之 QI 用 十 azp 十 … 十 CoD. (下 ) 

考虑 名 ,车 & 关 n, 则 一 定 存在 & 二 n(i 闫 7) , 则 这 样 调整 :调换 & 与 5b, 的 位 置 而 其 余 不 动 ,由 起 
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设 条 件 以 及 
(Caibs Tanbr )— (aibe Fanb) 
=—(aiba tanbe )— Caibe Tanbr) 
=(b,—b )(ai—an)20, 


《ai pk， az bs, ) 二 :十 Qabe 

之 albs, 十 az pi, 十 … 十 Qibk 十 …' 十 Qnr. (TV) 

行 kr 一 ny 则 考 碟 ,1 ; 仿 上 调整 Cn 一 1 be _, 为 a-_-1b, -1, 所 得 的 和 不 会 增 大 . 如 此 至 多 经 过 nn 一 1 次 
调整 , 即 得 不 等 式 ( 亚 ) ,从 而 不 等 式 (I) 成 立 . 且 由 证 题 过 程 可 以 看 出 , (了) 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 
a 二 qz 二 二 Qn 或 们 二 如 二 … 一 b, 时 成 立 . | 

注 QD 上 述 原 理 ,我 们 也 可 以 简称 为 “ 同 序 积 和 最 大 , 反 序 积 和 最 小 , 乱 序 积 和 居中 ”. 

我 们 将 所 讨论 的 对 象 看 作 一 个 系统 ,从 系统 处 的 某 一 状态 ( 称 为 初始 状态 ) 出 发 ,对 系统 作 逐 
步调 整 , 以 达到 系统 所 需要 的 状态 (最 终 状 态 ) ,从 而 使 问题 获得 解决 . 当然 系统 的 最 终 状态 在 某 些 情 
况 下 是 已 知 的 (如 不 等 式 证 明 的 结论 ) ,而 在 某 些 情况 下 则 是 未 知 的 ,这 和 省 要 在 调整 过 程 中 通过 试验 
而 得 到 


【 解 题 尝 试 】 


A 组 


| 


. 《2002 年 湖南 省 竞赛 题 ) 已 知 动 点 P(z,y) 满 足 二 次 方程 10z 一 2ry 一 2y 十 1 一 0. 则 此 二 次 曲线 的 
离心 率 为 . : 
2，(《 数 学 教学 ) 数 学 问题 538 题 ) 已 知 a>1,6>1c> 且 @ 十 #F 十 ==12, 求 证 :一 一 十 二 十 一 之 
3， 
3. (第 9 届 “ 希 望 杯 ”邀请 赛 题 ) 郑 0 过 a,b,c 二 1, 且 a 十 6 十 c 二 2, 则 a 十 扩 十 c 的 最 小 值 是 . 
4. 《1993 年 北京 市 数学 竞赛 试题 ) 若 z,y 都 是 实数 , 且 区 十 yy 二 2; 求 f(z,y) 二 x 十 y 的 最 大 值 . 
、 、 3 10 
5. 设 <.y.zER' ,求证 := 中 全 六 ;过 二 
2 | .2 
6. 设 X.y.zER' , 求 2 十 十 2z 的 最 小 值 . 
Zy 十 V3yz 
、 ap 十 2pc 十 2c4 十 de 
7 设 abcd\eER , 则 二 +3p +3c? +5d 十 es 的 最 大 值 是 
8. 求 和 9, 一 sina。sSinm 本 十 2sin -7 。 sin’ 天 十 …… 十 2 。 sin Fo 。 sin’ pa 
9. 已 知 定义 在 及 上 的 函数 f(z) 为 奇 明 数 , 晶 在 L0, 十 co) 上 是 增 隙 数 , 对 于 任意 XER, 求 实数 mm, 使 
fl(cos20 一 3) 十 f(4m 一 2mcos0) >0 恒 成 立 . 
10. (1988 年 四 川 省 竞赛 试题 ) 已 知 ,zz ,Xn ER, 且 wi 十 十 十 Tr 一 alta 这 0),Xf 十 台 十 … 十 


2 
好 一 CEN, 且 n 宇 2) ,求证 : 
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B 组 / 
角 
1.〈1987 年 IMO 中 国 集训 队 测 验 题 ) 已 知 c.6.cER+ ,求证 ， 是 
中 十 六 十 中 之 a; bc 二 aB c+abc. z 
2 21 | 
2. 《数学 教学 2002(1) 数 学 问题 552) 已 知 a 汪 1,6>>1,1E Rt+ ,求证 :4 十 二 之 8 。 
3. (《 数 学 教学 》1999(4) 数 学 问题 488) 已 知 a 之 1,0 记 1,c 放 1, 求 证， , 
a pr Cr 数 
pit eita Ti! 学 


4. 《数学 教学 》2001(5) 数 学 问题 543) 设 a.b.c 为 三 角形 的 三 边 长 ,求证 : 


/| a : bb / Cc 
5 一 Za 二 5 126 


2 2 2 
5. 已 知 27y 十 yx>0, 求 三 的 最 小 值 . 


6. (28 届 IMO 中 国 代 表 队 选拔 考试 题 ) 设 实数 a.b6、c, 使 得 下 面 不 等 式 a(x 一 y) (x 一 z) 十 b(y 一 7X) 
(y 一 之 ) 十 cz 一 XX)(z 一 y) 实 0, 对 任意 实数 x、y、z 恒 成 立 , 那 么 ,a.b.c 需 满 足 什么 条 件 (a、b、c 的 等 
式 或 不 等 式 )? 

7. (1989 年 全 俄 数学 竞赛 题 ) 在 1,2,3,… ,1989 每 个 数 前 添上 “十 ”或 “一 ”号 ,使 其 代数 和 为 最 小 的 
非 负 数 ,并 写 出 算式 . 

8. 《1990 年 全 苏 数学 竞赛 题 ) 已 知 二 次 三 项 式 f(x) 二 ax* 十 bx 十 c 的 所 有 系数 都 是 正 的 且 a 十 5b 十 
< 一 1 ,求证 :对 于 任何 满足 xix2…z 二 1 的 正 数组 mm yz ,x 都 有 Cx) fx) f(r) 宇 1. 

9. (1985 年 北京 市 竞赛 题 ) 在 线段 AB 上 关于 它 的 中 点 M 对 称 地 放置 2n 个 点 . 任意 将 这 27 个 点 中 
的 n 个 染 成 红 点 , 另 7 个 染 成 蓝 点 . 证明: 所 有 红 点 到 A 的 距离 之 和 等 于 所 有 蓝 点 到 B 的 距离 之 
和 . 


10. (1991 年 第 32 届 IMO 预选 题 ) 设 二 <p<1,0; 之 0,0<b pi 二 1,2,…,n5n2. 如 果 >a = > 一 


1 ,A;= II uj ,求证 :2 54A; 魏 
lSn + =-1 


Ji 
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解 书 尝试 参考 解 舍 


第 1 章 探索 法 
A 组 


1. 选 B. 理由 :从 熟悉 的 关系 sinz<7z 考虑 . 因为 0<z 委 1<< 了 了 , 故 有 0 二 sinz+ 过 x, 有 即 0< < 


1. 所 以 ,Smz > > (smz) ， 又 因为 f(x 站 一 az 在 (0, 半 ) 上 是 减 函数 ， 而 0<<z<1<-> ,所 以 am- > 
sinx 

2. 选 D. 理由 :从 底数 a 的 分 界 值 1 考虑 . 

当 a>1 时 ,由 于 丰 数 了 二 1, 帮 log, 也 恒 小 于 1 于 是 ,a>1, 满 足 题 意 


当 寺 <a<1 时 , log, >loga 二 1] ,不 符合 题 意 . 


当 0<-o< 半 时 ,对 数值 小 于 1 ,满足 题 意 . 


3. 选 D. 理由 :首先 感觉 到 正方 体 中 截面 的 正 射影 的 质点 应 在 射影 面 的 边 上 . 这 四 个 图 中 怡 有 书 
不 满足 . 再 通过 实际 分 析 ,截面 投影 到 面 DDBB, 时 应 成 一 条 线 有 改选 D 
4. 选 C. 理由 :对 三 棱锥 的 枝 和 底 边 取 具 体 简单 数字 具体 计算 进行 探索 . 


(2) 如 图 示 @@ , 若 SB= SC= BC-1,SA= 吧 .SALAB,SALAC, 骨 Vs Age -2， 


(3) 如 图 示 @, 若 SA=SB=AB=AC=BC=1,SC=V2,SA AC,SB| BC, 则 Vsnpe 一 Vaspc = 


2 


解 题 金 钥 赴 系 列 


5. 选 只 理由 :注意 从 三 角 函 数 式 及 角 的 形式 的 变形 方面 探索 ,并 充分 利用 题 设 信息 . 
由 已 知 条 件 得 sin(a 二 二 二 ;COSB 二 V1 一 x , 故 


y 二 cosa 二 cos| (a 十 户 一 月 
二 cos(a 二 从。，cosB 十 sin(a 十 D， sin8 


Z 的 取 值 范围 应 满足 不 等 式 组 
| 4 


0 一 一 所 V1l—x + 六 x<1. 


解 得 全 <r<l. 


6. 选 A, 理由 :元 分 利用 题 设 信息 , 则 设 数列 共有 ?7 项 :ai ,az，,…,as ,根据 题 意 得 
Ci 十 do 十 aa 十 ci 一 26， 

43 十 十 CQ 1 十 ac, 一 工 10. 

因为 等 差 数列 满足 

Qa 二 二 dy-1 王 Q3 十 Qn-2 二 Q4 十 Qn-3， 

所 以 ,4(a 十 ) 一 26 十 110 一 136,a 十 cy 一 34， 


又 人 一 187, 即 2 妆 =187, 故 nn 一 11 


7. (1) | f(r)|=|axr’ 二 xal 

一 |a(x 一 1) 十 | 

Sha —DItIzxl<le ll+|z 

2 

= 1 一 | 也 | 十 lzl= 一 (lzl 一 到 ) 十 半生 守 ， 
(2) 当 a 二 0 时, f(x)=x(|zx| 志 1) 的 最 大 值 是 AF1) 王 1, 与 题 设 矛盾 . 
当 a 了 尖 0 时 , f(z) 为 二 次 肾 数 . 
(让 当 a>0 时 ,其 开口 向 上 , 故 最 大 值 只 能 在 7 二 一 1 或 + 二 1 时 取得 .而 f( 一 1)==a 一 1 一 a 二 

一 1 ,矛盾 . f(1) 二 a 十 1 一 a 二 1 也 矛盾 . 

(让 ) 当 a 过 0 时 ,最 大 值 同 样 不 会 在 x 二 1 和 z= 一 1] 上 取得 , 故 使 得 f(x) 二 ar’ 十 XT 一 al(|x| 志 1) 


有 最 大 值 总 ,只 能 等 价 于 


u 


“< 一 
、 上 1] 、_ 1 = ->4 一 一 
/A( 2a ) — 8 (ea 十 2) (十 言 ) 一 0 
a<0 


8. (C1)g(x) = 
Bo 1 一 2< 一 rz<< 1 


(2) 由 题 设 条 件 ,a>0 时 ,直线 ?一 az 十 0 与 曲线 y= 二 g(x) 交 于 三 个 不 同 的 后 ,只 须 直 线 与 曲线 


和 | | Ee | 四 , 
2 全 4 PE . Ee 
二 ' 和 ' WE 
i 一 和 El 1 -三 13 Es 1 [re F 


性 涟 五 于 ，。 闻 淇 应 注入 厢 巷 OO 


i -4 自贡 经 i 


在 一 2<xz<1 的 范围 内 有 两 个 交点 ,由 方程 组 


oi y 一 CZ 十 0， 

解 2 2) 

全。 省 去». 得 

钥 十 (a 十 1)x 十 6 一 2 二 0. 

起 1 于 是 ,只 须 二 次 项 数 p(x) 二 x 十 (4 十 1)x 十 5 一 2 的 图 象 在 一 2 一 
有 zx 一 ] 的 范围 内 与 + 轴 有 两 个 交点 . 此 时 ,ab 应 同时 满足 以 下 条 件 ， 

. A— (a+1)?—4(b—2)>>0, 

-2< 一 <] 

数 p(—2)>0, 

了 p(1)>0. 


p< atD)?+2, 


有] 一 3 之 a 之 3 9 
p>2a 3 
p>~a. 


又 已 知 a 之 0, 所 以 ,2a<<b< 二 Co 十 D)? 十 2, 目 0<<a<<3 即 为 所 求 . 
以 a.6 为 坐标 的 点 (a,5) 所 在 的 区 域 为 右 图 中 阴影 部 分 (不 含 边界 ). 


BB 组 


2 .2 

1. 观察 等 式 (a 十 5b 十 )* 二 9, 有 ab 十 bc 十 co= :一 4 二 人 一 全 ,于 是 只 需 证 明 
2 Vae 十 2Vb 十 2Vc 十 对 十 本 十 己 之 9. 

为 此 先 证 2 Va 十 a 之 3a. 


事实 上 ,有 2Va 十 a: 二 Va 二 Ya 十 a 之 3 Va 二 3a. 

类 似 可 得 其 余 两 个 不 等 式 , 从 而 ， 

2 Yat+2V6+2Vc+a 二 十 c 宇 3(a 十 6 十 c) 二 9. 

2. 任 取 a .bc€EM,a 关 b 关 cc; 则 a 十 bYV2 ,所 十 a V2 sc? 十 aV2,e 十 bY2 都 是 有 理 数 . 因此 ， 


a by2— {ba YD) = (a (atb—/) = aa—b/2) (aVa+bYa—2) EQ,c tav?— 
(oY) = Cav bv2) EQ. 
从 而 ,Ca V5 十 6V5) EQ, 这 样 便 知 aV3=$ (aV2HoV2+taV by/2) EQ 


3. 我 们 有 /LAK= LBAK+ LBAL== ( /BOO 4 /BOON =180°— /LBK. 


故 知 ALBK 是 圆 内 接 四 边 形 . 从 而 了 BGO%O = 人 BAK= /BLK. 所 以 ,KL/ O00. 
4. 假设 对 正 整 数 7 有 所 述 的 表达 式 7 — 十 Ga? 十 …" -十 Q2002 一 从 十 总 十 … 十 zzoos， 


FREEESE 


注意 到 a ,cz ，… ,Qazoo 的 各 位 数字 之 和 相同 ,所 以 它们 被 9 除 的 余数 相同 , 记 该 余数 为 r(0 志 7 三 
8). 同 理 ,名 ,D2 ,pzo03 概 9 除 的 余数 相同 ; 记 为 s(OZsE8). 

于 是 ,n 一 2002r 和 nn 一 2003s 都 是 9 的 倍数 . 故 

(nn 一 2002r) 一 (n 一 2003s) 二 2003s 一 2002r 二 2003(7r 十 s) 一 4005r 是 9 的 倍数 . 

由 于 4005 是 9 的 倍数 ,而 2003 与 9 互 质 ,所 以 r 十 s 是 9 的 倍数 ， 

如 果 = 一: 一 0, 则 之 9X2003( 因 为 此 时 访 ,6bs,…: ,bzo03 都 可 被 9 整除 ). 如 果 r 径 0, 则 十 :一 9 ,于 
是 ,r 与 s 中 至 少 有 一 个 不 小 于 5. 此 时 分 别 得 到 

1 六 5X2002 或 n 宇 5X 2003. 

由 于 10010 二 5xX2002 一 4X2002 十 2002X1, 而 4 与 2002 的 各 位 数字 之 和 相同 ,所 以 10010 即 为 
所 求 ， 


5, 如果 好 十 az 十 1=0 且 好 十 pr 十 c= 一 0, 则 (一 六 十 (1 一 一 0. 所 以 ,zz 一 同 理 , 由 等 


式 如 十 zc 十 4 二 0 和 如 十 czy 十 6 二 0 推出 式 ， 22( 显 然 c1) 故 已 一 雯 . 


另 一 方面 ， 由 韦 达 定理 得 知 二 是 第 一 个 方程 的 根 . 这 就 表明 zs 是 方程 过 十 az 十 1 一 0 和 也 十 


x 十 a 一 0 的 公共 根 , 因此 ,a 一 了)(xz 一 1) 二 0. 但 当 4==1 时 ,这 两 个 方 根 无 实 根 ,所 以 必 有 zx 二 1,; 从 
而 zi 三 1. 于 是 ,a 一 一 2,0 十 c 一 一 ], 故 4 十 十 c 一 一 3， 


不 包含 点 DO 的 弧 丰 等 于 48 由 于 ABC 一 也 (太一 UN), 故 知 B= 


方 (4B 一 MN), 从 而 ,MN 二 2B, AMKN 一 28( 圆 心 角 ). 由 工 与 K 关于 


MN 的 对 称 性 得 人 MLN==2B, MN 二 LN. 由 上 述 各 等 式 推 甚 工 是 
AMBN 的 外 心 . 

由 于 四 边 形 AMNC 内 接 于 圆 ww , 故 知 一 BNM=BAC=w. 在 
AMBN 的 外 接 圆 中 , BLM 为 圆心 角 , 所 以 人 BLM 志 2a. 在 人 AMBL 


中 ,LMBL 一 LLMB== 方 (x 一 20) 二 他 一 a. 由 于 人 ABL 十 人 BAC= 


(于 一 ae) 二 a 一 也 ,所 以 BLLAC. 


注 :以 上 为 狼 45 的 情形 ,对 8 二 45 的 几 种 情形 ,可 类 似 证 明 . 
7. 如 图 , 设 AF 与 BC 交 于 点 J ,K 是 1 在 AF 上 的 投影 . 
KF_IB_DE_FG KF_ FG 


JF -JB- AE BG'RI/ -FB 
/JIKI=/ /BFH=0, 
IJK=90 —/AFBJ=AHBEF, 


从 而 ,FG FB -FH: 


RN 


解 题 金 钥 是 系列 aN SR 


眶 涟 -五 如 。 闻 洪 许 芥子 启 沪 OO 


， 猎 经 典 


又 AFKT[ 一 人 GFT=90, 则 A 人 FEKIDAGEFEH,-GHEFE 一 FIK=90" 一 KEFTI 故 开 TGS. 

8. 如 图 , 设 天 分别 是 AM 、.BNM 的 中 点 ,D 是 AB 中 垂 线 上 一 点 , 且 
C.D 在 直线 AB 的 异 侧 , DKL= .ACB. 兰 BAC= ABC 结论 显然 
成 立 . 

不 妨 假设 人 BAC>> ABC, 于 是 ， 

LDLF=/DLK+/AKLF= /ACB+2/ ABC. 

ADKE =360°— /DKL— /LKE 

=360°— AACB—2/BAC= /A ACB+2/ABC— DLR 


又 DL=DK,LF=KE= 地 AB, 所 以 ， 


ADLFEADKE. 
故 DF 二 DE, 即 点 DD 在 EF 的 中 重 线 上 . 
注 ”利用 对 称 性 知 所 求 定 点 在 AB 的 中 垂 线 上 . 


9. 由 于 二 之 03BY(1 一 产 ) 之 0, 所 以 ， 


10( 双 十 诬 十 六 一 外 ) 之 10( 时 十 认 十 六 一 及). 因此 ,只 须 证明 
10(e + 二 一 BY) 守 2aB 十 5ay. 
上 式 等 价 于 
30(@w 十 记 十 疾 ) 宇 3(2a8 十 5a7Y 十 10B7). 
由 柯 西 不 等 式 , 有 
(下 十 2 关 士 5) 于 十 谎 十 六 ) 之 (Ca 十 22857) ， 
故 只 须 证 明 (e 十 28+57)2 之 6a8 十 15ay 十 30p87， 
即 邓 十 (28)2 十 (57)2 一 2a8 一 5a7y 一 1087 之 0 
上 式 等 价 于 


坟 [(a—2p)’+(2p—57)?+(57—0)*]>0. 


故 原 式 成 立 . 

10. 若 z 一 一 y% 则 “一 0. 

设 xy 是 二 次 方程 z 一 az 十 加 =0 的 两 个 根 , 则 
十 y 一 Qa， 

x 十 二 (7 十 y) ”一 2Ty 二 a 一 2p， 

r+y =a —3ap, 

x 二 y=Cr +y) 2ry =a da pi+2p:, 
十 六 二 a 一 9a’ p 二 5ap’. 

当 a 关 0 时 ,由 并 十 y 二 a, 得 


a’—1 


4 —3ap=a,p—= 3. 


尾 潍 -了 吾 羽 ，。 六 湛 应 于 了 入 廊 改 OO 


由 沼 十 二 a, 得 局 一 5 pp 十 3a 一 a. 从 而 ， 


4 一 54Q 。 +5 (el) =1, 


r ry 本 上 ET . 2 
~ 上 1 四 所 四 外 er: 站 虑 pA 
要 i r ” pm 人 站 : 
下 人 和 
， 和 ， 和 ， 二 本 Ey 加 四 
! ! 机 
Th i , 人 
福 ，“ 了 四 " 1 ri 人 
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Ba’ 一 54 十 4 一 0. 

所 以 ,a 二 十 1,4 二 十 2. 

综 上 所 述 ,a 所 有 可 能 的 值 为 一 2, 一 1,0,1,2 
11. 设 4 二 (4,0).v 二 (c,d), 则 不 等 式 

V (ato) :+otada Va t+ vetda 由 


是 一 个 由 向 量 和 wv 构造 的 三 角形 不 等 式 . 


由 中 ,要 证 明 不 等 式 


VETP + VFR /aT Torar + de @ 
Vlatc) + (p+d) 
须 证 明 
(Va 二 区 十 Vd ?所 (a 二 ce 十 (6 十 )? 十 21ad 一 hel. 四 
式 @ 等 价 于 


a 二 二 二 2 Va +B Vota 
< 十 2ac 十 号 十 六 十 2 十 下 十 21cl 一 Pr 
SVa th ve td actbdt lad—be| 
Oa 二)(c +d’) 
a t+2abcd+o d+ad’ —2abcd+P ce +2(actbad) lad—be| 
O02(actbd) lad—bc|. 
故 原 不 等 式 成 立 . 
12, 邻 了 = 一 y 一 0, 得 f(0) 二 了 (00, 所 以 ,了 f(0)= 二 0 或 0) 一 | 
在 A(0)= 二 0, 对 于 x==0 或 y= 二 0, 可 得 f(2y)==f(3x)= 二 0 对 所 有 x、yEN 成立. 设 f(1) 二 a, 则 
f(5)= £3 Xl1+2xXD)= 70 FL 一 az， 
f(25)= ff(3XxX5+2x5)=f(5) f(5)=a'. 
又 因为 f(25)= 二 了 (2xX2 十 3X7?7)= 二 了 (2) 7) 一 0 所 以 ,4 一 0. 
当 厨 数 上 4 时 ,存在 yEN, 使 得 二 3 十 2y. 则 (8k) 二 0, 故 对 于 所 有 xzEN,Az)=0 满 足 条 件 . 
若 f(0)= 二 1, 令 x 二 0 或 y==0 得 
fl(2y) 二 了 f(y) 或 f(37)= f(x). 
设 f(1) 二 a, 则 
f(2)=a, 
f= 3X1+2xXD)=f0)f0)=a, 
f(25)= ff(3X5+2X5)=f(5) f(5)=at. 
又 因为 f(25) 二 ff3x3 十 2XxX8) 二 3) fF(8) 二 了 Df(4) 一 了 D1) f(2)==@* ,所 以 ,a 二 0 或 a 二 1. 
同 理 有 
f(z)= 3 Tf) =1,xEN, 

0 ZX>0 


是 


综 上 所 述 ,共有 3 个 函数 满足 条 件 . 


Es 


树 光 扫 卫 。 关 亲人 二 和 滞 阴 调 汶 、 


PE 才 


* 二 ae 
Wy 解 题 金 钥匙 系列 


第 2 章 化 妇 法 


A 组 


cos” 20 十 sin2 20°— 2sin20°cos20° _ cos20 一 sin20” _] 
cos20? 一 VI—cos 0° cos20 —sin20” 
2. 选 A. 理由 :她 图 所 示 , 过 OO 分 别 作 与 SA .SB、SC 平行 的 平面 交 SA、 
3B.SC 于 DE.F, 从 而 构成 以 SO 为 对 角 线 的 长 方 体 MFSE 一 ONDP. 由 题 p 
意 知 
cos“a 十 cos2 8 二 cos27 一 1 
册 由 sin 7 一 cos:a 十 cos2B>2cosa 。cos8， 
Sin2a 一 Cos? 二 cos YF2co0sB 。cosy， 
sin’ B= cos?a 十 cos2 7 之 2cosa ， cosy, 
得 tana。tang8 。 tany>2 V2 
3. 因为 十 ab 十 玉宇 3ab, 所 以 ， 


1. 选 C. 理 由: 原 式 = 


a 4 ta bia — (a btab’) ab(la+tb) ~ ate QD 

cd2 十 cp 十 大 一 a 十 cb 十 开 cd 十 ap 十 开 季 3 
ete 

同 理 ,7 十。 之 0 一 3 @) 

Cc ca 
三 十 中 一 ®) 
由 + 加 二 ,得 

pr Zl(at+biec) _C& 十 b 十 c 

2 tt attbto) 3 


4. 由 a 十 b>2, 有 (a 十 让 :之 4, 妈 十 放 十 24b 守 4 又 由 (a 一 bp 之 0, 有 a 十 六 一 2ab 实 0, 与 上 式 
相册 ,有 ”2(a 十 跨 ) 二 4, 即 a 十 5 记 2, 于 是 (十 (>2, 即 a! 十 bp 守 2. 

> 原 问题 可 化 归 为 :在 数 1,1,2,2,… ,n,n 中 , 间 怎 样 加 上 n 一 1 个 “十 ”号 和 几 个 “一 ”号 ,使 所 得 
到 的 代数 和 最 大 ?最 大 值 是 多 少 ? 

当 n= 二 2k 时 ,最 大 值 为 nn 十 ( 申 十 1) 十 (十 1) 一 一 一 … 一 ] 一 1 二 2[n 十 (xn 一 1) 十 … 十 2 十 


器 一 4(k 二 和 … 十 2 十 D 一 n(n 十 1) 一 2k(k 二 1) 一 专 开 . 


当 n= 二 2k 十 1 时 ,最 大 值 为 NT 二 1) 一 (十 1 一 一 一 一 1 一 1 二 2(n 十 … 十 2 十 1) 一 
4 十 二 2 十 1) 一 2Ch 二 DD 二 (2k 寺 2) 。 k 二 方 (一 1). 

6. 把 这 三 个 圆 看 作 放 在 平面 上 的 三 个 球 的 正 射影 . 每 两 个 球 可 确定 一 个 圆锥 面 ,两 圆 的 两 条 
外 会 切线 成 了 圆锥 面 的 正 射影 . 外 公 切 线 的 交点 就 是 圆锥 面 的 顶点 ,由 于 三 个 圆锥 面 平 身 在 水 平面 a 
上 ， 故 三 个 顶点 必 在 平面 a 内 ， 

发 取 平 面 8, 将 它 搁 在 这 三 个 球 上 ,平面 8 与 三 球面 必 相 切 (平面 的 基本 性 质 ) ,从 而 必 与 三 圆锥 
面相 切 , 故 三 个 圆锥 的 顶点 也 在 平面 58 内， 


， | * i 站 Ww 

1 Pe ' 和 Pe 四 
， 由 po 国 
ur ' 世间 证 : | 四 ， 

' 1 je 中 1 

mn 4 1 了 1 : 


268 


解 题 金 钥 是 系 列 


显然 a 与 B 相交 于 过 三 个 顶点 的 直线 , 即 证 得 原 结论 成 立 . 
7. 原 不 等 式 可 化 为 


_ al ‘ 2 (a—1)" 
( cosr 7 ) <a 十 一 人 . 


4 一 上 -一 0， 


因 一 1] 科 cos7z 委 1,a<<0， 5 


则 当 cosz 王 1 时 , 困 数 > 一 (cosrz 一 号 二 有 最 大 值 (1 一 4 ) . 


从 而 ,有 ( 
解 得 a 之 1 或 a 一 2, 叉 4 二 0, 故 4 二- 一 2. 


C 一 ]、- ，(g& 一 1 
2 ) <4 十 


8. 由 Unt+2 Unt!l 二 (nn 十 3)a1 — (nT 2)a, ”n+ 一 (nn 二 2) (a — adn) 一 (n+2) (7 十 1) (a 


a 1) = 2 ne md 3* (a al)=(n+2)1, 
吉 二 Qi 十 《Q2 一 Q1) 十 a3 一 Qa2) 十 十 (0 一 ay_1) 二 1] 十 21 十 31 十 十 nl (nn 之 1). 
由 于 = 二 1,@2 = 二 3y43 二 9,a 二 33,a; 一 153, 此 时 153 能 被 9 整除 . 
当 m 之 5 时 ,a 一 as 十 宛 k1, 而 >6 时 ,k! 能 被 9 整除 
l 


他 i 
J. ™ fn) 1 “十 二 + 则 


f(n)= 1 


加 1 1 、 了 1 .| 上 
一 (1 十 寺 十 寺 十 …… 十 坟 二 TD) 一 于 (1 十 广 十 …… 十 二 ) 
/1 1 1 |. 】 1 
一 (一斑 ) 十 (地 一 十 ) 十 … 十 (元 一 六 
一 方 [1 二 4 十 6 十 十 -7 ]<< 方 [1 十 5 十 3 十 … 十 5;) 
2 2。3 3。5 n(2n— n(n 1) 
1 1 1.1 1 1 1 
-oro Ts TTT tl’ 
_1,3 1 | 3_3 
一 斑 ( 计 一 于 1) 二 2 一下， 
1 1 1 1 1 1 nxn 1 
Wi nnn ntn lt tntn 2n 2 


om ”消去 y, 得 

y =2(x+m) 

Tx: 十 2a Xx 十 2am—a’ = 二 0. 

设 f(z)== 工 十 2@: XY 十 2@2m 一 @ ,问题 (1) 化 妇 为 方程 在 XE (一 aa) 上 有 惟一 解 或 等 根 . 
只 须 讨论 以 下 三 种 情况 : 


2 
(1”)A 一 0 得 m= 二 7 此 时 zy 二 一 a? , 当 且 仪 当 一 a 过 一 a 之 a, 即 0 过 a 之 1 时 适合 


(2 ) f(a) ff( 一 a) 二 0 当 且 仅 当 一 4 过 m< 之 a; 


(D 


上 尺 涟 -五 各 ， 注 湛 许 玉生 亡 小 OO 


性 洋 扣 改 。 演 洪 府 济 季 廊 沪 0 


Bl 曲 


Ei 


“A 


(3 )f( 一 a) 二 0 得 m= 二 a. 此 时 xj 二 a 一 2a: , 当 生 仅 当 一 a 过 a 一 2a 一 a, 即 0 过 a 过 1 时 适合 . 
f(a) 二 0 得 mm 二 一 a. 此 时 z= 二 一 a 一 20@ .由 于 一 a 一 20 过 一 a, 从 而 m 关 一 a. 
综 上 下 知 ， 


当 0<<a<<l 时 ,m= 二 < 


2 
或 a<m<a; 

当 wa 之 1 时 ,一 <c<<7m<<a， 

(2) 和 八 (AP 的 面积 S 一 二 7 43p。， 


因 0<a< 光 ; 战 当 一 a 过 ma 时 ,0 过 一 Qa: 十 a Va +1—2m<a. 
由 惟一 性 得 

toa a Va’ 十 1 一 2 

显然 , 当 m= 二 a 时 ,zw 人 


由 于 zx; 盖 0, 从 而 y= 二 全 取 值 最 大 ， 此 时 光一 2 va 一 必 . 故 S 二 a wa 一 好 ， 


当 an ,yp 一 VI, 此 时 S= 二 ae Vi. 
下 面 比 较 a VE 二 好 与 方 4 Vii 一己 的 大 小 . 
令 4a Va 二 WH 二 方 4 VI 一 WW ,得 a= 广 . 
故 当 0<a<< 计 时 ,有 a Yat 一 所 六 a Vi 一 人 
机 v 一 @ 
当 己 a 二 时 ,有 a Vata)> 方 V1—a’. 
此 时 ,Sm 二 a Va 一 a?. 
B 组 


1. 从 数 集 M 中 取出 4 个 不 同 的 数 a.b、c.d. 由 于 4d 十 abEQA 十 CEQ; 所 以 一 abEQ 孝 


a 十 ab 二 a 十 bc 二 (ab—bc) EQ,. 


同 理 可 知 所 十 ab€ Q. 从 而 ,对 于 M 中 任何 两 个 不 同 的 数 4 和 6 ,都 有 4 一 健一 先 士 风 E Q 于 是 ， 


a= gb>a’ 二 ab= (gq +9)=L€EQ, 


/到 
b= 了 十 7 有 ,7 和 人. 


令 "一 ,得 5 一 mmEQ. 故 对 任何 <cEM, 有 cvna 一 让 
2. 设 t= 二 cosX, 则 原 不 等 式 化 为 


.bn EQ. 


EE 
二 
a 
i 


三 二 如 和: ES 
EA 


fF —2atta’ t+2a—3>0,1€E[—1,1]. 

于 是 ,所 求 问题 转化 为 函数 f(1) = 一 2at 十 a 十 24 一 3 在 tE[ 一 1,1] 上 的 最 小 值 是 正 数 . 

因为 晴 数 f(D 二 (1 一 a) 十 24 一 3, 所 以 ,只 须 对 该 沙 数 的 图 象 (抛物 线 ) 的 对 称 轴 二 a 相对 于 区 
| 间 [ 一 1,1] 的 3 种 位 置 分 别 讨论 ， 

(1) 当 a 人 一 1 时 , 晴 数 f(D 在 1EL 一 1,1Jj 上 是 增 函 数 ,此 时 最 小 值 为 太一 DD. 所 以 ， 


©O 
解 
题 
金 
上 
24S 一 上 , 
fC Da 44a 2>0 解 得 << 2 6 有 
(2) 当 一 1<a 过 1 时 , 琐 数 ff) 在 1€E[ 一 1,1] 上 的 最 小 值 为 f(a). 所 以 ， 。 
一 1< ac< |]， 高 
| fen) =24 a>0. 冰 
(3) 当 a 宇 ]1 时 , 博 数 f() 在 1:€1l 一 1,1J 上 是 减 函 数 , 此 时 最 小 值 为 fA(1). 所 以 ， 
a 之 1， , 
| 0D 一 we 2>0. 解 得 cv2 


因此 ,满足 条 件 的 a 的 取 值 范围 为 4 二 一 2 一 V6 或 a>>v2. 
3. 根据 题 意 不 妨 设 A(ricosb, ri sing) 'B(r cos( 6 十 了 ) » V2 sin( 0 二 也 ) , 则 j 
BC( 一 msingrm cos9) ,A 理 一 二 十 到， 


证 cos2O 三 cos20 加 a:p’ 
a” + pb’ 一 1 人 cos20azsin2 人 
sin cos2O 加 人 
a” Tt p’ 一 bsin:0+a’?cos:0 
帮 及 十 及 一 a b’ (a 十 六 ) _ a (a tb) 
7 (bicos:0ta’?sintO (bsin :0+acos0) (a!lb!)sin0. cos:0+a?b (sint0+ cos'O) 
abp: (a +b) 
~ (a+b!)sin0. cos’0+a bh (—2sin 0. cos’O) 
a’bp (a + ) 
(a —b) sin 0 cos0+a pb 


da: bP (a’ T+) ~ 4aP (a 二 +P) 
(a —P) :sin20+-4a be (a 二) 


当 且 仅 当 9 二 kx 十 了 (hEZ) 时 等 号 成 立 . 


因此 ,线段 AB 长 的 最 小 值 为 426 2 开 ， 


4 对 于 上 一 1,2,……, 2000, 有 


性 十 六 ? 十 … 和 十 I 十 六 > 十 十 -4 -二 -re 


yi y ,| 二 和 
一 Wi | 二 lA 2 TT 
k 


k 二 1 k(k 二 1) 
| (XI — rT2 ) 2(X2 — X33) 十 "… 二 (re — XL- 1] ) | 
本 k(k 二 1) 
< 一 [x 2 ] 十 2|x2 3 | 十 …… 十 开 | 六 十 1 
人 k(tk+1) . 


5 四 | :+ i, “ 
和 ， 加 | | 
a TP 号 ir “ 昌 
= DR . ， 站 . 
二 站 吕 ee | i 
i - : : ”如 


怪 沪 丘 下 ， 冯 洪 记 滥 孙 商 芍 D 


272 


宅 经 曲 


广 
工 


的 十 一 niu we 
A 解 题 金 钥 是 系列 


按 恒等式 
] 1 1 1 1l l 
1 (十 (去 一 了 ) 寺 二 (二 一 广 ) 


和 


1 _ 1/,) ANT 
ERTD TATARTD tein (ln ) 得 
2000 
之 [yx Yet+l 
<In—nl (7 i ) 十 2 mnl (Fs F001 ) + 二 
人 (T2313 0 001 ) ”3 (元 3。4 2000。2001 
2000。 | zzoo 一 Zzool | 。 
2000 
=|z—xz| (1 -F001 )+ | zs| (1 1 ) + “十 | X2000 一 zaollll —3001 ) 
oY 1 
So rx (1— 301 )=2000. 


等 与 当 上 且 仪 当 |xi 一 zz 1 二 2001,z 二 TX 二 二 Xz00 时 成 立 ,特别 取 2 一 2001 ,zx 二 x3 二"… 二 X200] 二 0 


就 能 使 等 号 成 立 . 


放 尖 |y 一 y+ | 的 最 大 值 为 2000 
5. (1) 令 x 二 一 1,y 二 0 得 
fC—1)==f( 一 1)fC0),f(0) 一 1. 故 a 二 了 (0)=1. 
当 >0 时 ,一 x 之 0, (0)= 二 f(z)f( 一 xX) 二 1, 进 而 得 0 之 f(x) 达 1. 
设 rit ER,H Xxx ; 则 

—ZX1>0, zz 一 ZI)<]， 
fxr) — fr)= f(r) — fri x — 

= f(x)[1— f(x —Zzxi) |>0. 

故 f(x1) 之 f(zxz) ,函数 y 二 f(z) 在 R 上 是 单调 递减 函数 . 


1 4 
由 flant1)— F(T a) , 得 


Fa 一 2 一 a) 一 1, 故 

Fa 一 如 一 2) 一 大 0) ai 一 人 一 4 一 0 

ai+1 一 0 一 2CGCN). 

因此 ,{a。} 是 首 项 为 1, 公差 为 2 的 等 差 数 列 . 由 此 得 w 二 2n 一 1,azo0s 二 4005. 


(2) 由 (1+) (1 二 二 ) (1 十 二 )4 V7 十 T 恒 成 立 , 知 


(1+ 立 ) (1+ 吝 )…(1+ 去 ) 


2n 十 1 


(+ 十)(1+ 广 )…(1+ 二 ) 


&R<< 恒 成 立 . 


设 F(n) 二 , 则 FC(n) >0， 


] ] 1 
9 orp ta) a) (tan) 
z 2n 十 3 


Pa 二 1) 2(n 二 1) 、 
XE 1 Fln 十 1) 之 F(n), 故 Fl(n) 为 关于 的 单调 增 消 数 ,FF(n) 之 


F(1)=SV3. 


所 以 ,ks 生 V3, 即 上 的 最 大 值 为 <V3 


六 一 [ 训 ]- 六 [各]- 侣 -[ 六 】 
于 是 ,3‘: 三 3” 尘 3” (mod10’) 
3 所 3 三 3 (mod21+ ) ， 
3 三 3"=3"(mod5 ) 
由 于 (3,2) 二 (3,5) 二 1, 则 由 人 可知 
3 "二 3” "三 ] (mod2’ ). 
设 u 是 满足 3* 夺 1(mod2’ ) 的 最 小 正 整数 , 则 对 任意 满足 3* 尘 1(mod2' ) 的 正 整数 v, 有 xlv, 即 芭 
整除 v. 事实 上 , 右 tv， 由利 二 余 际 入 可 全 存在 非 负 整 数 a 及 b ,使 得 v=au 十 纪 ， 其 中 0<b<wu 一 1. 从 
而 ,可 推出 3 三 3*1“* 二 3 二] (mod2), 而 这 显然 与 4 的 定义 矛盾 ,所 以 ,wl|v. 
注意 到 3 志 3(mod2') ,3 二 9(mod2'),3; 二 27 三 11 (mod21),31 三 (mod2 ), 从 而 ,可 设 mm 一 nn 一 
4 ,其 中 & 为 正 整 数 . 
同 理 , 可 由 外 推出 3” "三 1(mod5). 
故 3* 尘 ] (mod5’ )， 
下 面 求 满足 3* 三 1(mod5  ) 的 正 整 数 上 
因为 3 一 1] 二 (1 十 5X2%)* 一 1 寺 0(mod5’), 即 
k(k— 1) k(k—1)(k—2) 
2 6 


改 涟 五 改 。 六 湛 应 党 和子 克 洲 O 


OO 


5k 义 2 十 XxX5:X2 二 XXx2 


二 5k 十 52k[3 十 (一 1) X27] 十 全 一 一 X5 X20(mods’), 


则 有 上 &==5z, 并 代入 上 式 得 

十 5 3 十 (5 一 1)X2 | 二 0(mod5’?). 

所 以 ,tt 二 0(mod5’ ). 

从 而 ,& 一 5 一 535, 其 中 5 为 正 整 数 , 故 了 2 一 2 一 500s,s 为 正 整数 . 

同 理 可 证 /一 n 二 500r,r 为 正 整 数 . 

由 于 /人 污 m 之 n, 所 以 ,rr 之 s. 

于 是 ,三 角形 三 边 为 500r 十 n、500s 十 n 和 nn.- 帮 有 nn 宇 500(7r 一 3). 因此 , 当 5s 二 1,r 二 2,n 二 501 时 三 
角形 周 长 最 小 ,其 值 为 


(1000 十 501) 十 (500 十 501) 十 501 = 3003,， 
7. 考虑 如 下 三 种 情况 ， 
(1)n 能 被 5 整除 , 设 dj,qd;，…',qd,, 为 5 中 所 有 个 位 数 为 3 的 元 素 , 则 S$ 中 还 包括 5di , 54 ,…*， 


。 半 涩 和 砷 和 取 阅 革 和 


主 寻 皇 酷 
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5cd, 这 ?7 个 个 位 数 为 5 的 元 素 , 所 以 S$, 中 至 多 有 一 半 元 素 的 个 位 数 为 3. 

(2)n 不 能 被 5 整除 ,日 质 因 子 的 个 位 数 均 为 1 或 9, 则 5 中 所 有 的 元 素 的 个 位 数 均 为 1 或 9. 
结论 成 立 

(3)n 不 能 被 5 整除 , 且 nn 有 个 位 数 为 3 或 7 的 质 因 子 p, 令 n= 二 =p'g, 其 中 gq 和 7 都 是 正 整数 ,p 和 
9 互 质 . 设 ,一 (al Sd2 9 oUFk } 为 df 的 所 有 正 约 数组 成 的 集合 ,将 Sn 中 的 元 素 写 成 如 下 的 方 阵 ， 

asaprap sap’, 

dz raspyazp »s** sa p’, 

dar saep yap ssadrp’. 

对 于 di; 二 ajp' ,选择 ajp'! 或 ujp'*'! 之 一 与 之 配对 (所 选 的 数 必须 在 S, 中 ). 设 ei 为 所 选 的 数 ,我 
们 称 (d; ,e;) 为 一 对 朋友 . 如 果 di; 的 个 位 数 都 是 3, 则 由 p 的 个 位 数 是 3 或 7? 知 e; 的 个 位 数 不 是 3. 

假设 d; 和 4d; 的 个 位 数 都 是 3, 且 有 相同 的 朋友 e 二 a.p 和 则 {di; ,dj 二 asp”' asp .因为 2 的 
个 位 数 为 3 或 ?7, 从 而 ,万 的 个 位 数 是 9. 而 7 不 能 被 5 整除 , 故 a, 的 个 位 数 不 为 0 所 以 ,a.p” ， 
asp' ，。，。 户 二 a.p'1! 的 个 位 数 不 同 . 这 与 d; 和 d; 的 个 位 数 都 是 3 矛盾 ,因此 ,每 个 个 位 数 为 3 的 di 均 
有 不 同 的 朋友 . 

综 上 所 述 ,S, 中 每 个 个 位 数 为 3 的 元 素 , 均 与 一 个 S 中 个 位 数 不 为 3 的 元 素 为 朋友 ,而 且 两 个 
个 位 数 为 3 的 不 同 元 素 的 朋友 也 是 不 同 的 .所 以 ,S, 中 至 多 有 一 半 元 隶 的 个 位 数 为 3. 
8. 第 一 项 显然 为 0, 将 它 售 去 . 对 于 剩 下 的 1000 个 加 项 , 先 考察 


2 2 
3 十 本 十 合十 十 


这 是 等 比 数列 的 和 ,其 值 为 去 (2 一 2). 再 来 考察 ,它们 的 整数 部 分 的 和 . 在 上 面 的 和 式 中 ,任何 一 


项 都 不 是 整数 ,但 任何 两 个 邻 项 的 和 都 是 整数 (因为 气 十 一生 一 2'). 易 知 ,如 果 两 个 非 整 数 


的 和 为 整数 , 则 它们 的 整数 部 分 的 和 比 它们 自身 的 和 小 1(a 十 8=[aj 十 {a} 十 LBj 十 8} 二 [ej 十 LBj 十 
(ta 十 (外 三 [oj 十 L9 十 1)， 


因此 ,一 旦 把 等 比 数列 中 的 每 两 个 相 邻 之 项 都 换 为 整数 部 分 ,它们 的 和 便 减 小 1. 由 于 和 式 中 共 
有 1000 个 加 项 ,因此 它们 的 整数 部 分 的 和 比 原 来 减 小 500. 故 所 求 和 为 -二 (200 一 全 一 500. 


9. 化 归 用 图 论语 言 , 以 头 作为 顶点 , 颈 子 作为 边 ,而 把 对 由 头 A 所 连 出 的 颈 子 所 砍 的 一 剑 称 为 
对 顶点 A 所 作 的 一 次 “ 反 转 ” 易 知 ,如 果 有 某 个 顶点 X 的 度数 不 大 于 10, 那 么 ,就 只 需 对 X 的 所 有 
相 领 顶点 都 作 一 次 * 反 转 ”, 即 可 使 得 顶点 X“ 族 离 ” 而 如 果 有 某 个 顶点 X 至 多 与 (pn 魏 9) 个 顶点 不 
相 邻 ,那么 ,就 只 需 首 先 对 和 作 一 次 “ 反 转 ”, 再 对 这 ?个 项 点 各 作 一 次 “ 反 转 ”, 即 可 使 得 项 点 X“ 游 
离 ” 

如 果 每 个 顶点 都 至 少 有 11 个 相 邻 顶点 , 且 都 至 少 有 10 个 不 相 邻 顶点 , 则 至 少 一 共有 22 个 项 
点 .于 是 , 边 的 条 数 ( 颈 子 的 数目 ) 不 少 于 22X11>100, 不 在 考虑 范围 之 内 . 

我 们 举例 说 明 9 次 不 一 定 行 . 

假设 有 两 组 各 10 个 头 ,每 个 组 内 的 每 个 头 都 与 另 一 组 内 的 每 个 头 相连 ,恰好 共有 100 条 贷 子 . 

若 砍 9 剑 , 那 么 ,每 个 组 内 都 有 一 个 头 没 有 受到 打击 , 设 为 A,B. 对 其 余 18 个 头 , 由 题 设 知 , 其 中 
任 一 头 C 任何 时 候 (9 剑 中 ) 都 与 且 只 与 A.B 中 一 头 相 连 , 另 一 头 不 相连 , 义 A 与 B 相连 , 故 “ 多 头 
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蛇 ” 神 仍然 是 连通 的 . 
改 所 找 最 小 目 然 数 为 10. 
10. 设 P=A ,As,…,A(n 宇 3). 当 n 二 3 时 ,结论 显然 成 立 , 只 须 考虑 n 之 4 的 情形 . 为 了 证 明 结 
论 , 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 ” 设 凸 四 边 形 ABCD 的 边 和 对 角 线 的 长 做 都 是 有 理 数 , 对 人 角 线 AC 和 BD 交 于 总 了 P. 则 线 
段 AP、.BP、.CP、DP 的 长 度 都 是 有 理 数 . 
事实 上 ,如 图 , 设 人 人 BAP=a ,DAP=o ,由 余弦 定理 知 cosai ,cose;， 


cos(al 十 ) 都 是 有 理 数 . 又 
Stnal * Sinas 一 COSQI * COsay 一 COSCaI 二 0 )， 
故 sinal 。 sina， 是 有 理 数 . 所 以 ， 1 rc 
Sinaz _ Sinaz * SInal _ sina» 。 sinal 人 | 一 
S1naw sin2 al 1 一 cos: al 是 有 理 数 . 


-二 . .i D 
易 知 IBP|_ Jaasp AB| » IAP| » sina AB!| . sing 
IPD| S AAP 5 [AD » IAP| 。 sinas AD| slna2 
即 | 请 | 是 有 理 数 ， 


因为 1BP| 十 |PD|=1BD| 是 有 理 数 , 则 |BP|、1PD| 都 是 有 理 数 . 同 理 ,1AP|、| PC| 是 有 理 数 . 这 
就 证 明了 引 理 

由 引 理 , 当 己 是 凸 四 边 形 的 结论 显然 成 立 . 如 图 , 设 4Aj (1 过 i<j 过 是 P 
的 一 条 对 角 线 ,Ci ,C: ，……,C, 是 对 角 线 4,A 上 连续 的 分 点 (C, 是 离 点 A; 最 近 
的 分 点 ,C, 是 离 点 A; 最 近 的 分 点 ) ,线段 CC (1 二! 过 m 一 1) 是 分 割 所 得 多 边 
形 的 边 ,又 设 C, 是 对 角 线 A;A; .A.Ai 的 交点 , 则 四 边 形 AiA,A,A, 满足 引 理 的 条 4 
件 . 所 以 ,线段 AC! 和 CiA; 的 长 度 是 有 理 数 . 类 似 地 ,A;C1 ,AiCs，,…,AiC, 的 长 
度 都 是 有 理 数 . 从 而 ,CC 一 AiCrr 一 AiC; 是 有 理 数 . 由 i.j、i 的 任意 性 , 故 分 
割 后 所 有 的 小 凸 多 边 形 的 边 长 都 是 有 理 数 
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mi 
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A 组 


1. 选 上 理由: 本题 中 的 琐 数 比较 抽象 ,直接 根据 已 知 条 件 来 选 正确 结论 有 困难 ， 不 芒 将 满 趾 是 
设 条 件 的 申 数 具体 化 . 

邻 f(r)=xr,g(r)= |r|. 

设 a==2,0 一 1, f(a)=p(+t+a)=2， 

f(b)=g(tb)=1,， 

f(—2)=—2,f(—1)=~]，, 
代 和 检验 易 知 (1)、(3) 正 确 , 故 选 C. 

2 方程 左边 括号 内 的 两 个 因 式 之 和 恰好 等 于 右边 括号 内 的 因 式 , 故 可 引入 两 个 参数 化 简 . 


六 洋 乒 避 。 六 湛 府 注 徐 册 改 0O 


本 渤 和 下。 也 漆 溃 浅 取 请 欧 O 


设 a 二 =z 十 37 一 4,6 二 2 一 7X 十 6, 则 a 十 5 二 3 一 4x 十 2, 原 方程 化 为 十 下 二 (a 十 60)? , 即 ab 一 


0., 当 a 一 0, 即 rx’ 十 37 一 4 一 0 ,得 1 一 上 ,7 一 一 4; 当 = 一 0, 即 pe 一 7X 十 6 二 0, 得 3 =2 ,TX 一 六 


3. 单独 考虑 | 7(1)1 .| 7(2)1、| 了 (3)| ,无 法 判定 它们 之 中 至 少 有 1 个 不 小 于 子 , 现 综合 考虑 它们 


的 代数 和 . 
由 于 GD) 王 1 十 4 十 b, 72) 一 4 十 24 十 b, AF(3) 一 9 十 3 十 尺 
则 f(1) 一 2f(2) 十 3) 二 1 十 a 十 6 一 2(4 十 24 十 ) 十 9 十 34 十 b= 二 2. 
又 因为 |1f(1) 一 2fC2) 十 了 3)| 志 | (1)| 十 2|1 7(2)| 十 1 fC3)1， 


所 以 | FL)i 十 21 了 2) | 十 | (3) 2 一 4X 术 , 故 | 7 |、| 7C2)|、| fC3)| 中 至 少 有 1 个 不 小 于 方 ， 


4. 由 于 已 知 为 等 式 , 而 要 证 的 为 不 等 式 , 所 以 可 尝试 从 等 式 癌 不 等 式 转换 ,同时 已 知 为 根 式 , 疆 
论 为 常数 5, 所 以 可 考虑 把 根 式 向 整 式 转 换 , 然 后 绸 转换 为 贡 数 ， 


因为 V4a 十 ] 二 vv (da 二 1)， 1 全 -一 20 十 1 


所 以 V4a 十 1 过 24 十 1(a 二 0 时 取 “==””). 

同 理 : V40 十 1 委 20 十 1(6 一 0 时 取 “ 一 ”)， 

V4c 十 1] 才 2c 十 1(c 二 0 时 取 “ 一 ”)， 

所 以 y 过 2(a 十 5 十 0) 十 3 二 5, 当 a 十 5 十 c= 二 0 时 , 取 “= 二 ”这 与 a 十 5 十 c= 二 1 下 慎 . 

BL y>5. 

5. 按照 常规 解法 ,通过 比较 圆心 到 直线 /的 距离 与 俩 半径 的 大 小 关系 来 判定 , 则 十 分 厅 烦 ,但 右 
控 气 直线 ! 中 “ 静 ” 的 因素 , 则 可 获得 简捷 解答 . 

! 的 方程 用 直线 系 表示 为 : 

7 十 3y 一 1]7 十 k(3X 一 2y 十 4) 二 0. 

可 知 ! 恒 过 直线 届 :z 十 3y 一 17 二 0 和 如:3x 一 2y 十 4 二 0 的 交点 PC(2,5), 又 点 卫 在 加 内 , 故 直线 / 
与 圆 C 总 有 两 个 交点 . 

6. 当 忆 在 SFE 上 移动 时 ,人 PCD 的 底 边 CD 保持 不 变 , 因 此 ,人 PCP 
的 面积 最 小 值 由 P 到 CD 的 最 小 值 确定 . 过 P 作 PF 上 BC, 垂 足 为 上 ,由 
SC 底面 ABC 知 ,平面 SBC .| 底面 ABC, 交 线 是 BC, 所 以 PF」 底面 
ABC. 过 下 作 FG LCD 于 G, 连 结 PG,; 则 PG LCD, 办 此 PG 的 最 小 值 就 使 
人 PCD 面积 最 小 . 

不 妨 设 PF 一 x,zE(0,2), 由 和 信 PEFC 八 SEC 得 


zr _EF rp_EC. 
dC EC™Ef= SC "7 
此 EF=—V2x,， 


故 CE 一 2V2 一 V2z， 
GF= CFsin30°=/2—Y2z, 
由 此 得 郴 数 关系 式 ， 


奥 甘 经 典 y。 


=PF +GF = = 地 (z+ 一 与) 十 六 ， 


天 当 xz 一 二 时 ,PGm 一 233. 
2 
7. 一般 地 , 依 题 意 列 出 关于 首 项 ai 与 公差 4 的 二 元 一 次 方程 组 , 求 出 a 及 ad, 再 用 求 和 公式 得 
Ssb1o ;因为 是 字母 运算 , 故 有 较 大 的 运算 量 , 日 易 出 错 . 又 由 于 
S,4, = (p+ oa + PDP = pt [a + 4]， 


所 以 入 PCD 面积 的 最 小 值 SArp 二 CD。. PG= 土 7 .3 . 4V2，。 全 VS 一 2VZ(cme)， 


故 若 能 求 出 “ai 十 "2 二 9 一 “4 这 个 整体 ,事情 就 好 办 多 了 . 
于 是 , 据 题 意 得 
| 一 Dai + 人 d=q, 


S, — ga ES d=p. 


SO 


中 一 也 得 

( 户 一 g)ai 十 2 人 4 一 g 一 户 
因 pq， 

由 qi 十 d= 一 1， 


帮 Sps 一 (p+ Lat Pt d=—(ptq). 


8. 几 结 论 涉及 定 值 、 定 比 、 定 点 的 问题 ,如 果 我 们 事先 不 知道 定 值 . 定 比 、 定 点 是 什么 ,可 先 从 特 
殊 情 况 入 手 , 把 定 值 , 定 比 、 定 点 先 确定 下 来 ,使 论证 有 一 个 明确 的 方向 , 且 可 从 特殊 情况 的 论证 中 储 
鉴 相似 之 处 . 如 本 题 , 先 将 P 选 作 特 殊 点 ,不 妨 设 P 为 短 轴 的 一 个 问 点 ,此 时 点 也 重合 于 原 扣 ,内心 I 


在 PO 上 ,有 | 时 一 由 二 二 二 为 定 值 ,目的 明确 了 ,简单 的 证 法 也 有 了 . 简 证 如 下 
IPI| _IPF| _IPF,|_ |PF|+|PR,| 
DI IEDI IED IEDITIED 
a a 1 
一 人 一 一 一 过 ”为 定 人 


9. 如 右 图 , 沿 VP 将 圆锥 侧面 剪 开 成 一 肩 形 ， 则 绕 贺 锥 的 最 短路 线 
恋 为 纺 PP, ,日 万 QP, =2r, 故 20. 3 一 2r,0 一 -了 ,所 求 最 小 距离 VR 二 “ 


am 3 
3»。 cos0—= 3 。cos 3 3 (cm )， 


10. 根据 柯 西 不 等 式 ， 


十 … 十 万 -六 )LCPi+Pe)t eT (Pri t+P,) >(n—1). 


(BFE P,- TF 


这 
| 。 
[] 

| 


酝 渤 征 融 。 壮 凑 刻 二 取 测 芍 0 


妈 渤 滞 陨 。 尝 漆 认 刘 除 库 汶 0 


EE 


] (2 一 ]) 
| 一 一 一 一 一 -~ 一 -~ 
则 方 tp TP, + + 3p TT- “二 PP,)-—P—P, 
~ (nl) (7 一] 上) (到 一 ] 2 一 ] 


Dp) nF 


11. 今 sin (x 十 也 ) 一 太史 sin 十 cosz 一 V21 于 是 ,1 十 sin27 一 2 , 即 sin2x 一 22 一 1. 从 而 有 

即 ”22 一 3 十 1 一 0. OD 
注意 到 1 二 1 是 上 述 方程 的 解 , 故 
(1—1)(27 21—1)=0, 


nn 二 1)—3 (一 1)(2 十 2) 一 1 


由 于 Oo 和 xs 了 ,所 以 el. 
于 是 ,2 六 十 21 一 1 之 2X 5 v2 
从 而 ,方程 由 有 惟一 解 :==1. 


故 原 方程 有 惟一 解 == 地、 


teXF ll. 


4 
12. 由 题目 式 子 结构 特点 , 今 zi 十 x 十 二 Dr2T371 二 cy 可 将 求证 式 变 为 一 个 二 次 不 等 式 ， 
X71 二 20 一 20Ox 二 过 0. dQ) 
六 1 | 1 3 2 ~ pn 
由 二 一 去 均 十 二 二 十 元宝 委 才 及 人 一 16( 人 一 和 ), 知 A>0, 故 中 式 的 解 为 


oT ©) 
其 中 a,8 为 QD 式 左 边 二 次 三 项 式 的 两 个 根 ， 


又 因 包 <x1<b, 要 证 名 式 又 只 要 证 "和 本 ,8 之 ,这 是 不 难 的 . 于 是 四 式 成 立 , 从 而 中 式 成 立 , 命 
题 得 证 


B 组 


1. 不 失 一 般 性 , 设 a 一 B20,7Y 一 rt 宇 0, 今 a= b=, d= 
于 是 , 题 中 的 条 件 转换 为 


sinar * coOSOr=—= sincx * cosd7r, Q) 
其 中 ;a>b 宕 0 ,Cd 之 0. 


已 知 sinaz， cos bx 一 0 的 最 小 正 根 为 一 或 序 ; 而 sincx 。 cosdz 一 0 的 最 小 正 根 为 二 或 去 ;. 如 果 
4 二 c, 则 cosbx 二 cosdz, 这 表明 b 二 4, 由 此 可 得 所 证 . 

假定 式 D 左 端的 最 小 正 根 为 二 . 如 果 一 一 芒 , 则 有 a 二 2d. 于 是 ,2sindz。cospz 一 sincx. 

通过 比较 该 式 左右 两 端的 最 小 正 根 ,得 到 c= 二 d( 这 是 不 可 能 的 ) 或 者 -二 2b. 在 后 一 种 情况 下 ,有 
sinp7 二 sindx ,因而 5 二 dd, 有 sinu7 二 sincr; 故 a 二 cc. 所以， 当 一 一 2 时 ,有 2 一 CD 一 只 


解 是 金 钥 是 系 列 


可 盾 襄 当 二 一 世 YY = 一 
癌 埋 可 证 ,当世 == 瑟 时 ,a=c,b=d 


2. 如 图 1, 设 四 边 形 ABCD 即 为 所 求 矩形 ,将 其 沿 BA 平移 至 矩形 A'B'C'D', 其 中 B 一 A,C 一 是 得 

D. 则 A' 在 直线 KM 关于 点 A 对 称 的 直线 KIM’ 上 ,有 目 KM 与 LK 交 于 点 天, 与 LM 交 于 点 M' .由 是 题 
于 AC 在 直线 KL 上 ,AC /KL, 则 以 点 M 为 位 似 中 心 将 AC' 变 为 KL, 将 A 变 为 A, 有 A 人 KATLCD 生 允 
信 AAC .所 以 ,KATL== 人 AAC' =90 ,4 在 以 K7 为 直径 的 圆 上 . 加 
作 KK 关于 点 A 的 对 称 点 K' ,对 K’' 作 直线 KM /KM, 交 LM 于 M'. 作 以 KL 为 直径 的 圆 , 连 是 系 
MA 与 该 圆 交 于 A ,以 AM 为 位 似 中 心 .将 A 变 到 A 的 同时 ,将 K 恋 为 A' ,将 上 变 为 C'. 从 而 作出 矩 现 
形 ABCD' (CB =A), 将 矩形 AB'C'D’ 沿 AB 平移 可 得 所 求 算 形 ABCD 满足 B.C.D 分 别 在 边 高 
KM KL.ILML. 中 
数 

和 学 


2 
若 AM 在 以 天 世 为 直径 的 圆 上 , 则 有 惟 --- 的 A ,从 而 ,有 惟一 的 矩形 ABCD 满足 条 件 . 
若 M 不 在 以 KL 为 直径 的 圆 上 , 则 MA 与 该 加 有 两 个 交点 ,从 而 ,有 两 个 矩形 ABCD 和 
AiBICiD 满足 条 件 , 如 图 2. 
3. 解法 1 延长 AB 至 B' 使 BB'=BP, 在 射线 QC 上 取 C ,使 QC 一 QB, 如 图 3 或 图 4. 


若 CC 不 重合 , 则 连 BC BPCP.、BC. 
因 AB 十 BP=AQ+QB， 


” 人 奥 员 经 典 


则 AB 十 BB = 二 AQ 二 QC , 即 AB = 二 AC. 

又 人 BAC =60 ,知人 AABC 为 正三 角形 . 

由 AP 平分 “BAC , 则 AP 为 AABC 的 对 称 轴 . 
从 而 了 AB'P=ACP,B'P=CP. 

又 AABC= ~“ABQ 二 ~CBQ= /BBP+/ABPB’,/ ABQ= /CBQ,/ BB'P= /BPB’,, 
有 AQBC= LBBP=/AQCP=a. 

由 BQ 二 QC ,有 LQBC = 人 QCB=B 知人 LPBC = 一 PCB=a 一 8 或 8 一 a 
从 而 BP 一 CP=B'P=BB. 

则 BB P=60°, /ABC=120.. 

又 BAC=60" ,矛盾 , 则 CC 重合 . 

同 理 , 可 得 BP=CP, 如 图 5. 

则 PB'C= PCB.. 

因 ABPB’=/BBP=/APBC+/APCB’ SY, 


风 了 PBC= 记 


OO 
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y 十 方 一 60" ,7 一 40"， 


/ABC=27 一 80 
解法 2 在 人 ABQ 中 ,由 正弦 定理 和 
AQ 4B _BQ 


. B .,B osin60™ 
sin 5 sin( 5 十 60 ) 
z ， B 
AB. sn 2 AB， sin60° 
族 AQ 一 一 再 vBQ- BB 
sin( 祁 十 60 ) sin( 也 十 60 ) 
AB« sin30° 


同 理 , BP 一 (30° BY 
又 由 AB+BP=AQ+BQ; 人 B+ 人 C=120", 有 0 二 LB<120"， 


. B 
， Si ~ ， 所 
30° 2 sin60 
则 1 二 一 S930 一 2 一 + 一 Sin60 
sin(B+30) .BB o . /BB o 
sin ( 5 十 60 ) sin ( 7 十 60 ) 
于 是 ,1 十 sin30 Cos(4 30 ) 
sin( B30 ) cos (万 十 30") 
sin 三 
则 sin30 _. ~ “4 
sin(B 二 30°) 


cos (了 十 30°) 


从 而 sin30 。 cos (他 十 30") 二 sin 亏 ， sin(B 十 30) 一 二 [cos( 于 十 30") 一 cos( 汪 十 30")] 


ZE 
DS 


BAC=60 ,ABC=80 ,ACB=40. 

4. 设 w 是 1 工 的 非 实 的 立方 根 ,满足 史 十 wo 十 1 一 0, 则 gl 十 w 十 1 二 g(0) 二 0. 

设 a 是 一 1 的 非 实 的 立方 根 , 则 Fe 一 ao 十 ]) = F0) 三 0. 故 可 设 f(z) 二 xa(x),g(z) 二 xb(Xx). 因 
此 , 原 条 件 化 为 

a 一 ZX 十 1) 一 b(x 十 x 十 1). 

令 I 二 一 y, 得 aly 十 y 十 1 二 bly 一 > 十 1)， 则 

p(x 十 十 1) 二 BL (x 十 1 一 (x 十 了) 十 1 二 a[L (x 十 1 六 十 Cx 十 十 11. 

故 a 一 Xx 十 1) 二 a (Xx 十 1 六 十 Cz 二 1) 十 11. 

下 面 证 明 有 无 穷 多 个 n 使 得 

aln 十 3n 十 3) 二 a(1). 

由 z 王 1 可 得 a(1)==a(7). 

假设 a[ Cn 一 1 十 3(n 一 隔 十 3 二 a(1)(n 宇 2), 则 

af Cn 二 1 十 3Cn 十 了 十 3 二 al (nm 十 2 十 (nn 十 2) 十 1] 

一 al (n 十 1 一 (xn 十 1) 十 1 | 二 a[ (x 一 7? 十 3(n 一 1) 十 3 |]==a(1). 

由 于 多 项 式 a(z) 一 a(1) 有 无 穷 多 个 根 ,所 以 ,a (zx) 一 a(1) 是 零 多 项 式 , 即 a4x) 是 常数 . 因此 ,了 
CX) 二 kx. 类 似 地 可 得 g(Cz) 一 AZz. 

5. 注意 到 格 点 (x,y) 从 原点 可 见 当 且 仅 当 x、y 互 素 . 由 此 ,问题 转化 为 求 一 个 正方 形 ABCD, 使 
得 其 内 部 的 每 一 格 点 (z、y) 满 足 z 与 y 不 互 素 , 设 入 .如 … 是 一 列 不 同 的 质数 ,在 2?Xz 的 矩阵 MM 中 ， 
第 1 行 的 元 素 为 前 7 个 质数 ,第 2 行 的 元 素 为 随后 的 个 质数 , 依 此 下 去 , 设 m; 为 M 中 第 i 行 元 系 
的 乘积 ,M,; 是 AM 中 第 ] 列 元 泰 的 实 积 , 则 nl 9 02 9 dn 两 两 互 索 ,NM 人 两 两 互 素 . 直面 ， 
考虑 同 余 式 . 

z= 一 1(modmi )， 

Xz 二 一 2(modmy )， 


则 cos( 云 十 30 py pe )=e os( 于 十 30 ) 
O 

3B : 
族 cos( 当 十 3 0")cos 如 ==cos( 洁 4 B30 )- (1) 拓 
当 cos( 强 上 30) =0 时 , 式 (1) 成 立 . 则 3 人 8+30" 一 90 全 
故人 B=80”. : 村 
当 cos( 于 十 30") 天 0 时 ,由 式 (1) 知 ,cos 巡 = 方 . 则 人 B==120", 与 题 意 不 符 . 现 
综 上 所 述 ,A 人 ABC 的 内 角 为 高 
中 
数 
学 


r=—n(modm, ). 


由 孙子 定理 ,在 modmime…m 下 有 惟一 解 a. 


类 似 地 , 同 余 式 
VY 二 -一 1 (mod ) ， 


vy 二 一 2(modM, ) 9 


| 机 ， 5 -， 
] | 1 
站 - rr ' " 


Of 


Fe 
吸 
+ 


y 三 一 n(modM, ). 
O 在 modMi MM 二 m2, 下 也 有 惟一 解 5. 
六 在 以 Ca; 了) 和 (a 十 n,5 十 0) 为 相对 顶点 的 正方 形 中 ,其 内 部 的 格 点 满足 
金 (a 二 Tr,b 十 3) ,其 中 0 之 r 之 n,0 之 sn. 
销 只 要 证 明 这 样 的 点 从 原点 不 可 见 , 事 实 上 ,因为 a 圭一 r(modm,),b 二 一 s(modM.), 所 以 ,矩阵 M 
末 的 第 r 行 s 列 的 质数 可 以 整除 4 十 r.b 十 s; 由 于 a 十 r 和 5 十 s 不 互 素 , 故 格 点 (a 十 r,b 十 5) 从 原点 不 可 
人 外 见 ， 
列 
襄 6. 设 祥 一 max{fxi T2999Y 一 max{yi yy 用 ‘一 蓉 代 震 二 ,yy; 一 区 代替 y， ;二 
Ko 
于 


AM 十 z2 十 z3 十 十 ZI 十 Te 十 十 和 十 十 3 十 十 甸 ， QD 

只 要 证 明 对 于 任意 "之 0, 式 中 左边 大 于 的 项 的 数目 不 少 于 右边 大 于 > 的 项 的 数目 . 

若 r 字 1, 则 右边 没有 比 ~ 大 的 项 , 故 假 设 天 1 

设 A={i|zx; 六 rr,1l 夺 1 人 nn} ,d= 1Al, 

={i|y>r,1<in} ,b=1Bl. 

因为 max{xi ,ta Tr) 一 max{yiyy2r" yn) 二 1, 于 是 ,a.b 至 少 为 1. 由 ;之 r,yi 之 r, 可 得 
2 之 Vriy; 之 r， 所 以 ， 

C={ilz,>r,2<iIT2n) D(A+B)={at+fla€E A,BE B}. 

设 A= 人 2 a B= (1 72 "9 971 1 

则 二 十 广 y 主 十 je 9 呈 卉 十 42 十 jo sbi 十 js 是 a 十 5 一 1 个 不 同 的 数 , 且 属 于 A 十 B. 所以， 

IA+Bl 宇 |A| 二 +1BIl 一 1=a+6b 一 1. 

故 有 iC| 守 1A 十 BI 之 a 十 5 一 1. 

特别 地 ,|C| 之 1, 且 对 于 一 些 有 ,有 之. 

因为 M>> 所 以 , 式 四 左边 至 少 有 ea 十 项 比 > 大 . 由 于 a 十 b 是 右边 比 r 大 的 项 的 数目 ,所 以 , 结 


论 成 立 . 因此 ， 
MM 十 ; 十 十 十 之 zn ‘ 了 | 十 十 十 过 yl 十 y2 十 … 十 Yn “ 
2n ) =| 2 ( 7 T n ) | 


>(™ 二 ) (~ 一 Yn ) 


7. 如 图 6, 设 4B 与 贺 夏 和 图 只 的 内 公 切 线 的 交点 为 Q@, 则 

/APB= /APQ+ /BPQ= /PDA+ /PCB. 

故 0 十 大 二 APB=% 十 刀 十 从 十 俯 一 180 ， 

同 理 , 由 了 BPC 二 = 人 PAB 十 人 PDC, 有 

0 十 人 十 锡 十 抽 二 1805. 

将 APAB. 人 APBC. 人 PCD. 人 PDA 分 别 被 大 为 人 PB'A’、 人 入 PCB'、 八 PD'C'、 信 PA'D' ,相似 比 
分 别 为 PC，PD.PD。，PA、PA，PB、PB，PC, 于 是 ,得 到 一 个 新 四 边 形 A'B'C'D' ,如 图 7. 
其 中 A'B’= 二 AB。， PC， PD,BC’=BC. PD. PA, 
CD’=CD. PA. PB,DA’ =DA. PB. PC. 
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酝 逃 扫 可 。 匀 洪 座 浊 孙 商 汐 和 


由 于 久 十 色 十 人 十 出 二 180 ,0 十 和 让 十 多 十 儿 王 180 ,所 以 ， 
AD ABC ABC ANCD 

于 是 ,四 边 形 ABC ED 是 平行 四 边 形 . 

从 而 ,43 一 CD ,4D 一 CB , 即 

AB*» PC*» PD=CD.* PA .PB, 

AD.». PB. PC 一 BC， PD. PA. 

故人 AB* BC ° BC PB: 


AD™. DC™ PI¥: 图 7 
、 ， pb a” 
8. 证 法 ] 记 xz= 一 一 一 ,yy 一 一 , 则 工 、 zERT' ,< 一 , 有 
VE 二 SR” Vteac” Ve 有 办 a +8be 
} gpbc 
1 
x 
8ac 1 8ab 
类 似 地 ,证 一 1 一 训 , 二 一 全 


于 是 , (十 一 1) (去 一 1) (去 -1)=512 

另 一 方面 , 若 z+ 十 y 十 z 过 1, 则 0<z<<1,0< yl1,0<z<]1 及 
( 立 --】) [ 章 一 1)( 立 一 1)= (1—z? = 一 对 ) 

Cz 士 y 十 区 2 一生 tt et 十 z)2 2 


_ 《3 十 z) (2X 十 y 十 z) (x+) (2Yyt ztz) (Zz 十 y) 《ZX 十 y 十 2z) 
Ty 


> 


2 VY * 4 /ryze ee Ye 2 Vry* 4 Vryz 


see 512. 


Sa Bel 去 入 | 
A 


才 盾 . 
故 ”Xx 十 y 十 z 之 1, 即 
4 0 <c -1 
Vait8bc Vbi+8ac Veii8ab 
证 法 2 ”将 原 不 等 式 转换 为 

上 


] 1 
-LT 1 >1 
| 8b 8 | 8ap 
pb 第 
令 o= 笃 ,p= 侣 ,7 一 此 .显然 有 vB.yE R+ ,上 且 oy 一 1 原 题 转换 为 证 


l l ] 
十 十 之 1 
Vl+8e vv1 才 8 vvI 十 87 


SV (8) + v(t 1+ + VI) (+87) 

宇 V(l+80) (1+8D (+8y). 

邻 右 式 为 x ,两边 平方 有 

<1-+8(a+A+6408+1+8(B+7) +6487Y 二 1 十 8(a 十 十 64a7 十 十 2( Vi 十 8a 十 1 十 8B 十 
V+87)r 

之 1 十 8(a 十 B 二 十 8 (aB 二 Py 二 a7) 二 8aBy 


上 尾 涟 -了 匡 弄 。 总 湛 放 注入 净 履 O 


<8(a 十 8 十 站 十 2C V1 十 8a 十 V1 十 8B 十 V1 十 87)x 宇 8 一 2. (D) 
注意 到 

妇 2 一 1 十 8(e 十 8 十 力 十 8 (aBtBy+oN + 1+8X3 Vadi+8 xX3 VeF+8=729 
->I 之 27.， 


式 左 边 宕 8(a+B+ 十 2X3x V VIF Vi 号 ViT8y 
8(at+B+N)+6r3 >8X3 YaBy+6xX274 
一 8X3 十 6X81 二 8 一 2 二 右边 . 
证 法 3 注意 到 权 方 和 不 等 式 ; 设 Ul U2 9°" in 和 ER- ;1 ,Do ,sb ER . 当 a 之 0 或 a 一 1 时 ,有 


Cob) 
由 此 , 原 不 等 式 左 边 为 
Sy a -5 a —y alt 计 ~ ( vy) @) 
we: 十 8pc was 十 8apc (ca + 8abc) “~ [Be ) 24abc]3 
故 原 不 等 式 左边 之 1, 就 只 需 式 @ 的 右边 之 1 即 可 . 
(2a)3 (02a ) 4 24abc 
和 2 十 320a20 十 aa 好) 十 6apc 
之 (243) 十 24apc 
和 2(020 十 ca 天) 之 6apc. 


由 (a:65 十 aB ) 之 6 y | ab lab =6 aibics — 6abc. 
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之 二 一 一 一 一 一， 
V C6 十 8ao0bo 
Xx a y° bs 
划一 B66 I>Baoc 
2 C$ 
1 一 < 8aobo 
故 x , 2 . 2 1 
1 一 好 1l—y 1—z2 8 
由 Xx 十 y 十 z 过 1, 有 
Ty 2 .> .2 < .一 > ， 一 二 @ 
l—x ly lz ytz Xx+z Xx+y 2 Vyz 2 Viz 2 Vry 8 
又 由 太 z) 一 和 诗 二 在 (0,1) 内 图 形 是 双 曲 线 上 一 段 凹 弧 , Az) 在 (0,1) 内 是 止 函数 ， 由 琴 生 不 等 
式 , 有 
| 起 十 y 十 之 
XY | .3 .1 _1 _3 。 
Ti ti yt i rv 3 3 < 4 (Zz 十 y 十 z 之 1 可 得 ). 
1 十 一 -2 十 1 十 ] 
3 十 y 十 之 ] 


Bh 


题 金 钥 愚 系 列 


| ” 


故 原 不 等 式 成 立 . 
注 这 里 之 .| 表示 循环 求 和 、 循 环 求 积 , 


证 法 4 进行 互 逆 转换 ,用 反 证 法 ， 假设 存在 某 一 组 正 数 HD Oo Co ,使 


uo bo Co 


1 
as 二 8 co bs + Ba co C$ 8ao bo 
从 co bo 


-一 一 人 一 
V a$ 二 8bo co V bi 8aoco 


Cn 


Xx 之 二 十 一 人 一 十 1 
改 i S| He Ity te EE lz | < 


与 式 @@ 巴 盾 , 从 而 原 不 等 式 成 立 . 


9. (a) 由 于 将 xz; 作 变 换 ( 都 减 去 某 一 定 值 ) 不 等 式 两 边 不 变 ,不 失 一 般 性 ,设立 一 0, 则 


[一 2 一 2 3 (zj —x)=27 (2i—n— 1) zx. 
1 一 ] li 1 一 ] 
由 Cauchy 不 等 式 有 


( > | 工 一 人 ) | )*<4P 2i—n—1) Y=4 ln 
E 一 一 二 二 


另 一 方面 ， 
再 Li " 天 Li a 
2 (x —x)) 一 用 2 7 一 2 2 Tn = 2n2 7 . 
tj i 1™ 了 一 了 一 1 二 


性 潍 上 所 于 。 六 洪 许 洽 入 启 必 OO 


解 题 金 钥 星系 列 


所 以 ， 办 | 一 <2 > (Xi 一世 入。 


(b) 若 等 号 成 立 , 则 存在 某 个 ,x 一 k(2i 一 n 一 1]) ,i 二 1,2,*…,n. 从 而 , 《xi) 为 等 差 数 列 . 
反之 , 设 {x;}) 的 公差 为 a, 则 

z= (2 1 一 1) 十 型 广 开 ， 

将 x 一 型 方 于 变 换 成 z;, 则 

x 一 纯 (2i 一 2 一 1) x 一 0, 且 等 号 成 立 . 


1 一 |) 
10. 显然 , 当 nn 之 2 时 rt | 


nn 


O 
解 
题 
金 
钢 
是 
系 
列 
高 
中 
数 
学 


令 a 二 zw, 一 1, 则 


二 Cc 一 1]， 


dn Hn + = a | 一 3 OQ]) 


设 思 一 A。 外 二 ?全 ,==1,2,…,A 为 非 负 整数 . 由 于 当 ?2>2 时 ， 


| | |=[4 ， 名 , n(n+1) |=A , nt 


设 二 n,n 二 1,2,…, 由 于 当 nn 之 2 时 ， 


[对 2 |=[ = 
所 以 ,{y,} 也 满足 式 员 . 
设 = [|b 
当 nr 一 27 且 mr 之 1 时 ， 
[于 2 ]=[2 . = ‘mlmtD) |= (mt 1) =% 


当 nn 二 2m 十 1 是 之 1 时 ， 


n 二 2 2m 二 3. (m+ 2). 2m+3( ] y? 

| 2m+1 “| | = | 2 十 m+1)? | 
1 FT(C2m 十 3)23 

一 | (nm+DCn 十 2 十 2 下 dt et | Zz,. 

从 而 ,{z,} 也 满足 式 心 . 

对 任意 非 负 整数 A, 令 


w= 二 y=A* Ct Dat, 


tn = 二 zy 二 A。* 
n 二 1,2,…, 显 然 {v,) 和 (vw}) 都 满足 式 ). 


' -: 本 - 靖 “ 加 " ， 1 . je : A i . 1 “x ”一 - me 
1 由 四 站 -这 
” ", "mh,.. . ET ' 下 7 i 1 四 
2 ， 过 _ Er " i a i 站 | rr 了 区 地 了 We 
| 四 ， Ta 下 | 二 ep i 六 
| i : a 四 Erir hs 
bE » 2. i 气 : 4 时 : 交 I 和 a 7 FE hE 
me EL . 站 “ i “ 5 . 


(nn 十 1])(n 二 2) (7 十 2) 
2 


by 


生 赛 经 典 yy A 


由 于 四 一 3A, 放 一 1 ,za = | 二] 一 2, 所 以 ; 


[ 
当 3| ai 时 ， 解 
一 全 (十 1)(n 十 2) 人 
当 | 昌 
ww, 一 全 (2 十 1)Cz 十 2) 十 mi 和 
当 a 尖 2{mod3) 时 ， 二 
2 

on 一 全 Dat)t| es | 中 

l 数 
综 上 可 得 学 
当 c 二 1(mod3) 时 ,z 一 全 (十 DC 十 2 十 1 
当 c=2(mod3) 时 ,zy 二 人 人 (n 十 1D (n 十 2) 十 n 十 1 
当 c=0(mod3) 时 ,x 二 全 3 


和 (n+2)’ 
8 Cn 二 DC 十 2 十 | ~ 上 1 


第 4 章 构造 法 
A 组 


1. 由 要 证 明 的 不 等 式 的 特点 知 ,不 等 式 中 三 项 分 别 为 函数 f(z) 一] 二 = 在 a,b,c 三 点 处 的 函数 
值 , 故 可 构造 函数 


| l 
A 


易 证 f(x) 在 (0, 十 oo) 上 是 单调 递增 函数 
内 | C<< aa 十， 
则 ffatb), 
oC atb aa | bb -4 2 
人 而 TID iatbtiratb “IratIto’ 


b 


履 TFat Tt6” 


tC. 
le 


好 11 型 2 ri 
; _ 2 i 1 y? 
2. 设 f(D 二 (2 yi)1 2 TY (Vyit /7 (1:€ER). 


因 ” 光 y>0,f(1) 之 0 恒 成 立 ， 

再 Hl HT 2 
则 A=4(2z) 一 42) (Sy <0 
整理 即 得 原 不 等 式 : 


评 逃 后 可。 也 漆 遍 汪 序 汕 入 O 


A -4 奥 开 经 典 
多、 


下 似 地 可 证 1984 年 全 国 高 中 联赛 题 ， 设 .二 1 9 ;TER 9 
则 有 于 十 到 + .十 + 要 这 zi 十 Xz 十 十 蔗 ，. 


)* (ER) 


3. Se VS 二 0 一 


—Q; 


因 >(S 一 i) 一 (n 一 DS>0,f() 之 0 恒 成 立 . 


7 ni 好 2 
2 9 a; 
则 A=4( 训 4 一 4 办 (Sa0)]* (Sa)<0 


即 多 5 一 之 > 


S—a.” nO—!1 


注 ”、 同 理 可 证 : 设 TERT (i 二 1,2,…' ,n,n 之 2)， > 一 1]， 则 六 至 一- 1. 《数学 通报 》 问 题 


845 题 ) 
1 


4 设 f(D=2(ab 二 be 十 co) 一 2 ( 广 十 广 十 志 》 FA=[aGtoOtbetate(at]e— 


b 


1 l,l _/_l1 2 /1 ， 
2( 于 十 方 十 有 十 4 一 人 CD 十 c) DT 5) 十 vb(cTa)t Ce ) 十 (vclatpb) 


/ 1 
Caro)’ (1:ER). 
因 2(ab 十 bc 十 ca) 守 0, f(t) 之 0 恒 成 立 ， 
/ll 
则 A=4( 二 十 方 十 一 ) 8A(ab+t+bect+ca) 志 0. 


故 A> 坟 (ab 二 be 二 ac) 之 六 , CE 一 全 


5. 设 (六 =( 忆 答 )#? 一 2( 史 地) 十 光志 一 EL ER) 
1 天 二 1] 之 人 kk yz 


因 交合 >>0, 了 (1) 之 0 恒 成 立 ， 


6. /0 (SA )* 2 二 2a )=>( -一 T (ER) 


因 > >0, f(t) 衬 0 恒 成 立 . 


1 


;=10Q， Tb 
又 因为 Daith )=2%a 故 > 
7， 到 全 证 不 等 式 的 亲 边 很 伪 革 个 “元 一次 方程 的 末 个 实 根 ,考虑 构造 方程 由 条 件 


则 A=4C Pa ) 4 (Da te 十 六 )] 委 0. 


i 
n ” | 
: 3 


构造 以 c 士 Ve 一 ab 为 两 根 的 一 元 二 次 方程 x? 一 2cxr 十 a6 二 0. 


而 
有 


帮 


若 从 题 设 所 给 区 间 xE [5 ,3] 入 手 则 可 获得 巧 解 


—> Cc > > Vv ab>c’ >ab, 


c— Ve —ab<r<ct ve —ab, 
f(a)=a’ ~—2actab=a(atb6—2c)<0, 
+ 一 a 满足 不 等 式 f(x)<0， 


显然 ”f(z)= 二 一 2c7x 十 a5 过 0 的 解 为 


Cc— Ve —ab<a<ct+ ve —ab. 
8. 通常 思路 是 , 先 设 法 化 为 x 的 有 理 式 ,然后 再 求 出 最 值 . 很 遗憾 1 这 样 只 能 求 出 y 的 最 大 值 . 


怪 汶 -二 下，。 妾 状 志 本 钞 诬 沪 O 


由 ”xE[ 方 ,3] 可 构造 不 等 式 (x 一 方 ) (x 一 3)<0， 
展开 此 式 得 ”2z 忆 一 7z 十 3 委 0 一 ”2 忆 委 77 一 3， 


那么 


因 zx>0, 则 V2 


故 得 ‘Yimin 一 V2. 
9. 不 等 式 的 左边 是 几 个 分 数 连 乘积 ,能 不 能 在 每 两 个 相 邻 的 分 数 之 间 插 人 另 一 个 分 数 ? 因此 : 
设 A .3.....<—! Bp .4..... 2 

2 4 2n 3 9 2n 十 1 


l 2 3 4 
由 于 7 


2 一 上] en 
2n ~ 
因此 A 二 B， 的 
1 
A’:<A. b= TT -4A< 一 . 
2 2n 二 1 
故 原 不 等 式 成 立 . 


10. 设 A=cotia 十 cotf2 Bcot 7 二 和 cos c | cos 证 cOS 7 


sina sin 8 si y” 
B= et YCOS a a ,C 一 cos /cos- & ,COs “0 


sina sinp sin27” sinag sinp siny 
A sity se & | S sm -> 


sina sinpB sin 7 一 


同 理 ”A 十 C2>3. 
2A+(B+0) 之 6>A 之 诱 . 
故 原 不 等 式 成 立 . 
2 2 2 
人 4 2 1 tn -一 ] 
ll. * A 1 一 二 二 元 1 一 过 ” 1]— x 


上 崇洋 了 五 豆 。 沁 淇 应 温和 隐 广 莪 O 


EEi: 


yy 书 解 题 金 钥匙 系列 


nn—] ,1 ,， 光一 ] .271 
ll 2 
1 一 1 1 一 2 lx 1 zn ne j—x ni 
所 以 B 十 A 之 于 祁 !.p_, 


因而 得 (m1 十 A) 十 A 一 吉 一 (n+1 填 A) 一 2=> A 之 -4 
故 原 不 等 式 成 立 . 
12. 此 题 我 们 通常 用 判别 式 法 去 证 , 如 果 设 :一 4, 关 二 宇 一 ,1 分 别 是 有 向 线段 上 的 三 点 , 则 可 
通过 定 比 4 的 值 确定 内 、 外 分 点 来 证 得 . 
证 明 设 一 4, 区 过 一 3,1 分 别 对 应 数 轴 上 的 点 Pi .P、P;,P 分 有 向 线段 Pi 记 所 成 的 比 为 2， 


则 
xX —2X—3 
22 tartl 4 (3x+1)’ 
天 一 2 二 3 (rt2)’ 


lori 


A 宇 0 或 4 不 存在 , 故 点 P 不 是 BP; 成 的 外 分 点 . 


、 “ 2X3 
当 4 二 0 时 人 十 27 十 1 


“ 一 2 一 3 
当 ) 一 0 时 ,二 ”< 二 -一 一 4， 
当 4 一 0 时 ,让 2 一 一 4 


、 “一 27z 一 3 
当 仔 在 时 2x 十 27 十 1 上 


< 二; 


一 工 一 27 一 3 
1 otilt 


13. 构造 六 棱柱 ABCDEF 一 AlBiCiD; EF ,如 图 用 6 种 不 同 的 颜色 给 六 棱 A B 
柱 的 12 个 顶点 染色 ,使 得 同一 侧 棱 的 两 端点 同色 ,用 来 表示 一 对 老 拱 档 运 动员 . 
由 题 意 , 只 须 求 出 从 12 个 着 色 点 中 任 取 5 个 不 同色 点 的 不 同 取 法 ,共有 GG 二 6 
种 ;第 二 步 , 因 为 图 中 的 6 个 染色 点 中 同色 各 2 个 ,所 以 第 一 步 中 的 第 一 种 取 法 
均 有 (GC) = 二 32 种 搭配 方式 . 由 乘法 原理 ,完成 这 件 事 共 有 6X32 王 192 种 方法 ， 
即 选 派 5 名 运动 员 共 有 192 种 方法 . 

14. 由 于 yy 一 zx 十 1 一 v 一 好 十 27 可 变 为 

y= 二 2 一 [一 (x 一 1) 十 V1 一 (x 一 1)?j]， 

取 fx) 一 一 (x 一 由 十 VI 一 (x 一 1)i,， 

上 县 (x1)+[V1l—(x—1)]=1, 

构造 向 量 4 一 (一 1,1 ,5 一 (z 一 1,V1 一 (Cz 一 1)2 )， 
由 向 量 性 质 可 得 

fz)= 一 (x 一 了 十 V1i 一 (x 一 1 之 VYV( 一 1 十 17. 即 


解 题 金 钥 是 系 列 


V (x—1) + VO =a. 

从 而 y 宇 2 一 V2, 当 目 仅 当 一 V1 一 (x 一 1 二 x 一 1, 即 
7 一 1 一 好 时 ,yw ==2 一 VB 

15. 构造 向 量 

a= ( Virtpytvz, VAiyt pztor, VAzF Artvy), 


P=/—— 之 
(TT VAYy 二 Wz 二 VX er) 


, Xx | 
则 CA 十 py 十 (x 十 yy 十) (Tt tr ) 


2 we 


AX 二 py 二 vuz 4Ay 十 pz 十 or 4Az 十 HRZ 十 Uy ) 


一 | (Ar 十 jy 十 迪 ) 十 QAy 十 pz 十 Vz) 十 GAz 十 42x 十 vy) ]* 


一 |&| |b| 之 (Ga，g 一 (Z 十 y 十 z) 
x y 2 区 十 y 十 之 
所 以 er rn 十 六 十 让 


注 “@ 在 不 等 式 ( * )( 即 题 设 不 等 式 ) 中 , 若 令 4=/ 一 vu 一 1, 再 增设 条 件 z 十 y 十 2 一 1, 即 得 : 
区 十 六 十 光 之 广 . (前 苏联 黑 尔 德 荣 尼 基 市 第 二 届 竞 赛 试题 
中 在 不 等 式 (* ) 中 , 若 令 一 /一 1 一 0, 即 得 ， 


2 


r YY 2 之 
二 + 六 + 过 > . 《数学 通报 问题 946 题 ) 
在 不 等 式 ( x ) 中 , 若 令 0. 即 得 


yy 站 Pa Li -hy 
十 十 开工 > 和 A 
HPy 十 Uz pz 十 br 十 by 一 pv (数学 通报 ?问题 1197 题 ) 


16. (a) 前 17 次 猜 最 多 排除 17X 5 二 85 个 数 , 还 剩 下 5 个 数 ;第 18 次 猜 无 法 从 5 个 数 中 知道 甲 


(c) 构 造 10X9 表格 ,其 中 第 i 列 第 j 行 的 格 中 放 (10i 十 7 一 1), 其 中 1 委 i 委 9 ,1 委 ) 委 10. 
将 此 表格 按 粗 线 分 割 , 如 图 ， 


其 中 形 如 dH 有 11 个 ,包含 55 个 数 , 故 乙 先 猜 21,26,34,42,47， 


55,63,68,71,76,84 共 11 次 . 若 甲 说 “ 近 ”, 例 如 21 为 “ 近 ” 乙 只 需 猜 
11,20,31, 即 可 确定 甲 数 ; 若 “ 远 ”, 则 乙 猜 11 次 排除 55 个 数 ， 


形 如 db 有 ?7 个 ,包含 28 个 数 , 故 乙 再 猜 13,18,39,50,89,92,97 


共 7 次 .车 甲 说 “ 近 ”, 例 如 13 为 “ 近 ”, 乙 只 需 猜 12,14 即 可 确定 甲 数 ; 
右 “ 近 ”, 则 又 猜 7 次 排除 28 个 数 . 
至 此 ,还 剩 10,30,80,90,15,59,95 共 7 个 数 . 
乙 再 猜 20,80 共 2 次 . 符 20 为“ 近 ”, 则 甲 数 必 在 10,30 之 中 ,再 
猜 10 即 可 确定 甲 数 ; 若 80 为 “ 近 ”, 则 甲 数 必 在 80,90 之 中 ,再 猜 70 
a 奇 “ 远 ”, 则 又 猜 2 次 排除 4 个 数 . 
后 ,只 剩 下 15,59,95 共 3 个 数 ,再 猜 2 次 即 可 确定 甲 数 . 


10L osol 1 lsolyo 
_ LIL7I 
4 LL9 
3 11LcllL 
L|34 LILIs 
古本 本 一 四国 一 硬 开 


性 迁 拉 可 。 了 泽 状 证 滥 除 冲 蕉 O 


怪 秋 世相， 冯 漆 座 刘 衣 商 汐 O 


me Ni 
区“ 人 


故 仅 需 猜 11 十 7 十 2 十 2 二 22 次 即 可 确定 申 数 . 
此 时 (b) 显 然 也 满足 . 


、 2n 
17. 先 证 f(T 
设 A: 训 (nt 站 = 开 十 专 n(n 十 1 二 序 C34 十 1)， 
由 柯 西 不 等 式 可 得 : 
_ re 1 
A: f (m=[L nt > 
所 以 志 n(3n 十 1) 。 fl(n) >n’, 
5 
下 面 再 证 f(D 过 缉 
f(D 一 fn 二 1D 二 一 一 二 一 一 一 7 一 <0 
" NT nl 2n42 2nd Dni2) ~ 
所 以 fln) 关 于 单调 递增 . 
、 1 
构造 姐 数 gD=f(WD) + Fi' 则 
11 1 1 1 
gm gntl) mil nti m4 dnts 
4 1 
(dn 十 1)(4n 二 5) ” (2n 十 1)(2n 十 2) 
(2n 十 (2n 十 2)(4n 十 1) (hn 十 5) 
所 以 gl(n) 关 于 nn 单调 递减 ， 
所 以 了 (m)<<g(wW<<g(2)= 计 十 二 十 二 = 完 . 
2n 25 
3n 十 1 36° 
18. 因为 1 一 2 二 (2 一 6 一 2 上 ,1 十 2? 士 3 十 … 十 zx 一 全 2 二 ,73 时 ， 
2 十 1 9 2 
构造 工 ,一 1 一 aa 
太 十 1 一 [全 /3] ie 十 1 一 2[22 十 V5 
则 有 全 -=-- -> 一 一 一 ， 
他 十 ] 下 十 1 一 [于 十 V2] 


n(n 二 1) 
T+ +2 173 一 好 一 7 一 2 nn—2)(n +n+1) 


所 以 了 > 二 十] > nt n+) 
/2 一 2 /天 十 ?2 十] 
中 ,> 7 十 ] 712 一 7 十 ] 
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强 夷 经 


ERE EV A 


23 4 2 一 3) 《2 一 2 13 21 w+ntl 


2 4 5 6 nl n (n+1l) NVN7 13 nw—n+l 
_1,. |] 1。2。3 /+n 二 1 
2 (7 一 ])。12。( 7 十 1) 7 
/6 ， ni 十 n 二 1、 1 
YY 28n nl 7 /5n 
所 以 不 等 式 成 立 . 
19. 构造 50 个 数组 : 
(1,100),(2,99)，…,(50,51) ,每 个 数组 中 的 两 个 数 之 和 是 101. 
由 于 101 是 质数 ,在 S 中 不 存在 元 素 c ,使 得 101 与 c 的 最 大 公约 数 大 于 1. 因此 ,在 S 中 不 可 能 


同时 含有 上 述 数 组 中 的 同一 数组 中 的 两 个 数 . 由 抽 履 原理 可 知 ,集合 S 中 元 素 的 个 数 不 大 于 50. 


另 一 方面 ,我 们 构造 集合 A 二 {12,1,3,5,7,…,95,97). 此 集合 含有 2 和 小 于 98 的 49 个 奇数 . 

下 面 说 明 集合 A 满足 题 设 条 件 . 

对 于 集合 A 中 的 任意 两 个 元 素 a 和 5，: 

(大 4a 二 2, 则 5 是 可 数 . 

若 5 二 1, 易 见 A 中 存在 元 素 c 满足 题 设 条 件 . 

若 3 委 p5 委 95 , 则 A 中 元 素 1 与 a 十 b 的 最 大 公约 数 等 于 1,A 中 元 素 45 十 2 与 a 十 b 的 最 大 公约 数 


是 5 十 2 大 于 1. 


若 5b 一 97, 易 见 A 中 存在 元 素 e 满足 题 设 条 件 . 
(让 车 a.6 都 不 等 于 2, 则 a.b 都 是 奇数 ,a 十 5 是 偶数 .于 是 ,a 十 6 与 2 的 最 大 公约 数 是 2 大 于 1， 


日 a 十 5 与 1.89.91 中 的 某 个 数 必 互 质 . 


所 以 ,集合 A 满足 题 设 条 件 . 

因此 ,集合 S 的 元 素 个 数 的 最 大 值 是 50. 
20. 先 考虑 {a,} 的 前 100 项 . 

Yo 二 0,1 二 di ， 


上 
Sp = Za (1 过 kk 100). 


则 S: EN; ,有 1S 过 Si， 
故 Sioo 盖 100. 
由 抽 必 原理 可 知 , 存 在 9. ,S,(0 委 mm<n 委 100) ,使 


S$,—S»= > ml00t, 
由 题 设 条 件 , 知 t 关 1, 所 以 t 宇 2， 
所 以 > a 之 200 


190 n 
所 以 a 之 2 Qi 之 200 9 
100 
同 理 ， 2 ato0r+i200 大 一 ] ,2 ， 19. 


3 
azo00ti 之 3， 
二 


。 衬 沐 商 灾 骨 汕 蘑 DO 


芋 涨 执 酷 


y RE 汉 送 经 

所 以 S Se = > Yaw t Sao. 

90X 200 3 4003. 

构造 一 个 数列 {a : ,其 中 HNOR-F 30 = 50 , aloo0gs 5 一 | Clo0uD = 2k=0,1,19) , 其余 各 项 是 ]. 

这 个 数列 的 各 项 都 小 于 100, 它 们 的 和 为 4003, 下 面 再 证 明 此 数列 满足 条 件 (2). 

假设 存在 若干 个 连续 项 之 和 为 100, 则 这 些 连 续 项 中 不 能 同时 含有 项 50 和 51. 

若 仅 含有 项 50, 则 其 余 各 项 只 能 是 项 50 后 面 的 项 . 车 这 些 项 中 含有 项 2, 则 这 些 连续 项 之 和 大 
于 等 于 50 十 49 十 2 二 101. 大 不 含有 2, 则 这 些 连续 之 和 不 大 于 50 十 49 二 99, 因 此 ,这 些 连 续 项 中 不 含 
有 50. 

同 理 可 以 证 明 , 这 些 连 续 中 不 含有 51. 

若 这 些 连续 项 不 含有 50 和 51, 则 它们 和 不 大 于 48 十 2 十 49 二 99. 

所 以 ,假设 不 成 立 , 即 不 存在 连续 项 之 和 为 100. 

因此 ,S 的 最 小 值 是 4003. 
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B 组 


1. 依据 题 设 条 件 , 先 求 出 点 了 的 坐标 满足 的 方程 , 据 此 再 判断 是 否 存 在 
两 个 定点 ,使 得 点 卫 到 两 个 定点 的 距离 之 和 为 定 值 . 
从 而 由 题 意 得 A( 一 2,0) ,BC(2,0),C(2,4a),D( 一 2,4a). 


BE BA LOSkEID) ,NM EC(2,4ak), F(2—4k,44a),G(—2, 


4a— 4ak). 
又 令 P(r,y), 则 OPB= (zy) ,OF=(2—4k,4a), 
GP= (x+2,y—4at+dak) ,GE= (4,8ak— 4a). 
因 OB 与 OF 共 线 
则 4arxz 一 (2 一 4)y 一 0， 
B 2axr=(1—2k)y. 由 
又 ”GP 与 GE 共 线 ,可 得 
4(y 一 44 十 44ak) 一 (XxX 十 2)(8ak 一 44) 王 0， 
BE 2a— y= (1—2k)az. © 
由 @ 消 去 & 得 2a x 十 YY 一 2ay 二 0， 
2 2 
整理 el. 


2 
(1) 当 a 一 也 时 ,点 P 的 轨迹 是 圆 弧 ,不 存在 符合 题 意 的 两 定 扩 . 
(了 ) 当 < 方 时 ,点 的 轨迹 是 椭圆 弧 , 其 焦点 (一 / 吉 一 ,a),(A/ 广 一 0 ,a) 为 所 求 的 符合 
题 意 的 两 定点 ,此 时 点 PP 到 它们 的 距离 和 为 定 值 Y2. 
、 2 1 < — ~ 2 _ » 1 2 了 Vv 
(IE) 当 凤 之 广 时 ,点 尸 的 轨迹 是 椭圆 弧 ,其 焦点 (0,a 一 \/ o 一 村)、(O,a 十 \/ 公 一 斑 ) 为 所 求 的 


由 3 ” 
i RTs , 
| + ' 
0 不 , . ' , 
下 六 ” 1 
A +- 1 1 
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符合 题 意 的 两 定点 ,此 时 己 点 到 它们 的 距离 和 为 定 值 24. 


2. 0， — l S 
和 0, 从 而 a>0 时 ， 待 证 不 等 式 记 一 Qa— a t= —a2 Te + ka 一 Cr i ka al 解 
1 1 nn 题 
haa Ta nia (x*) 全 
成 立 . 是 
n 1 nn 2 
记 A 一 (ka)2 一 一 光 ,B= 条 
lka—a; jika—a.; Ra —a.; ;21 
MH A—B = er )=nkat >a 一 HKC 十 C， 高 
(ka)? 一 (三 十 [( 和 ?十 a?] 上 
1 ka Re 一 所 ka— a: 
ad; 
2 a 2 | Ludi 
a 一 ”下 n k++2nk—l ka 2a 
一 全 ka a i=】 nk ~ ka—a; nn ) 
2 1 2 _ 
LA 
2 ?2 2 
从 而 “2A 芋 和 二 < 驳 一 。A 十 ( 磷 一 Da, 即 Ac2 居 。- 一 并 
nk a(nk— 1) 


即 (x ) 式 成 立 , 原 不 等 式 也 成 立 . 

当 ww <0 时, 类似 的 可 子 证 明 . 

3. 设 f(1)= 二 2(ab 十 ac 十 ad 二 bc 二 bd 十 cd) 一 2 十 六 十 十 qd) 十 L 

二 |a(b 十 c 十 d) 十 bl(c 十 d 二 a) 十 cl(a 十 5b 十 d) 十 da 二 6 十 c) jf 一 2 十 所 十 十 qi)t 十 L 


2 
_ a 四 
= ( albTeTt da/ pr ) + (Voctata)t \ -4 ) + (Veatbota)t 
/ ? [|_d ,~ 
二 十 Cd 十 p 十 ci 一 re ) (teER). 


因 2(abp-Fac 十 ad 十 bc 十 bd 十 cd)0, 了 (4) 之 0 恒 成 立 ， 
则 人 A=4(a’ 十 所 十 c 十 qd) 一 8L(ab 二 ac 二 ad 二 bc 二 bd+cd) 志 0. 
又 因为 2(ab 十 ac 十 ad 十 bc 十 bd 十 cd) 志 3(@ 十 六 十 十 d*)， 


航 工学 计 (as 二 P+ 十 )> abtbctedtda) = 亏 . 


4. (1) 当 n= 二 3 时 ,存在 满足 题 意 的 安排 . 具体 安排 如 下 (把 9 位 女 同 学 记 为 1,2,…* ,9)， 

(1,2;,3),， (1,4,5), (1.,6.,7)， 018,9)，(2,4，6)， 

(2,7,8),(2,5,9),(3,4,8),(3,5,7),(3,6,9), 

(4,7,9),(5,6,8). z 

(2) 任 意 选 一 位 女 同学 ,因为 她 和 其 他 每 一 位 女 同学 恰好 值勤 一 次 ,并 且 每 天 有 3 人 值勤 ,所 以 ， 
其 余 3n 一 1 位 女 同学 两 两 成 对 . 

故 21(3n 一 1). 所 以 ,n 是 奇数 . 

(3) 因 (a 一 5) 十 (6 一 中 十 (cc 一 a)* 宕 0， 


。 半 汶 谭 赣 角 汪 痪 O 


评 球 乓 璐 


六 
w 


去 和 


4 身 En 
区 解 题 金 钥匙 系列 


故 性 十 六 十 生 之 ap 十 pc 十 ca 

5. 设 (o,c) 是 满足 条 件 的 数 对 . 

厂 ax 二 arti， 且 上 & 是 满足 这 个 条 件 的 下 标 中 最 小 的 一 个 , 各 之 4, 因 为 at 一 |3a 一 2at- | , 且 
4 天 0 则 as 一 2a ~— 3a, ar = 24. 

又 因为 Uk 一 | Jak 1 一 CCk--3 ,所 网，2ak 一 Du 或 2ar- 2 =7a4 ,Bh as 可 以 被 2 整除 . 

男 一 方面 , 易 知 a, 二 ai ,其 中 nn 宇 k. 设 P 是 所 有 素数 和 1 构成 的 集合 , 则 ax€EP. 从 而 , 知 w 一 2， 
2 -1 一 4,ak 2 二 9 或 7 ,与 4 二 4] 一 | 3a4—? 一 2a4-3 | 夏 慎 . 因为 右 端 是 奇数 , 左 端 是 偶数 ,所 以 ,类 <-3， 

当 有 一 3 时 ,as 一 2 一 4 一 5 或 7, 即 (6c) 一 (5.4) 或 (7 ,4)， 

当 此 二 2 侍 ,az 二 ps,a1 一 2p, 其 中 p€EP, 即 (6,c) 一 (2p,p). 

当 k=l 时 ,a=p,pEP,a=p,B(b,c)=(p,p). 

右 对 所 有 的 1 拘 有 cs 天 cr+l， 由 于 2 之 0, 则 一 定 存在 一 个 正 整 数 / ,使 得 Qi+1l Qi， 由 数学 归纳 
法 可 得 , 当 n 之 /时 ,有 aa 再 利用 ws=3a 一 2as ,由 数学 归纳 法 可 得 

a =ar2 2 (as CO—arr1). 

若 ut+: 是 偶数 , 则 a 之 4 是 偶数 ,其 中 nn 之 i 十 3, 序 盾 . 

右 i+ 2 是 奇数 , 则 C 福 3, 且 (ay 2 一 | 

由 殉 拉 (Euler) 定 理 ,a 可 以 整除 27“+2 一 1 其 中 9 是 欧 拉 函 数 , 即 pLm) 表 示 小 于 m 且 与 m 
互 素 的 正 整数 的 个 数 . 

今 1 一 /十 2 十 za ) 5 一 2 ; 则 ai+2 可 以 整除 a (a, 之 ar:), 矛 盾 . 

综 上 所 述 ,(5,c) 二 (5,4) 或 (7, 外 或 (2p,p) 或 (p,p), 其 中 pEP. 

6. 解法 1 对 于 1<ij 全 nn, 用 [i,j 表示 由 i 到 7 的 一 段 整 数 , 记 


. 。 ci 十 Ci+z 十 … Ta 
S(i,7)= j 一 i 十 1 


易 知 , 可 由 SC(i,7)>a 和 SC 十 1, 人 之 a 推出 S(i, 站 >>a. 

按 如 下 法 则 将 [1,nj 分 为 若干 段 [Lp; ,cj :第 : 段 整 数 的 左 端 为 不 含 于 在 其 之 前 构造 出 的 段 中 的 
使 得 a 大 于 a 的 最 小 整数 p( 如 果 没 有 这 样 的 整数 存在 , 则 构造 过 程 告终 ) ;其 右 端 为 使 得 对 任何 jE 
Lp ,gj ,都 有 SCpi, >a 成 立 的 最 大 整数 9g. 由 构造 法 则 知 pi+1>qi 二 1. 

将 自然 数 称 为 “好 数 ”, 如 果 mi 之 a 现 证 ,所 有 的 “好 数 ” 都 位 于 所 构造 出 的 诸 段 中 . 用 反 证 法 ， 
假设 有 某 些 “ 好 数 ” 不 在 任何 一 段 中 ,我 们 来 考察 它们 中 的 最 小 一 个 “好 数 ”k. 由 于 mi 之 a, 故 存在 /和 
,使 S(L,k) >>a. 由 于 各 段 之 外 的 数 全 都 小 于 a, 所 以 数 段 [i,j 必 与 某 一 所 构造 出 的 段 [ p; ,qi 4 相交 . 
假设 位 于 之 左 的 最 右边 的 段 是 Lp; ,gq;」. 如 果 & 汪 gq; 十 1, 则 S(g; 十 2,k) 亿 a, 因此 S(i,gi 十 1) 之 a, 此 
与 上 的 选取 相 予 盾 . 从 而 ,k==9; 十 1. 由 “ 段 ” 的 选取 原则 知 i 关 p; (事实 上 ,如 果 /一 p;, 则 gq; 是 这 样 的 
数 的 最 大 值 ; 它 们 使 SU,n)>>a, 但 SCL,k) 二 S(O,gi 十 ]) 放 ), 如 果 /pj;; 则 S(p;,! 一 1) 之 a, 故 而 5 
(p; ,qi; 十 1) 之 a, 这 不 可 能 . 而 如 果 /过 pi;, 则 由 SC(pi,g; 十 Da 推 知 SC(,pi; 一 1) 之 a, 从 而 pi; 一 1 大 不 
属于 任何 一 个 “ 段 ”[p; ,9;j 的 “好 数 ”, 且 小 于 有 ,于 是 叉 与 所 作 的 候 议 相 相让 这 样 一 来 ,所 有 的 “好 
数 ” 全 都 位 于 所 构造 的 各 段 之 中 . 

由 上 述 结论 可 知 , “好 数 ” 的 数 自 不 超过 (gi 一 pi 十 了 ), 从 而 ， 

Da 之 全 1 >a2 (gC— pi 1). 


由 此 得 出 题 中 结论 
解法 2 ]C b; 二 qj 十 … 十 a; ,显然 bb Sb,,H 
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3 外 三 者 必 鲁 :: :| > di 


1m 到 一 上 
在 坐标 平面 上 考察 Bo (0,0) ,Bi(1,6),B; (2,b),…,B,(n,b,) , 易 知 , 比 值 生 一 凶 恰 为 直线 BB 
的 斜率 . 这 意味 着 条 件 ma >a 等 价 于 :经 过 点 Bi 且 倾 斜 角 为 arctana 的 直线 Li 至 少 经 过 菜 一 个 点 B， 


(1<&) 的 上 方 . 我 们 称 这 样 的 点 B 为 “好 点 ”, 表达 式 全 于 一 一 各 等 于 各 , 亦 即 等 于 点 (0,n) 与 直 


线 i 同 横 轴 的 交 氮 之 间 的 距离 . 

我 们 来 对 点 的 数 日 n 作 归纳 ,证 明 该 距离 大 十“ 好 点 ”的 个 数 . 基本 情况 显然 . 如 条 B 不 是 好 
点 ”, 则 将 它 去 掉 , 这 样 做 未 改变 “好 点 ”的 数目 ,而 线段 距离 减少 (因为 6,-1 专 b,). 如 果 B, 是 “好 点 ”， 
则 观察 位 于 4 下 方 的 ( 按 横 轴 看 ) 离 B, 最 近 的 点 Bi. 此 时 ,我 们 去 掉 由 及: 到 B, 的 所 有 点 (它们 全 
是 “好 点 ”) ,好 点 的 数目 减少 了 ”一 & 个 ,而 线段 减少 的 部 分 则 长 于 2” 一 4 

7. 构 作 一 个 图 ,其 顶点 和 边 分 别 对 应 该 国 最 初 的 各 个 城市 和 各 条 道路 . 按照 题 意 对 该 图 作 一 系 
列 如 下 形式 的 改造 :每 一 次 改造 均 是 去 掉 某 一 个 简单 轿 上 的 所 有 边 ,并 将 该 团 上 的 项 点 都 与 一 个 新 
的 顶点 相连 . 我 们 来 证 明 , 在 最 后 一 次 改造 之 后 ,原来 图 中 的 所 有 顶 扣 全 部 变 为 1 度 的 . 由 于 原来 图 
中 恰 有 2002 个 顶点 ,所 以 便 证 得 了 题 中 的 结论 . 

观察 原来 图 中 的 任意 一 个 顶点 v. 由 题 意 知 ,将 该 奈 点 目 原 来 图 中 分 离 ( 去 掉 原 来 图 中 连结 该 项 
点 的 所 有 边 和 该 顶点 ) 之 后 ,该 图 仍然 是 连通 的 . 我 们 来 证 明 , 这 个 性 质 在 改造 之 后 仍然 保持 . 

观察 任意 一 个 图 G 和 该 图 中 的 任意 一 个 分 离 之 后 图 仍 保持 连通 的 顶点 .假设 经 过 一 次 如 题 意 
所 述 的 改造 之 后 的 图 为 G . 我 们 考察 图 G 中 任意 一 条 不 经 过 顶点 4 的 路 . 在 图 G 中 ,该 路 上 的 一 些 
边 可 能 被 去 掉 了 ,但 是 它们 的 端点 则 都 与 某 个 新 的 顶点 ( 记 为 ww) 相 连 . 此 时 ,将 该 路 上 被 去 掉 的 最 小 
的 段 换 为 将 其 两 个 端点 与 ww 相连 的 两 条 新 的 边 , 在 图 G 中 得 到 一 条 具有 同样 的 端点 的 不 经 过 顶点 
的 路 . 这 就 表明 ,如果 我 们 自 图 G 中 分 离 出 顶点 &, 则 对 所 得 的 图 中 的 任何 两 个 顶点 ,都 仍然 可 以 找 
到 连结 它们 的 路 . 事实 上 ,对 于 除了 ww 之 外 的 老 顶 点 ,这 条 路 如 上 所 述 ,就 是 在 把 顶点 u 从 图 G 中 分 
离 之 后 连结 着 它们 的 路 . 而 顶点 w 则 至 少 有 一 条 边 与 这 样 的 老 项 后 相连 ,这 个 老 项 点 有 路 与 所 给 图 
的 其 余 顶 点 相连 . 所 以 ,在 把 顶点 wu 从 图 G 中 分 离 之 后 所 得 的 图 仍然 是 连通 的 . 

由 上 所 证 可 知 ,在 经 过 全 部 改造 之 后 ,如 果 从 图 中 把 顶点 2 分 离 出 去 ,所 得 的 图 仍然 是 连通 的 . 
此 时 ,如 果 顶 点 v 的 度数 大 于 1, 则 在 两 个 与 v 相 连 的 顶点 之 间 有 不 经 过 vw 的 路 , 这 条 路 ,连同 项 点 » 
以 及 连接 v 和 路 的 两 个 端点 的 边 便 形成 了 一 个 简单 圈 , 这 是 不 可 能 的 ,因为 此 时 图 中 已 经 没有 这 样 
的 圈 了 . 

所 以 ,顶点 wv 的 度数 一 定 是 1. 


8. 用 AD 表示 操作 过 程 中 的 某 个 状态 ,这 里 A、B.C、D、E、 下 为 6 个 点 上 所 写 的 数字 . 用 


树 泛 机 。 妆 洪 部 音色 郊区 


A-DCmod2) 表 示 所 写 的 数字 模 2,s 表示 菜 一 状态 时 的 所 有 数字 的 和 ,iM 表示 其 中 的 最 大 值 . 我 们 


将 证 明 ,从 任何 * 为 奇数 的 状态 出 发 ,都 可 以 变 到 各 顶点 数字 全 为 零 的 状态 . 构造 下 面 两 个 步骤 , 交 
替 操 作 : 

(1) 从 一 个 * 为 奇数 的 状态 变 到 只 有 一 个 奇数 的 状态 ，; 

(2) 从 只 有 一 个 奇数 的 状态 变 到 * 为 奇数 , 且 M 变 小 或 6 个 数字 全 为 0 的 状态 ， 

注意 到 任何 操作 都 不 会 增加 M, 而 每 次 操作 (2) 都 使 得 M 至 少 减少 1, 所 以 ,上 面 的 步骤 一 定 会 
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。 这 亲 认 本 骨 证 区 O 


怪 球 执 可 


与 攻 经 


A 


结束 , 且 只 能 结束 在 各 顶点 数字 全 为 零 的 状态 .下面 给 出 每 一 步 的 操作 : 
首先 ,对 某 个 :为 奇数 的 状态 A LD,A+CT+E 和 B+D+F 有 一 个 是 奇数 . 不妨 设 A 十 C+ 是 


奇数. 夺 A、C.E 中 只 有 一 个 是 奇数 ,比如 A, 则 可 按 下面 的 顺序 操作 : 
BO .10 10 


1 0 
1 D>] 0=>0 0->0 0Cmod2)， 
FO 10 10 00 


BUC 
我 们 已 经 证 明了 (1) 是 可 行 的 . 下 面 不 妨 考虑 只 有 A 是 奇数 ,其 他 都 是 偶数 的 状态 A EP 我 们 


希望 变 到 某 个 使 M 更 小 的 状态 . 记 Mo 为 该 状态 的 M, 根 据 Mo 的 奇偶 性 ,分 两 种 情况 讨论 . 
(DA 是 偶数 , 即 B.C.D、E.F 中 的 某 一 个 是 最 大 值 , 且 A<Mo. 我 们 断言 ,按照 B.C.D、E、F 的 
顺序 操作 , 则 * 是 奇数 且 MM. 下 面 的 顺序 
0 0 加 1 0 1 1 1] 1 1] 1 1] 1 


-1 11>] 1>l 1(mod?) 
OO (} O QO O00 Ol 0 ] 


BC 
表明 数字 在 每 次 操作 后 奇偶 性 的 改变 . 称 这 个 新 的 状态 为 AprD , 则 * 是 奇数 , 且 A、B .C.D 、 


FE 都 小 于 Mo (因为 它们 是 奇数 ,而 M 是 偶数 ) ,同时 ,已 王 |4 一 下 | 和 max(A ,FE } 过 Mp ,所 以 ,M 变 
小 了 . 
(iD)MM 是 奇数 , 即 AM 一 A, 其 余 的 数 都 不 小 于 Me , 若 C>0, 则 按照 B.F、A.\F 的 顺序 操作 : 
00 10 10 10 


1 0 
0—>]} 0—0 0—»0 0(mod2?). 
O00 0 10 1 0 00 


-af 


称 这 一 状态 为 A,D', 则 :是 奇数 而 M 只 在 B' 一 A 时 才 不 减少 ;但 这 是 不 可 能 的 ,因为 B' 


A 一 Ci 过 A, 而 0 过 C<M = 二 AA, 这样 又 变 到 了 一 个 s 为 奇数 而 M 较 小 的 状态 . 
车 E>0, 因 为 C 和 上 是 对 称 的 ,可 类 似 讨论 . 
若 C= 五 =0, 可 以 按照 下 面 的 顺序 操作 把 数字 变色 全 是 0 的 状态 : 
BO ADO 40 0 0 
4 D>A 00 00 0. 
FO A0 A0 00 
这 里 的 0 表示 数字 0, 而 非 偶数 . 
这 样 ,我 们 展示 了 怎样 操作 (2) ,证 明了 所 需 的 结论 . 作为 一 个 特例 ,2003 是 奇数 ,当然 满足 绪论. 
9. 将 和 分 成 以 下 5 个子 集 进 行 考察 
2001 王 1024 十 977 之 zx 之 1024 一 977 一 47， 
46 一 32 十 14 之 zx 之 32 一 14 一 18， 
17 王 16 十 1 之 xz 之 16 一 1 一 15， 
14 二 8 十 6 之 7 之 8 一 6 二 2， 
二], 
为 了 构造 一 个 使 题 中 要 求 不 被 满足 且 又 含 元 素 最 多 的 例子 ,这 个 子 集 不 能 含 2 的 任 一 方才 且 每 
对 数 {2 十 a, 2 一 小 中 只 能 有 1 个 含 在 集中 . 令 
Y 一 12001,2000,，…，,1025) (J{46,45,.… ,33} UNMHI7 (14 13，…，9) 人 1， 
则 有 {Y} 王 998 县 对 任何 wx.vEY,x 十 "都 不 是 2 的 方 赛 . 
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事实 上 , 当 xzEY 时 ,不 妨 设 wu 宇 v 且 有 2 过 x 过 2 十 a 过 2"+1 ,其 中 当 > 分 别 取 值 10,5,4,3 时 ， 
相应 的 a 值 依 次 为 977,14,1,6. 

(1) 若 2 二 vw, 则 

2 rt 

十 已 不 能 是 2 的 方 和 . 

(2) 和 藻 1] 委 pp 2 则 妆 2 关 <x 委 2 关 十 co 委 c<< 一 2 时 ,1] 委 vv2 一 ca. 于 是 

2 < 十 2 . 

这 表明 uw 十 v 也 不 能 是 2 的 方 究 . 所 以 , 子 集 Y 中 任何 两 数 之 和 都 不 是 2 的 方 帘 . 

故 知 所 求 的 最 小 下 整数 mm 之 999. 

将 X 划 分 成 下 列 999 个 互 不 相交 的 子 集 : 

A;={1024—i,1024 二 让 ,i 二 1,2,.…,977， 

B;={32—j,32 二 7} ,j= 二 1,2,…,14， 

C= {15,17}, 

及 一 {18 一 上 ,8 十 有 ) ,k=1,2,..,6, 

F={1,8,16,32,1024). 

对 于 S 的 任何 一 个 999 元 子 集 W, 才 WHE 关 放 , 则 从 其 中 任 取 一 个 元 素 的 2 倍 都 2 的 方 帘 ; 若 
WNNE= 儿 , 则 W 中 的 999 个 元 素 分 属于 前 面 的 998 个 2 元 子 集 . 由 抽 居 原理 知 W 中 必 有 不 同 的 zx 
和 和 wv, 属于 其 中 同一 子 集 . 显然 ,xz 为 2 的 方 寡 . 

综 上 可 知 , 所 求 的 最 小 正 整 数 m 二 999. 

10. 解法 1 将 24 个 分 点 依次 编号 1,2,…,24, 并 将 它们 按 “ 坏 的 关系 ” 排 成 如 下 的 3Xx8 数 表 : 

1,4,7,10,13,16,19,22, 

9,12,15,18,21,24,3,6， 

17,20,23,2,5,8,11,14. 

易 见 , 表 中 每 行 中 相 邻 两 数 所 代表 的 两 个 分 点 间 所 来 的 弧 长 为 3, 每 列 相 邻 两 数 所 代表 的 两 个 分 
点 间 所 夹 的 弧 长 都 是 8( 首 尾 两 数 也 算 作 相 邻 ). 这 样 一 来 , 题 中 所 对 取 8 点 的 要 求 化 为 要 求 所 取 8 点 
的 号 码 在 数 表 中 互 不 相 邻 . 所 以 ,每 列 恰 取 1 个 数 ,每 行 至 多 取 4 个 互 不 相 邻 的 数 . 从 而 ,3 行 数 中 分 
别 取 数 的 个 数 只 有 4 种 不 同情 形 : 

(14,4,07,44,3,1},144,2,2),(3,3,2}. 

(1){4,4,0). 在 3 行 中 任 取 一 行 不 取 数 ,有 3 种 不 同 取 法 . 另 两 行 中 第 一 行 取 4 个 互 不 相 邻 的 
数 , 有 两 种 不 同 取 法 . 余下 4 列 为 男 一 行 所 取 4 个 数 所 在 的 列 ,惟一 确定 . 由 乘法 原理 知 , 这 种 情形 共 
有 6 种 不 同 取 法 . z z 

(2){4,3,1). 在 3 行 中 取 数 的 个 数 分 别 为 4,3,1, 共 有 31 =6 种 不 同安 排 . 在 一 行 中 取 4 个 互 不 
相 邻 的 数 , 有 两 种 不 同 取 法 . 在 另 一 行 和 余下 4 列 中 选 1 个 数 . 有 4 种 不 同 选 法 . 最 后 第 3 行 和 余下 3 
列 中 各 选 1 个 数 , 选 法 惟一 确定 . 由 乘法 原理 知 ,这 时 共有 6X2X4 一 48 种 不 同 选 法 . 

(3){4,2,2), 从 3 行 中 选 定 一 行 取 4 个 互 不 相 邻 的 数 , 选 行 有 3 种 不同 、 取 数 有 两 种 不 同 , 共 有 6 
种 不 同 取 法 . 余下 4 列 互 不 相 邻 .第 2 行 从 4 列 中 任 取 2 列 ,共有 Gi==6 种 不 同 取 法 . 由 乘法 原理 知 ， 
这 种 情形 共有 6X6==36 种 不 同 取 法 . 

(4){3,3,2). 从 3 行 数 中 选 定 一 行 取 2 个 不 相 邻 的 数 , 选 行 有 3 种 不 同 , 选 数 有 一 1 二 20 种 不 
同 (其 中 减 1 是 去 掉 两 个 数 分 别 在 第 1 列 与 第 8 列 的 1 种 ). 
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选 定 两 数 之 后 ,余下 6 列 被 分 成 两 部 分 ,有 3 种 不 同 分 段 情 形 :{1,5}) ,{2,4} 和 {3,3). 3 种 分 段 的 
| 种 数 分 别 为 8,8,4. 容易 看 出 : 

(让 对 于 (141,53) 分 段 , 取 3 列 互 不 相 邻 ,有 两 种 不 同 取 法 ; 

(对 于 {!2,4)} 分 段 , 取 3 列 互 不 相 邻 ,有 4 种 不 同 取 法 ; 

(i 让) 对 于 {43,3) 分 段 , 取 3 列 互 不 相 邻 ,有 两 种 不 同 取 法 . 

所 以 ,这 种 情形 的 不 同 取 法 种 数 为 

3X {8X2+8XxX4 二 4X2}) 二 168,. 

综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 不 同 取 法 种 数 为 

6 十 48 十 36 十 168 一 258. 

解法 2 同 在 解法 1 中 一 样 , 将 24 个 数 写 成 3X8 数 表 ,于 是 ,选取 8 个 数 时 每 列 恰 取 1 个 数 , 这 
时 ,从 第 1 列 取 1 个 数 , 共 有 3 种 不 同 取 法 .第 1 列 取 定 后 ,第 2 列 所 取 的 数 不 能 与 第 1 列 所 取 的 数 同 
行 , 故 只 有 两 种 不 同 取 法 . 以 后 每 列 都 有 两 种 不 同 取 法 ,共有 3X2 种 不 同 取 法 . 但 其 中 第 1 列 所 取 
的 数 与 第 8 列 所 取 的 数 同 行 的 所 有 取 法 都 不 满足 要 求 . 

若 记 从 3Xn 数 表 中 每 列 恰 取 一 个 数 且 任何 相 邻 两 列 ( 包 括 第 1 列 与 第 1 列 ) 所 取 的 数 都 不 同行 
的 不 同 取 法 种 数 为 x; , 则 上 述 的 结论 恰 为 

Ts 十 X17 二 3X2'， 

类 似 地 可 以 得 到 

71 二 3X2" ， 

由 此 递 推 即 得 

Ts 一 3X2 一 .27 

一 3X2 一 (3X2 一 .6 ) 
-=-3X(27 一 26) 十 re 


旋 汪 后 下。 也 漆 记 混和 取 和 针 0 


一 3XI(2 一 站 十 入 一 站 十 2 一 2 关 十 2) 
一 3X80 一 08. 

即 满足 题 中 要 求 的 不 同 取 法 种 数 为 258. 

11. 将 不 超过 100 的 每 个 正 整 数 n 表示 成 

n=2" *。 3%2 。5°3 。7% 。 ll 。q 
其 中 g 是 不 能 被 2.3.5.7、11 整除 的 正 整数 ,al .az .as .aa 、as 为 非 负 整数 . 

我 们 选取 满足 条 件 al .az .as .at .os 中 恰 有 1 个 或 2 个 非 零 的 那些 正 整 数组 成 集合 S, 即 S 中 包 
括 50 个 偶数 2,4,…,98,100, 但 除去 2X3X5,2*X3X5,2X3:X5,2X3X7,2* X3X7,2X5X7,2X 
3X11 这 7 个 数 ;3 的 奇数 倍 3X1,3X3,…,3X33 共 17 个 数 ;最 小 素 因 子 为 5 的 数 5X1,5X5,5X 
7,5X11,5X13,5X17,5X19 共 7 个 数 ; 最 小 过 因子 为 7 的 数 7X1,7X7,7X11,7X13 共 4 个 数 ; 以 
及 素数 11, 从 而 ,S 中 总 共有 (50 一 7) 十 17 十 7 十 4 十 1 二 72 个 数 . 

下 面 证 明 如 此 构造 的 S 满足 题 述 条 件 . 

条 件 (1) 显 然 满足 . 

对 于 条 件 (2) ,注意 在 La ,bo 的 素 因 子 中 至 多 出 现 2,3,5,7,11 中 的 4 个 数 , 记 某 个 未 出 现 的 系数 
为 p, 显 然 pES, 并 且 
(psa)(p,La,bl)=1, 


rr 
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(pb pla,bl|)=1. 

于 是 , 取 C=—p 即 可 . 

对 于 条 件 (3), 当 (a,5b)= 二 1 时 , 取 a 的 最 小 素 因 了 于 和 6 的 最 小 素 因 子 gq, 易 见 p 关 9, 并 日 p.g€ 
(12,3,5,7,11}. 于 是 ,pqg€ SS, 并且 

(pqsa) 守 p>1,(pq,b)>q>1. 

a.b 互 质保 证 了 pq 异 于 a .b,; 从 而 ,; 取 c 一 pq 即 可 . 

当 (a,5) 二 e 之 1 时 , 取 上 为 e 的 最 小 素 因 子 ,g 为 满足 qtLa,5j 的 最 小 素数 , 易 见 p 关 9 并且 户 .gE 
{,3,5,7,11). 于 是 , pgE S$, 并 且 (pgq,Q) 守 (p,q) 一 pp 六 1,(pq,; 宇 (p,6)= 二 p 放 1. gtLabj 保 证 了 pg 蜡 
于 a,b,; 从 而 , 取 d= 二 pg 即 可 . 

下 面 证 明 任 意 满足 题 述 条 件 的 集合 S 的 元 素数 目 不 会 超过 72. 

显然 ,1 公 S. 对 于 任意 两 个 大 于 10 的 质数 p.g, 因 为 与 p\g 均 不 互 质 的 数 最 小 是 pq, 已 大 于 100， 
故 据 条 和 件 (3) 知 ,10 与 100 之 间 的 21 个 质数 11,13,..,89,97 中 最 多 有 一 个 出 现在 S 中 , 记 除 ] 和 这 
21 个 质数 外 的 其 余 78 个 不 超过 100 的 自然 数 构成 集合 工 ,我 们 断言 工 中 至 少 有 7 个 数 不 在 3 中 ,从 
而 S 中 最 多 有 78 一 7 十 1 二 72 个 元 素 . 

(i) 当 有 某 个 大 于 10 的 质数 p 属于 S 时 ,S 中 所 有 各 数 最 小 京 因子 只 可 能 是 2,3,5,7 和 p. 运用 
条 件 (2) 可 得 出 以 下 绪论: 

OD 若 7pES, 因 2X3X5,2* XxX3X5,2X3:X5 与 7p 包括 了 所 有 的 最 小 素 因 子 , 故 由 条 件 (2) 知 ， 
2xX3X5,2: X3X5,2X3:X5g S; 若 7p 儿 S, 注 意 2X7p 放 100, 而 pES, 故 由 条 件 (3) 知 7X1,7X7， 
7X11,7X13¢S. 

加 若 5pES, 则 2X3X7,22X3XxX7FS; 若 5PpES, 则 5X1,5X5&S. 

@2xX5X7 与 3p 不 同属 于 S. 

2x3p5 与 5X7 不 同属 于 5S. 

@ 若 5p,7p 儿 SS, 则 5x7ES. 

当 p= 二 11 或 13 时 ,由 人 @, 名 ,@,@ 可 分 别 得 出 至 少 有 3,2,1,1 个 工 中 的 数 不 属 于 S ,合计 ?7 个 ; 
当 p= 二 17 或 19 时 ,由 @@,@,@ 可 分 别 得 出 至 少 有 4,2,1 个 工 中 的 数 不 属 于 S, 合 计 7 个 ; 当 如 >>20 
时 ,由 外,@, 名 分 别 有 至 少 4,2,1 个 工 中 的 数 不 属 于 S ,合计 也 是 7 个， 

(iD 如果 没 有 大 于 10 的 质数 属于 S, 则 S 中 的 最 小 素 因子 只 可 能 是 2,3,5,7. 于 是 ,下 面 7 对 数 
中 的 每 对 都 不 能 同时 在 S 中 出 现 ; 

(3,2X5X7),(5,2X3X7),(7,2X3X5),(2X3,5X7)， (2X5,3X7)， (2X7,3X5),(2° X7, 
3? X5). 

从 而 , 工 中 至 少 有 7 个 数 不 在 S 中 . 

综 上 所 述 , 本 题 的 答案 为 72. 

12. 有 nl! 个“ 满 的 ”数列 . 

为 证 明 此 结论 ,我 们 构造 一 个 与 集合 人 ,2,…,n} 的 排列 之 间 满 足 双 射 的“ 满 的 ”数列 . 

设 ai ,az ,av 是 一 个 “ 满 的 ”数列 ,r= 二 max{ai ,az,…,as). 于 是 ,从 1 至 7 的 整数 都 出 现在 这 个 
数列 中 , 设 S; 二 {|as 二 习 ,1 志 i 二 7, 则 所 有 的 Si 非 空 , 且 它 是 集合 生 ,2,… ,nn} 的 一 个 分 割 . 对 于 2 二 
kr,“ 满 的 ”数列 还 满足 minS;_1 二 maxSi. 于 是 , 先 将 S 中 的 元 素 按照 递减 的 次 序 写 下 来 ,再 将 5S 
中 的 元 素 按照 递减 的 次 序 写 下 来 …… 最 后 将 S, 中 的 元 素 按照 递减 的 次 序 写 下 来 ,从 而 ,得 到 集合 
{1,2,… ,7) 的 一 个 排列 ,62 ,…,b,. 所 以 ,我 们 得 到 了 从 “ 满 的 ”数列 到 集合 行 ,2,…,n) 的 排列 之 间 
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的 一 个 映射 . 
这 个 映射 也 是 可 逆 的 . 实际 上 , 设 二 ,0 ，… ,bb 是 集合 (和 ,2,… ,7}) 的 一 个 排列 . 设 
S51= {0 ,0 0 上 ， 

其 中 bi>b2 > be ,Hb < +1, 
Sz = {be ti be +2 ,°° bk, }) 

其 中 be 1 这 bi 4+2 之 之 bi,, 且 bi, <bi, rl， 


| 


5, 一 (be _, 十 1 OU， 十 2 ,Db } 9 
其 中 羽 之 机 12 之 和 之 所 

当 JE SS 入: 时 , 令 Uj 二 2, 则 数列 Ql 902 39" sn 是 一 个 “ 满 的 ”数列 . 

综 上 所 述 ,“ 满 的 ”数列 同 集合 全 ,2,…,n}) 的 排列 所 构成 的 集合 是 双 射 . 

13. 设 n 宇 14, 将 每 道 题 表示 为 一 个 矩形 ,其 4 个 顶点 分 别 表示 4 名 解 出 此 题 的 参赛 者 . 设 P 为 
任 一 问题 . 

每 个 不 同 于 PP 的 题目 和 P 有 一 个 公共 项 点 ,因为 n 宇 14, 由 抽 屡 原则 知 , 有 P 卫 的 一 个 顶点 记 作 SS 
至 少 是 4 个 (不 同 于 PP) 条 形 的 项 扩 . 

假设 存在 矩形 P 与 已 不 在 S 共 点 , 则 至 少 有 5 个 矩形 以 点 S 为 顶点 , 且 均 和 P 只 有 一 个 公共 项 | 
点 . 由 抽 居 原则 ,P 的 一 个 顶点 S 至 少 是 2 个 以 5 为 顶点 的 矩形 的 顶点 . 

若 S 关 S , 则 有 不 少 于 2 个 矩形 共 点 于 卫 的 S 点 和 已 的 S 点 ,与 条 件 (ii) 了 矛盾 . 

故 S==S , 即 所 有 和 矩形 共 点 于 S. z 

下 表 是 mn 二 13 时 ,无 人 解 出 所 有 题目 的 一 个 例子 . 将 竞赛 题 编号 为 1,2,…,13, 将 参赛 者 编号 为 
1,2,…, 在 附 表 中 , 除 1 号 至 13 号 参赛 者 外 的 所 有 参赛 者 均 没 解 出 题目 ,第 1 行 表示 竞赛 题 的 编号 ， 
第 i1 列 (1 人 i 和 13) 表 示 解 出 第 i 道 题 的 4 名 参赛 者 的 编号 ， 


附 表 : : 
a [ls ols 
解 出 竞赛 是 的 | 2| 5| 8|1|5|6|7|5|6|7|5|6|7 
ewesm [alolo [mlelolol ool em sls 
osslsln lle hr 
对 于 4<n<<12, 则 可 以 通过 去 掉 若 干 列 ( 问 题 ) 得 到 类 似 的 例子 . 故 所 求 最 小 值 为 14. 
注 题 中 条 件 n 宇 4 可 和 蔡 换 为 n 宇 3. 但 苦 n= 二 2, 则 最 小 值 为 2. 
i14. (1) 首 先 , 构 造 机 居 ; 每 个 抽 展 里 有 三 个 相 异 点 ,共有 GG 个 抽 居 . 由 于 同一 条 边 会 在 G:-: 个 抽 
展 里 出 现 ( 即 该 边 两 点 加 上 任何 一 个 其 余 的 点 可 构成 一 个 抽 展 ) ,根据 抽 必 原理 知 , 当 zx。 Cz 之 
2G 十 1 时 ,才能 确保 有 一 个 抽 居 里 有 三 条 边 , 而 这 三 条 边 恰 好 与 其 中 不 共 线 的 相 异 三 点 构成 一 个 三 
角形 . 


2C; 十 1 


这 就 是 说 ,为 了 确保 图 形 中 出 现 以 给 定点 为 顶点 的 三 角形 , 则 zx 之 完 生 一, 即 


解 题 金 钥 是 系 列 


n(n— 1)(n—2)+3 
7 全 3(n—2) 


其 次 ,显然 n.n 一 1.n 一 2 中 有 且 只 有 一 个 是 3 的 倍数 ， 
(中 当 n 或 n 一 1 是 3 的 倍数 时 ,一 方面 


17 一 1) 一 2 十 3 n(n—1) ] 
3(72 一 2) 3 n—2 


是 整数 , 则 一 ;是 整数 ; 另 一 方面 #3,n 一 2>1, 则 -5 是 分 数 . 矛盾. 此 时 n 无 解 


(0) 当 nn 一 2 是 3 的 倍数 时 ,不 妨 设 n 一 2 一 3k. 考虑 


n(n— Dn—2)+3 3k(3k+1) (3R+2) 13 3k TRE) TITR 2 1 一 上 
3(n—2) 3 又 3 3k 一 3 十 3 十 13 


是 整数 ， 则 -= = 是 整数 


令 - 一 , 则 有 (3 十 1 二 1. 从 而 惟一 1,3: 十 1 一 1, 即 有 一 1,t 一 0. 所 以 ,mn 一 3 十 2 一 5. 于 是 ,x 之 


3&2 十 3K 十 1, 即 zx 之 7. 因 此 ,z 的 最 小 值 是 7. 
综合 (D) (让 可 知 , 当 下 2 2 是 整数 时 ,一 5,zon 一 7 


(2) 构 造 抽 居 :每 个 抽 居 里 有 m 个 相 异 点 ,共有 C 个 抽 展 . 由 于 同一 条 边 会 在 C2 个 抽 屡 里 出 
现 , 根 据 抽 屠 原理 知 , 当 zx。 CCr (C2 一 1) 十 1 时 ,才能 确保 有 一 个 抽 展 里 有 CC 条 边 , 而 这 Cs 条 
沪 怡 好 与 其 中 不 共 线 的 相 异 的 mm 个 点 构成 一 个 mx 阶 完全 图 . 


第 5 章 数 形 结合 法 


A 组 


1. 选 B 理由 : 
今 z 二 cos0 十 ising, 则 
(z 十 1)(z 一 门 王 (1 十 cosg 十 isin0)[Lcosb 一 (1 十 sin0)i 
一 cos6(1 十 cos 四 十 sing(1 十 sing) 十 ising 。cosg 一 (1 十 cosg) (1 十 sin0) 
一 (sing 二 cosb 十 1) 一 [1 十 sinb 十 cosO). 
所 以 


六 zi) 一 WwW( 十 sing 十 cosO) 十 (sing 十 cosg 二 1) 
2[1+V2sin (0+ 也 ) 
当 9 一 2kr 十 -二 (RE 力 时 ,f(z) 最 大 ,最 大 值 为 2 十 V2. 此 时 z 一 cos 要 十 


但 不 是 等 边 的 ,也 不 是 直角 的 . 
2. 欲 证 的 不 等 式 


性 淡 丘 型 ， 六 淇 应 淮 见 应 芒 O 


p 


VIZ Vi 六 | 过 la 一 51, 相 当 于 去 证 三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 B 


2 | 边 , 故 可 借助 三 角形 图 形 来 证 . /Nate 
题 量 如 右 图 ,不 妨 设 la| 之 161, 作 三 角形 ,以 lal .JViTa, 及 bl 1.ViT “YAP 

金 绰 为 三 边 作 两 个 直角 三 角形 ,再 将 长 为 1 的 直角 边 重 合 起 来 ,就 出 现 了 以 1 

| Vi ,VI 和 TF ,1a| 一 16| 为 边 的 人 BAD., 由 于 三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 边 ，4 [一 0C 

系 晶 故 | VI 于 到 一 vi 殉 | 一 lo 一 16 

珊 而 Jal 一 |6| 所 ja 一 6|， 

襄 | 故 1f(@) 一 f(6)|<la-bl. 

中 3. 由 a 十 6 二 1, 知 点 M(a, 妨 在 直线 1:z 十 y 一 1 二 0 上 ,如 图 所 示 , 故 点 了 ， 

(一 1, 一 1) 到 点 M 的 距离 不 小 于 它 到 直线 ! 的 距离 ,由 两 点 间 的 距离 公式 及 点 Ma t, 


站 


到 直线 的 距离 公式 , 即 得 


VEGFTETGFTDz> 二 二 一 1 
V2 
玫 《〈a 十 1] 十 (十 1) 福 ， 
4. 解法 1 如 图 ,正四 面体 ABCD, 中 心 O 到 各 顶点 连 线 所 夹 的 角 相 
等 , 则 一 AOD 就 为 所 求 的 角 . 


设 梭 长 为 a, 则 OA=OD=¥éa, 


_OA’+OD—AD 
cos AOD= 0A.OP —] 


则 所 求 的 角 为 x 一 arccos 计 
解法 2 如 图 ,正方 体 的 中 心 DO 到 四 个 顶点 A、. BC.D 连 线 所 夹 的 角 
相等 , 则 过 AOD 就 为 所 求 的 角 . 设 楼 长 为 a, 则 OA 一 OD 一 皮 a,AD=V2a，p 


O04: 十 O 广 一 AD AD 2a” 1 


cosSAOD=™ 204 0D 3085 32 3’ 
4 


则 所 求 的 角 为 x 一 arccos 二 

5, 由 二 面 角 蝇 -AB -C 的 平面 角 等 于 30 ,可 以 先 作 出 二 面 角 的 平 
面 角 ,再 求 出 高 和 底面 面积 . 

由 题 设 ,4 五 1 面 SBC. 作 BHJ」 SC 于 EE. 由 三 牌 线 定理 可 筑 SCL 
AE,SC | AB, 故 SC | 面 ABE. 设 S$ 在 面 ABC 内 射影 为 0, 则 SO 面 
ABC. 由 三 垂 线 定理 之 逆 定 理 , 可 知 CO AB 于 F. 同 理 BOTLAC. 故 0 
为 人 ABC 的 垂 心 . 又 因为 AAABC 是 等 边 三 角形 , 故 O 为 AABC 的 中 心 ， 
从 而 SA 二 $B 二 SC=2V3. 

因为 CF | AB, CF 是 EF 在 面 ABC 上 的 射影 ,由 三 垂 线 定理 ，“ 


304 


噬 经 典 


中 时 加 


解 题 金 钥 是 系 列 


EF | AB, 所 以 人 EFC 是 二 面 角 -AB -C 的 平面 角 , 故 人 人 EFC=30°,OC==SC* cos60" 二 2Y3。 


赴 一 /3,SOV3* tan60" 一 J3 "V3=3. 又 OC== 昌 AB, 帮 AB=/3OC=V3 .V3=3. 

所 以 Vs 一 二 。 3 37。 3 一 二 V3 

6. 正四 面体 的 中 心 就 是 球 心 , 然 后 可 以 求 出 半径 ,从 而 求 出 球 的 体 
积 . 

如 图 所 示 , 设 球 心 为 O 〇 ,半径 为 7, 体 积 为 V ,向 BCD 的 中 心 为 OO ,楼 
BC 的 中 点 为 E, 则 


AO = Va’:—0B’ =,/a’ -0 -wa 
由 OB’ 二 OO 二 OB:=(0OA—OB;+OPBP 


昌 2 ， 2V6 ， 了 工 
但 地 a 3 a OBT3a =0, 


怪 洋 也 改 。， 总 淇 让 斑 除 商 攻 O 


3 V6 
OB’ 一 一 一 — dU, 
改 2V6 4 


Nr /mp pr /3 1 :1 
于 是 rr 二 OE 二 Vv OB’ 一 BE = 8 4 1 一 了 启 4 


4 > 4 
V= 3 Tr 一 3 


l 3 _ V2 4 

16y2 94"4 . 

注 本题 可 以 改编 为 (第 8 届 IMO 式 题 ) :证 明 一 个 正四 面体 的 外 接 球 球 心 ,到 它 的 四 个 顶点 的 
距离 之 和 ,小 于 空间 中 的 其 他 任 一 点 到 四 顶点 的 距离 之 和 |. 

7. 将 所 给 不 等 式 变形 为 

(1 十 sin0 十 cos 几 万 一 (1 十 2sin 护 Z 十 Sin 人 >0. 

令 rz) 一 (1 十 sing 十 cos0) 妇 一 (1 十 2sin9)z 十 sin9, 则 FAz)>0 在 闭 区 间 fo,1] 上 人 恒 成 立 . 由 此 可 
知 , 必 有 0)> 盖 0, Fl1)>0, 即 /0) 一 sin0>0, 1) 一 cos0>0， 


则 98 在 第 一 象限 内 ,不 妨 先 取 0E (0,5). 于 是 1 十 sin0-Hcosl>0, 二 次 函数 f(x) 的 开口 同上 ,对 


1 二 2sing 1 二 2sing 1 十 2sing 9 
称 轴 方 程 为 T2001 二 sing+cosO)' 显然 0< 71 sing + cost) 1. 即 对 称 轴 x 二 I oingt cos 位 
于 闭 区 间 [0, 1 内 (不 能 在 端点 ). 如 图 所 示 , 要 使 f(xz) 守 0 在 闭 区 间 [0,1j]j 上 和 恒 成 立 , 只 须 满足 条 件 


AA 过 0 即 可 . 
由 和 A 二 (十 2sin 四 :一 4sin0(1 十 sin9 十 cos 外 二 0 得 sin20>> 方 . 由 于 bE (0 本 ) ,所 以 206G (0, x). 


5 9 


20 15 <t 1s n, 
由 此 得 符合 条 件 的 角 6 的 范围 是 


A 2 
2&X 十 15<<O<2Ar 十 orkEZ). 


人 
5 
5 


Ee 


:| 


EE 


ws, 


A 


、 aut+bvtc=0 (DD 
8 设 cosr 一 wosinz 一 v, 则 原 方程 可 化 为 [2410020) D 
在 右 图 中 二 线 山 污 半 圆 包 必 相 交 于 不 同 的 两 点 A、B, 上 且 OA、OB 的 倾 
角 分 别 为 a、B( 或 B.a), 作 OC 上 AB 交 半 圆 于 C, 则 OC 的 倾斜 角 是 
和 


a . 
一 了) 二 一 ]， lt+t2sin 
e 0 9(1 二 sing- cosO) 
atp_a 
从 而 tan 7 pp 9 
2tan Hh 2 也 D 
sin(a 二 用 二 一 一 一 上 一 一 一 一 一 一 一 


9, 因为 (Y2sinx 一 2tany)? 十 (Y2cosx 一 3coty)* 可 看 作 直 角 坐 标 系 内 
两 点 A(Y2sinz,Y2cos7)、B(3tany,3coty) 之 间 的 距离 的 平方 . 此 时 , 动 点 
X1 一 V2sinz 
太一 V2cosx 

即 x 十 Ff==2 (zi 之 0,y1 之 0), 其 图 象 为 第 一 象限 内 的 图 弧 ; 
动 点 的 轨迹 的 参数 访 程 为 oY 

Yo COtYy 
即 zzy% 一 9(zz 盖 0,%% 二 0) ,其 图 象 是 双 曲 线 在 第 一 象限 内 的 一 文 . 由 
图 可 知 , 当 且 仅 当 z 一 一 工时 ,A、.B 有 最 短 距 离 . 
又 104|=vV2， 
[I0B|= V3 二 3 二 3Y2， 
则 14ABI=3V2 一 2 一 2V2， 
故 ” 原 函数 的 最 小 值 为 1AB|: 一 (2V2)2 一 8. 

10. 原 方程 变形 为 V(z 十 3)2 十 2 十 V(x 一 3 十 2 二 10, 将 方程 中 的 常数 “2” 看 作 变 量 , 即 令 

2 二 yy, 则 Vz 十 3 十 十 V(x 一 3 十 六 二 10. 

由 椭圆 的 定义 可 知 ,这 个 方程 表示 以 Fi (一 3,0) ,Fi(3,0) 为 焦点 ,长 轴 长 为 10 的 椭圆 ,其 方程 
为 先 十 挝 =1, 再 将 宛 一 2 代入 后 , 求 得 原 方程 的 解 为 。 x= 土方 VI4 


+ I. 
11. 设 y—^/ 1 一 万 ,其 图 象 是 椭 贺 


开 十 光一 1 的 上 半 部 分 ,又 y 一 az 十 于 的 图 象 是 过 定点 BO, 坟 ,他 
率 为 u 的 直线 ,如 图 . 


A 的 轨迹 的 参数 方程 为 | 


p+ 
kas 一 4 ;kg 一 4 | 


于 是 直线 与 上 半 椭 圆 交 点 的 横 坐 标 即 为 方程 


了 /FR a 
1 一 所 ==az 十 广 相 应 的 解 :z= 一 < 才学 2 
a 十] 


当 一 二 <o<< 寺 时 , 原 不 等 式 的 解 为 


加 一 24 一 V16c 十 3 一 2a 十 v16a’ 十 3 
“< 4a2 十] 或 4a2 十 ] xs 


、 ff 2 
当 4a 之 地 时 , 原 不 等 式 的 解 为 一 症 <<7z 妇 2. 


张罗 扫 下 。 沁 涩 侈 本 了 艇 清寺 


当 a< 一 士 时 ,不 等 式 的 解 为 一 2<7<< 一 2 二 3 


12. 不 等 式 可 化 为 VE 一 az>a 一 2z. 作出 函数 y= Va 一 4z 和 y=a 一 2x 
的 图 象 ,如 图 由 Va 一 ax 二 a 一 27， 

解 得 z 一 :2 

从 而 两 个 图 数 图 得 的 交点 为 


3 . 
P(4 2) 


由 图 可 知 当 xz> 沁 时 ,函数 y= VE 一 < 的 图 象 位 于 函数 > 一 < 一 2z 的 图 象 的 上 方 , 故 不 等 式 的 
解 集 是 

(全 +ee) 

13. 设 过 AM 平行 于 BC 的 平面 与 楼 PB 、PC 分 别 交 于 EE、F， 
则 EF/BC. 又 设 DD 为 BC 的 中 点 ,连接 PD 交 EF 于 G, 则 全 


8. 因 A 到 平面 PBC 的 距 册 帅 为 A 到 平面 PEF 的 距离 , 故 
VpaEFr Vapgkg_ Sarir _ /PG 
VPpage YAPHBC SAP (F D ) L 
在 人 PDA 中 ,过 OO 点 作 PD 的 平行 线 交 AG 二 N, 则 和信 PGM 
WAONM, X PMOM, 故 八 PGMEOAONM ,PG=ON. 


又 AANOwAAGD, 故 RE 一 5 _A0_2 


~ GD AD 3 
To__ fo ll -< 
PD PGTGD 1 十 一 5 9 
VYpagFr /2、 4 
Vp-Ape ( 9 ) 2D 


芋 六 拱 醒 。 冯 漆 记 灾 取 曾 范 OO 


py 4 


各 医 经 典 


i : TY 一 
人 本 解 题 金 钥匙 系列 


故 上 下 两 部 分 体积 之 比 为 广 . 


注 本 题 可 以 适当 改编 一 下 , 即 为 第 7 届 IMO 试题 :已 知 一 个 四 面体 ABCD, 棱 AB 的 长 为 a， 
校 CD 的 长 为 b. 异 面 直线 AB 与 CD 之 间 的 距离 为 4d, 所 成 的 角 为 5. 该 四 面体 被 平行 于 棱 AB 与 CD 


的 平面 7 截 成 两 部 分 ,如 果 AB、CD 到 平面 7 的 距离 之 比 是 上 , 试 求 这 两 部 分 的 体积 比 , 人 ) 


14. 如 右上 图 所 示 , 作 截面 AA, CC, 设 它 与 AAMN、ACiPQ 分别 
交 于 AE, .GE. 设 抢 形 ABCD 的 对 角 线 相交 于 瑟 , 则 有 AH= HC= 


BH 二 HD, 从 而 PE= EQ=CE=7 AC, 因此 GIE 为 人 CPQ 的 中 线 ， 4 


人 Ci PQ 的 甜心 G 必 在 Ci 已 上 . 同 理 AiE = 二 AIC ,AAMN 的 重心 Gi 


必 在 AF! 上 . 
在 截面 中 建立 坐标 系 如 右 下 图 所 示 . Ai 为 原点 ,El .Ci EE 的 坐标 分 4 


别 为 (二 必 0) ,(d,0), (Td,a). 其 中 d= vp 十 一 . 


在 CI 已 上 取 下 ,使 CIF 一 寺 CiE. 易 知已 F 冶 续 GiG. 由 分 点 坐标 公 》 
式 , 得 F 的 坐标 为 ( 巧 4 和) 因此 GG 一 BRF= 4 尼 __. 


( 芒 4 一 十 4d) 十 (号 ) = 十 VET 好 十. 


BB 组 A EE, C， * 


1. (1) 由 正 艾 定 理 得 
Sin AFD AD AD sn AED 


sin -FAD FD ED sin/ DAE” 

则 sinAFD=sinAED. 

故 “AFD=~AED, 或 ~“AFD++AED=180” 

若 人 AFD== 人 AED, 则 

MANADFSA 人 人 ADE, AF=AE. 

于 是 ,人 AIFCA 人 MAIE, AFI=/AEI. 

从 而 ,人 4AFC2AAFB. 故 4AC=AB. 了 矛盾. 

所 以 , 了 AFD 十 全 AED 二 180",A、F.DE 四 点 共 圆 ,于 是 ， 
/DEC= /DFA>/ABC. 

在 CE 的 延 线 上 取 一 点 了 ,使 得 人 人 DPC 二 人 人 B, 则 

PC= PE+CE. OD 
由 了 BFD== 人 PED,FD= ED ,得 

人 BFDceA 人 PED 


故 PE=B 


= 
又 人 PCPpcp 和 人 BCA， 则 二 ,于 是 ， 


,ee .1l1_a. 
PC=a -= 。 (Q) 


uc 
由 二、 @ 得 -~ 7 + 和.. 所 以 ， 


a 0 十 - 

十 C cta 4 十 

(2) 由 (1) 的 结论 有 

catcC 十 DJ CC 十 c) 一 pp 二 ca) 十 C) 十 cc 十 GCC 十 六 ， 

a (ab = (atb+ro)+e (at+bi+o +abc>p (ai+b+o) +e (a+bt+e). 

由 a > 有 十 性, 所 以 ,BAC>>90 ， 

2. 设 在 空间 直角 坐标 系 中 ,O 〇 (C0,0,0) ,PCa as yasl),QGaiz a a),R(aws yas yas), 只 要 证 

明 , 在 APQR 中 存在 一 点 ,其 坐标 要 么 都 是 负数 ,要 么 都 是 正 数 ,要 么 都 是 零 . 

设 P.Q.R 在 xOy 平面 上 的 投影 分 别 为 P,Q .R , 则 P .Q .R 分 别 在 第 四 象限 .第 二 象限 .第 
三 象限 . 

如 图 甲 , 若 O 在 APQR 的 外 部 或 边界 上 , 设 PQ 与 OR 交 于 S',S 是 线段 PQ 上 的 点 ,其 在 
zxOy 平面 上 的 投影 为 S . 因为 点 卫 .Q 在 > 轴 上 的 坐标 均 为 负数 ,所 以 ,点 S 在 > 轴 上 的 坐标 也 为 负 
数 . 于 是 ,在 线段 SR 上 ,月 足够 接近 点 S 的 任意 一 点 的 耸 标 都 是 负数 . 


翌 汉 五 融 。 半 漆 庭 惠风 净 绪 O 


图 外 

如 图 乙 , 若 D 在 APQR 的 内 部 , 设 本 是 平面 PQR 上 的 一 点 ,T 在 xOy 平面 上 的 投影 为 OQ. 者 
T 二 O, 则 工 的 坐标 都 是 0; 若 个 在 z 轴 上 的 坐标 为 负数 (或 正 数 ) ,那么 ,在 APQR 内 取 一 点 U, 且 足 
够 接近 点 T, 使 得 其 在 zz 轴 和 yy 轴 上 的 坐标 均 为 人 负数 (或 正 数 ). 于 是 ,点 品 的 坐标 全 为 人 负数 (或 正 
数 ). 

3. 由 已 知 条 件 可 得 

BF —CF=(BP— PF)— (CP — PFE)=(BP+PE)— (CP PF)=0. 

从 而 ,BF=CE. 

设 x 二 BF=CE. 同 理 可 设 

y==CD=AF,z=AE= BD,. 

着 DE、F 中 有 一 个 点 在 三 边 的 延长 线 上 ,如 点 品 在 BC 的 延长 线 上 , 则 有 

AB 二 BC= (x 十 y) 十 (z 一 y) 二 ZX 十 z 二 AC, 矛 盾 . 


a -4 奥 员 经 归 


因此 ,DE、F 三 个 点 都 在 八 ABC 的 三 边 上 . 


同 理 可 得 , PI 二 Pls 一 Pl... 

因此 ,P 是 八 Ia1pIc 的 外 心 . 

4. 先 作 一 @O, 过 点 卫 且 与 射线 OX ,OY 相 切 ( 切 点 为 A、B), 且 点 了 在 优 
缴 AB 上. 


分 别 以 射线 OX.OY 为 z 轴 、y 轴 建 立 直 角 坐标 系 ,如 图 , 则 有 P( 衬 ,二 )， 8 
设 O (aa), 则 有 

V3 1 \:_,， 

(六 一 “ +( 9 4) 一 人 ， 
即 ea 一 (V3 十 1)c 十 1 一 0. 

所 以 ,A 一 (MW3 十 1)? 一 4 一 2V3. 

襄 4 一 人 二 1 和 2 让 3 十 1 一 2( 取 较 小 根 ) 


如 设 a—BC,b=CA,c=AB,p=5(atbto) , 则 

A T=p—a,y=p—0b,z=p—c. 

铀 因为 BD 二 p 一 c,CD= 二 pp 一 b, 所 以 ,D 是 人 ABCABAC 内 的 旁 切 圆 与 边 BC 的 切 点 . 
是 同 理 ,E、 下 分 别 是 和 ABC、 人 ACB 内 的 旁 切 圆 与 边 CA .AB 的 切 点 . 

系 由 于 PD 和 I4D 均 垂 直 于 BC, 所 以 ,P.D、I4 三 点 共 线 . 

列 同 理 ,P.E.1s 和 P .FI 均 三 点 共 线 . 

高 因为 .CIs 三 点 共 线 ,上 且 PIAC 一 人 PIsC 一 全 舍 汪 ,所 以 ,PI=Pl. 

数 

学 


A 


因为 ts ,所 以 ,过 点 己 的 @OO, 的 切线 与 射线 OX、OY 都 相交 . 


如 图 设 MN 是 过 点 P 的 OO 的 切线 ,MN 分 别 在 射线 OX .OY 
上 , 设 Mi Ni 是 过 点 卫 的 任 一 直线 , 且 与 @O 相交 ,M 、Ni 分 别 在 射 N 
线 OX .OY 上 . 

将 Mi Ni 朝 远离 点 O 〇 的 方向 平移 ,直至 与 OO, 相 切 所 得 直线 为 
Mz Nz( 切 点 为 Q) ,Mi .Na 分 别 在 射线 OX、OY 上 . 

由 切线 长 定理 有 

OM, 十 ON 一 MNI<OM 十 ON — MN: = (OB+BN;)+T B 
(OA+AM;)—(N;:Q+QM;)=20A., 

同 理 ,20A 一 OM-ON 一 MN 

综 上 可 得 , 当 MN 是 过 点 P 的 OO 的 切线 时 ,OM 十 ON 一 MN 取得 最 大 值 , 且 最 大 值 为 204= 
24a 二 V3 十 1 一 V12. 

5. 由 题 设 得 0 过 a .pc<r. 故 

sina >0, sinp>0, sinc>0,， 

[cosa [<1, |cosb|<1, icosc|<=<1. 
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解 题 金 钥 是 系 列 


不 妨 设 Sina<sinp<< sinc， 

看 4 一 本 , 则 | 0 一 < 一 全 

故 sina 二 sinp 一 sinc 二 1. 结论 显然 成 立 ， 
设 a 5. 

(1) 当 a 十 6 十 c= 二 2x 时 ,有 


sinc= sin(2x—a—b)=—sin(at+h) sing * |cosb | sinb * | cosa |<sina+ sinb. 
(2) 当 4 十 6 十 c 之 2x 时 ,由 于 a.b.e 构成 三 角形 的 三 边 , 故 存在 一 个 三 面 角 


使 得 a、bc 分 别 为 其 面 角 . 如 图 所 示 . A 
这 里 (六 .OP .OQ 不 在 一 平面 上 ,OQ 一 OP 二 OR 二 1, 人 QOR=a, 人 QOP= 
b, POR=c. 
过 点 Q 作 平面 POQ 的 垂 线 , 垂 足 为 H. 过 日 作 OR 的 垂 线 , 垂 足 为 G. 设 
QOH= 979, HOR=0, 则 
x 0 6 R 
U< < 7 ,0<S0 一 2r. 
由 勾 股 定理 得 
sina 一 QG= VQH: +GH = vsinzo 十 cos2p 。sin20 一 wsin20 十 sinzp。cos20 之 |sing|. dQ) 
类 似 有 
sinp= V sin’ (CCc 一 分 十 Sin2p cos: (0—c) 之 |sin(c—0) |. : © 
我 们 断言 ,中 和 多 中 的 等 号 不 能 同时 成 立 . 若 不 然 , 由 sin? 9 天 0 得 cosg 一 cos(c 一 人 ) 一 0. 故 
一 Z ,一 0- + 士 沪 . 


这 与 0<c<<r 矛盾 . 办 此 

sina 十 Sinp>|singl 十 |sin(c 一 信 ||sin(Oc 一 分 | 一 Sinc， 

6. 证 法 1 先 证 明 一 个 引 理 : 

已 直人 人 DEF, 点 也 .Q 分 别 在 直线 FD、FE 上 ,使 得 PF 之 ADF,QF 之 AEF,4>0. 若 人 PFQ 之 90"， 
则 PQ=ADE. 

事实 上 , 设 二 PFQ=0, 因 9090", 则 cosg 和 0. 所 以 ， 

PQ =PF +QF —2PF. QFcos0>ADP)’ + OEF) 一 24DFE。，AEFcosg 一 (ADE)2， 

从 而 ,PQ 宇 ADE.， 

下 面 证 明 原 题 . 

因为 人 AFE 二 人 人 BFE 一 人 人 CFD 一 人 AFD==60 ， 设 BFJCF 分 别 交 人 入 CFA、 作 AFB 的 外 接 圆 于 
PQ,; 则 人 入 CPA 和 AAABQ 均 为 正三 角形 . 由 引 理 , 令 4 二 4,9 一 120", 设 Pi 为 在 直线 AC 上 的 投影 ， 
AC 的 中 夷 线 交 八 CFA 的 外 接 圆 于 P 和 Pi,M 为 AC 的 中 点 , 则 


PD PM. PM 
DF™ FP'” MP; 


所 以 , PF>4DF. 
同 理 ,QF 宇 4EF. 
因为 DFE=120 ,由 引 理 可 得 PQ 之 4DE. 故 


一 3. 


站 溢 五 丽 。 闻 湛 府 淮 聊 订 臣 O 


树 党 扫 可 。 了 尝 商 记 芋 函 亢 汶 O 


, SEE 了 去: 

o -a Eq a | 

A 解 题 金 钢 昨 系列 
AB+AC=AQ+AP>PQ>4DE. 

证 法 2 设 AF=zx,BF==y,CF 二 z, 由 SMacr 二 Sapr 十 Sacwpr ， 得 


Xz 
DC—~ 十 之 


XTX 十 y 
于 是 ,只 要 证 明 


/PFT + VT TT 


2 2 y 
(zy) + (zz) + (zy) zt) 
因为 Ty 这 ,f+z 这 六 作 , 所 以 ,只 要 证 


V 好 十 zy 十 开 十 VW 好 十 zz 十 好 之 VCz 十 四 十 (z 十 四 十 (xz 十 y)(Cz 十 z) 
平方 化 简 后 得 
2 V (好 十 Ty 十 到 )( 妇 十 zz 十 到 ) 之 和 十 2Cy 十 2)X 十 yz， 
再 平方 化 简 后 得 3(x? 一 yz) 之 0, 即 原 不 等 式 成 立 . 
7. 证 法 1 今 ae=-C4AB,8 一 ABC 一 BCA,o= COP. 
设 天.Q 为 点 A、 了 关于 BC 的 牌 直 平 分 线 的 对 称 点 ,R 为 人 AABC 的 外 接 圆 半径 , 则 
OA=0OB=OC=OK=R. 
由 于 KQPA 为 矩形 , 则 
QP= KA, 
及 /AOK=/AOB— /KOB=/AOB— /AOC=27Y—2p2=60. 
由 此 及 OA 一 OK 一 KR, 于 出 
KA>R,QP>R. 
利用 三 角 不 等 式 ， 
OP+R=OQ+OC>QC=QP+PCR+PC., 
因此 ,QPPLC. 
在 人 COP 中 ,和 PCO>5. 


由 一 也 LBOC= 己 (180"—2 了 PCO) 二 90" 一 PCO, 得 a 二 8<90" 


证 法 2 延长 CO.AO.AP 分 别 交 ©O 于 DE.F, 连 结 EF、ED., 则 
AE=/CAP+/ /ABC=90 — /ACB+/ABP. 
故 AQAP=90 一 天 = 一 ACB 一 一 ADBP. 
设 @O 的 半径 为 RK. 
由 CP==2RsinB * cosC, AP=2RsinB ，。 sinC,， 
有 OP: 一 AP: 十 0O4 一 204。， APcos 一 OAP 
一 4R2sin2zB，sSin2C 十 天 一 4R sinB ., sinC * cos(C—B) 


=4R’ [sin B* sin C+ 地 一 sin?BB 。 sin’C— sinB * cosB » sinC 。cosC | 


=—4R: (地 一 sinB 。 cosB ， sinC* cosC ). 


解 题 金 钥 是 系 列 


则 OP? —CP’ =4R*[—sinB * cosC 。 sin(B 十 C)]=4R*[ 地 -一 
B) |. 
义 人 L 一 一 B>30 ,上 且 C、 一 B 都 为 锐角 ， 


2 


则 上 式 >>4 玉 [本 一 斑 sinmA 十 二 sin 人 ] 一 本 (2sin4 十 DG1 一 sinA)>>0 


从 而 OP:>CP2=>OP>CP. 

有 COP< /OCP. 

故 一 COP 二 “CAB 一 OCP 十 一 DP=90”. 
证 法 3 如 图 , 据 题 意 有 


a+pB+Y.ai+ YE (0 了 ) ， 


也 


且 ca 十 CHY 一 7 


因 ~BCA4 之 ABCT30 , 则 Byo 十 BT30 一 一 “之 于 . 

注意 到 

LCAB+ LOCB=LCOB+ 坟 (LOCB+ LOBO) = 区 

要 证 LCAB 十 人 COP<< 志 , 仅 需 证 LCOP 二 人 OCP( 作 PQ| OC 
于 Q)<-PC<PO<=CQ<oOQ<CQ< 了 CO 


设 人 入 ABC 外 接 圆 QO 半径 为 RR, 则 有 
AC=2Rsin(a+t+P),， 
PC=ACcos(B+-7)=2Rsin(a+tPcos(B+7), 
QC = PCecosh 

=2Rsin(at Pcos(B+Y) cosB 

一 RL sin(a 十 B 十 7 十 人 十 sin(a 一 7) |cosp 

~— RI cosB— sin(7Y—a) ]cos& 


由 式 .@ 可 知 ,BE (0, 了 他 ), 有 cosBE ( 序 ,1), 则 


QCER| cosB— sin < |cosB=R - 工 、 -二 
三 | cos SIm 6 eos (cos 4 ) | 
3 _ 1 lp 1 


证 法 4 如 图 ,过 点 〇 作 BC 的 垂 线 ,于 足 为 D. 
K LBAC=5<BOC= 一 DOC， 


.. 本 — /BAC= — /DOC= /OCD,. 
则 只 需 证 /COP 二 OCD<=PC<<OP. 


1 


sin? A 十 sinA .sin(C— 


性 溢 卫 可 。 冯 湛 庭 计 入 砍 莪 O 


他 十 RE LA 强 匡 经 典 

以 O 作 原点 .OPD 所 在 直线 为 y 轴 , 以 过 点 O 且 平 行 于 BC 的 直 
线 为 x 轴 建 立 直 角 坐 标 系 . 

设 人 AOz==a, 人 xOC=B, 且 0<B<o< 志 ,其 外 接 贺 半径 为 R. 


有 P(Reosa, 一 Rsin9) ,CCRcoso, — Rsinp). 
则 下 CCcoSP coso), 
| PC 一 |PO 王族 (2cos PB—2cosB* cosa— 1) 


1POI 一 民 vy cos a sin’ pb. 
LABO=®5E, LACO=®—e Et, 日 AACB_ ABC= /ACO— /ABOZ>T 


< > s 即 o< 卫 
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性 湾 卫 慌 。 六 湛 调 温和 聊 廊 堆 0 


A 
—COSQ< -一 COS 二 一 了 了 ， 


则 |PC| 一 1PO| <R’ (2c0s’ 1 一 cos8 一 1) 
=R° (2cosB+ 1) (cost— 1). 
“0<cospl1, 
.2c0sB 二 1>>0,cosB 一 1 过 0. 
故 | PC|’: 一 |1PO|?:<0, 即 |1PC|< 过 1PO|. 
8. 设 每 条 棱 长 如 图 (a) 所 示 , 分 两 种 情况 讨论 ， 


D, 


图 (a 图 (bj 
(1) 若 展开 图 中 有 一 个 三 角形 与 其 他 三 个 三 角形 均 相 邻 , 如 图 (b), 由 于 人 Di、 人 D:、 人 D; 不 可 能 
是 平角 ,不 妨 假设 人 人 D;AD; 一 DBD 一 180°, 故 只 能 是 =v, 且 2u 关 w, 如 图 (c), 于 是 有 y 王 ,及 


得 四 面体 如 图 (d) , 且 = 一 村 有 D D, < 


奥赛 经 典 


解 题 金 钥 是 系列 a = 人》 


(2) 若 展开 图 中 每 一 个 三 角形 最 多 与 两 个 三 角形 相 邻 ,如 图 (e); 则 和 DiAD;、 和 人 AD;B、 
了 Di;BC、 了 BCB, 有 可 能 是 平角 . 

(车 DAD， ADP, Bi 是 平角 , 则 2u 十 v=v, 耶 盾 . 

(GD 若 ZDAD .BCB 是 平角 , 则 不 可 能 是 满足 条 件 的 筝 形 . 

(ii) 若 DAD， Di BC 是 平角 ,由 于 x 十 v 之 x, 则 一 定 有 24 二 x 十 v,X 二 v0, 所 以 ,7X 二 4W 二 vw， 如 
图 (), 且 w= 二 2z. 所 对 应 的 四 面体 如 图 (8g). 


党 2z 


Ed 
~ 
2 
~ ES 
~ 
mm 
#4 
bo 

过 

> 


DE — NC 
图 (e) 图 (f) 图 (g) 
对 于 图 (d) ,六 条 楼 分 别 为 x.x.z.uwww; 则 一 定 有 = 二 a( 否 则 z= 二 wu 二 w 一 a, 与 x 之 w 蔬 盾 ). 厂 


z 二 u 二 a 或 4 二 w= 二 a, 与 只 有 四 条 棱 蔬 盾 , 所 以 只 能 是 x=a. 当 z=vx 时, 四边 形 AD;BC 是 效 形 , 且 
AC/D;B, 人 CAD; 二 人 BD;A, 则 等 且 作 CAD; 宇和 信 BD;A. 所 以 CD; 二 BA, 即 z==w. 刻 盾 . 故 和 情 帝 (1) 
无 解 . 

对 于 图 (g) ,只 能 是 x==a. 由 图 (人 ,在 信 B;D;C 中 , 知 十 zx>2z, 即 xxz. 由 于 人 ABD 是 等 腰 三 
角形 ,所 以 全 ABC 是 钝 角 ,y 盖 maxftzyz), 故 yzr>z 要 使 结论 成 立 只 能 是 2z=a. 在 ACD Ps 中 ， 


边 Di D, 上 的 中 线 7 一 三 4 


因此 ,有 惟一 的 一 个 四 面体 ABCD, 其 中 AD=BD=CD=BC=a,AB=» ,AC=Wa. 


9, 为 了 方便 起 见 , 我 们 采用 图 论 的 语言 ,将 集会 上 的 每 个 人 用 一 个 点 来 表示 ,如 果 两 个 人 互相 认 
识 , 则 在 两 个 项 点 之 间 连 一 条 边 . 于 是 ,一 个 “m 一 团 ” 对 应 着 -- 个 mm 个 点 的 集合 ,每 两 个 顶点 之 问 连 
一 条 边 . 换 句 话说 ,这 样 一 个 “m 一 团 ” 存 在 ,就 意味 着 所 给 图 中 包含 一 个 有 m 个 点 的 子 图 为 完全 图 
K,. 特别 地 ,一 个 “3 一 团 ” 对 应 着 一 个 三 角形 (CK; ). 我 们 需要 证 遇 

在 任意 一 个 图 G 中 ,任意 两 个 三 角形 至 少 有 一 -个 顶点 是 公共 点 , 且 不 存在 Ks , 则 存在 两 个 (或 更 
少 的 ) 点 , 移 去 这 些 点 之 后 ,不 再 有 三 角形 出 现 . 

设 G 是 满足 上 述 条 件 的 一 个 图 ,如 果 在 G 中 最 多 有 一 个 三 角形 ,结论 显然 成 立 . 

我 们 分 两 种 情况 讨论 如 图 (a)、(b) 

(了 ) 设 T= 二 {p,q,7) ,TT 二 {r,s5;,t}. 如 果 删 去 7, 则 毁 掉 了 所 有 的 三 角形 . 

如 巷 不 然 , 有 第 三 个 三 角形 T; , 当 删 去 rr 后 没 被 毁 掉 , 这 个 三 角形 一 定 与 TI 和 To 均 有 公共 点 ， 
则 这 样 的 三 角形 转化 为 情形 (2) 如 图 (b1), 自 x==r,u€ LoE 14. 

(2) 设 T= 二 {uyv;7) ,TT 二 {u,v,y}. 如 果 删 去 wsv 则 般 掉 了 所 有 的 三 角形 . 

如 巷 不 然 , 则 存在 某 个 z 儿 {u,v,zx,y}), 且 三 角形 {x,y,z) 出 现 . 特别 地 ,zy 是 一 条 边 ,此 时 GG 包 
含 下 列子 图 (如 图 c). 我 们 证 明 删 去 x,y 后 , 筑 掉 了 所 有 的 三 角形 . 


5 EP 上 ' 
人 : . 
r ': “ 四 
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睐 涟 五 性 ，。 六 湛 许 注 子 启 惟 OO 


怀 潍 五 虱 。 演 湛 庭 浊 和 他 订 沪 OO 
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图 (a) 图 (b) 图 (cj 
假设 没有 全 毁 掉 , 则 存在 一 个 三 角形 工 与 {x,y} 无 公共 点 . 因为 工 与 1z,y zi 有 一 个 公共 点 , 则 


本 包含 z. 同 理 本 也 包含 u 和 于 古 了 一 《之 MT 又 因为 G 中 没有 天 s , 逆 盾 . 所 以 ,存在 两 个 (或 更 
少 的 ) 点 , 移 去 之 后 不 再 有 三 角形 出 现 . 


第 6 章 设想 法 


A 组 


1. 填 人 1<g< 填 1 理由 : 


设 三 边 按 递增 顺序 排列 为 a,ag,ag ,其 中 ae>0,9g 宇 1. 则 a 十 adq>>ag ,; 即 gg 一 gq 一 1<0. 解 得 


] 二 在 < 一] 二 和 .由 4>1 知 4 的 取 值 范围 是 1<o<] 世 人 


没 三 边 按 关 城 顺序 排列 为 agqsag ;其 中 ac>0,0<q<1, 则 ad 十 aq 之 a,; 即 +o- 1>0. 解 得 
= ll, 


a gl 


2, (1) 不 妨 设 4 二 max(a,b,c}). 由 题 设 知 
ao>0,6 二 c 一 2 一 at 一 全 


因此 ,pc 是 一 元 二 次 方程 z: 一 (2--a)z 十 全 一 0 的 两 实 根 , 于 是 ， 


4 


A=(2—a)’ 一 4X 一 之 0Sa 一 4a 十 44 一 16 守 0 


《20 十 4)(a 一 4) 之 0 过 4. 

又 4 二 4,p 二 c= 二 一 1 时 满足 题 意 , 故 所 求 的 最 小 值 为 4. 

(2) 由 atc=4>0 知 ac 均 大 于 0 或 一 正二 有 负 . 

若 a.bwc 均 大 于 0, 则 a.6b.c 都 属于 区 间 (0,2), 这 与 (1) 的 结论 矛盾 . 故 a.b、c 只 能 一 正二 负 . 
由 对 称 性 ,不 妨 设 ae>>0,p<<0,c<0. 于 是 ， 


lal 十 16 十 lc| 二 a 一 (6 十 中 = 二 a 一 (2 一 a) 二 24 一 2 之 2X4 一 2 二 6. 
当 4 一 4,b 二 c 二 一 1 时 ,等 号 成 立 . 


| : | 
” EE 
站 


解 题 金 钥 是 系 列 


所 以 ,al 十 1oj 十 cl 的 最 小 值 为 6. 
3. 设 有 (中 一 全 DC(Y 一 全 7). 显然 ,并 一 4 尖 0. 故 An 一 站 二 4 一 
] 


由 于 AB BC, 所 以 kg 二 一 (yi 十 2). 
从 而 ， mt) 
y 二 文 十 4. 
消去 x, 注 意 到 yy 天光 得 
(2 二 yj(Cy 十 yi) 十 1 一 0 坟 y 十 (2 十 y)y1 十 (2y 十 1)= 二 0. 
由 A 之 0 解 得 y<0 或 y 之 4. 
当 y 二 0 时 ,点 B 的 坐标 为 (一 3, 一 1); 当 y=4 时 ,点 B 的 坐标 为 (5, 一 3), 均 满足 题 意 . 故 点 C 的 


纵 坐 标的 取 值 范围 是 yS0 或 y 宇 4. 
4. 记 Fz) 一 y 令 r= (0<t<1), 和 


代入 F(z) ,可 得 y 一 所 二 生 全 @ 


假设 有 正常 数 a, 则 
at(1 一 芒 ) (et) Ut) 
ag9—f) 全 2a(9—£) 
此 十 (一 —o )t 1 
2a(9 一 蕊 ) 


sts So] Ute 


= 一 却 [(9 一 十 十 一 


< 一 二 .2 le 
a 2a 
以 上 y 取 最 大 值 的 条 件 是 : 


9—r 
解 出 :一 ao 一 2V2 一 5, 代 人 四 与 全 (或 后) 得 
当 zlt+ 132 时 ， 晒 数 y 一 疙 z) 取 最 大 值 二 (8VZ 一 5V5)， 


5 . 五 X1 >1, 设 Xx 一 1,z ,一心 十 zi 一 1 其 余 的 i 值 不 变 , 则 有 
X11 十 ZX 十 十 Tr-1 十 XX 二 2003 

f(D) =n(xitz) =n(ltz,) 

因此 ,不 妨 设 zl 一]. 

当 7? 一 2 时 , f(n)=2X2003 一 4006. 

当 nn 之 3 时 ,由 于 过 Ts 二 之 Xn， 

所 以 zi 和 一 1 TX 一 (nn 一). 

所 以 (mr 一 1 了 一 [Li 十 2 十 十 (2 一 2) 之 了 十 十 大 二 2002. 


一 位， 
|- 8CO9+e) (o>0,t€E10,1)). 


六 溢 五 改 。 总 决 鹿 浴 隐 硒 莪 O 
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BB Cn— Dix, 7 


(n—1)(n—2) 守 2002. 


2002 
也 以 之 到 本 本 一 2) 十 一 一 一 1 


所 以 ffm) = 一 711 十 了 ) =n 二 nr 


之 十 一 ;n(n—2) + 


2002n 


1 一] - 


1 十 一 一 一 


记 g(mD) 一 广 妈 十 0 g(n) 的 增 减 性 , 则 有 


gn 二 DD 一) 一方 (n 十 1) 二 和 于 于 修一 人 二 
若 gn 十 1) 守 pg(n), 即 有 

(2n 二 1)n(nm1) 守 4004. 

因为 当 n==12 时 ,25X12X11==3300 二 4004. 


当 n 二 13 时 ,27X13X12==4212>>4004. 


所 以 当 m<s12 时 ,g(n) 单 调 递 减 , 当 一 13 时,g( 允 单调 上 升 . 


又 g(12) 一 2256,&(13) 一 2253 十 二 ， 


所 以 f(D) 之 g() 之 2253 十 己 ， 
所 以 f(n) 守 2254. 


又 因为 当 n 二 12 时 , 取 训 二 1 二 177 ,X33 二 178, ,X12 二 187 ,n(xi 十 XX) 一 2290， 


本 (2 十 划一 一 一 人 


2002 


n(n 


一 二 


当 n 二 13 时 ,; 取 诬 二 1,x; 一 161,x3 二 162,… ,XT2 二 171 ,x 二 174 ,n(x 十 Xi,) 二 2215. 
当 n 二 14 时 , 取 谎 = 二] ,x2 二 148,x; 二 149,…* ,Xi 一 160,n(Xxi 十 x ) 二 14X161 一 2254. 


所 以 f(D) = 二 n(x 十 Xi) 的 最 小 值 是 2254, 此 时 n= 二 14,zt 王 1,x2 二 148,x3 一 149,*…: 


6. (1) 假 设 存在 正 整数 数列 {a, } 满足 条 件 . 
因为 Q5+ 1 之 ladndn+t? ,0 >0, 所 上 人 


| 1 Un—-2 | a 

an < 一 1 ， 1 n=3,4,). 
a 2 六 a 2 dl (nn 4 | 
aa 全 ;所 以 有 二 -二 “对 n 一 2,3,4,… 成 并 . 于 是 


Ul 


上 uo 1l Pp 1 
dn (3 a (a ) Qn ST DT 


所 以 < (a 六 。 3 


设 EL[2,2: 1),kEN; , 取 N= 二 上 十 3, 则 有 


NN -] 只 十 < 
7 1 DR 二 1 ] 


C 2 
on (m3 ) ” 7 (grr ) * 1]. 


这 与 av 是 正 整 数 予 盾 ， 
所 以 不 存在 正 整 数 数列 {a } 满 足 条 件 . 


,1 一 160， 


解 题 金 钥 是 系 列 


(2)a， 一 FDC 就 是 满足 条 件 一 个 无 理 数 数列 ,此 时 有 a +-1 = ddana Hd4-2 之 2a,a ni-2* 
7. 假设 {x;} 满 足 条 件 , 那 么 ， 

3 -一刀 Sg? TE 一 好 9 yks 二天 —a’, 

-1 kl gk-1 

由 柯 西 不 等 式 得 

aa’ 一 Ck ) Ck Xk ) 之 Ck ) = (a’)’=al, 

因此 ,上 述 不 等 式 等 号 成 立 . 故 应 有 : 

(GD) 若 mx 均 不 为 0, 那么 , 襄 一 直下 为 常数 .由 于 是 变化 的 ,这 显然 不 可 能 . 
(2) 夺 Xi(1k 亿 nn) 中 有 0, 不 妨 记 工 二 0. 那么 ， 

Sk 一 必 ， Sk x 二 a ， Dk’ x, ~—Q’. 

2 k2 k=2 


对 于 上 述 三 个 条 件 , 再 次 利用 柯 西 不 等 式 , 同 样 地 分 析 得 知 zz ,zx;,…,zx, 中 有 0. 


那么 ， 


Tri; 一 CO 人 一 (一 

从 而 ,二 a. 

可 网,a 的 所 有 可 能 的 值 是 1 ,2 ,3?,… ,ni. 
8. 不 妨 设 工 二 工 二 … 研 zy， 则 

rn 4 一 1 TEL i i 


于 是 ,zr 一 Xx 宇 (j 一 Dm(l<i<j<n). 
故 Dm GG) 二 m: + 1 (K+) 
1 二 一 之 


[iT jn 1 jn 6 
7 nl] p91 nl 
="6 LRT RT2) 3 DI= 6 (120 —608 ) 
nn—1 nO 1 
一 11 (2 之 (CH 一 之 CH ) =m: (2CGt42 一 CH ) 
= mn (nO— 1). 
男 一 方面 ,由 xf 十 十 … 十 二 1 ,得 
(Xi — < nn 一 1—2 2 Xn CO ) Nn. 


1m i jn 


所 以 mm (ww — 1)<n. 


当 且 仅 当 x ,x2,…,x, 成 等 差 数 列 , 且 2z 一 0 时 ,上 式 等 号 成 立 . 


/2 
因此 ,mm 一 nn’ CO—1)° 


9. 易 知 点 A(1,1),B(1, 一 1) 均 在 曲线 上 . 


人 1 ， 和 . 
IE CT Ee “ ， > 9 1 
人 和 . 四 | . 
Es - es | 
5 LL : | 
- 和 “ “ rc 
下 四 加 
" 四 3 


好) 


三 检 拉 可 .党 漆 谍 坦 取 商 区 0 


设 槛 圆 的 对 称 中 心 为 (ceb , 则 点 A'(24 一 1,26 一 1),B' 2 一 1,28 十 1) 均 在 曲线 上 . 故 有 
17(2a—1):—16(2a—1)(26 一 1) 十 4(26 一 1)? 一 34(24 一 1) 十 16(26 一 1) 十 13 二 0， 


O 和 
解 17(2a 一 1)2 一 16(2a 一 1)(20 十 1) 十 4(28 十 1)2 一 34(2c 一 1) 十 16(26 十 1) 十 13 一 0. © 
A 中 一 @ 化 简 得 ,6 一 24 2. 代入 中 并 化 简 得 

4a’ 一 87z 十 4 一 0. 
是 解 得 a 二 1, 从 而 ,5 二 0. 
有 故 对 称 中 心 为 (1,0). 
， 又 对 称 轴 经 过 对 称 中 心 , 故 可 设 对 称 轴 方程 为 y= 二 k(zr 一 1). 设 点 A(1,1) 关 于 让 线 y= 二 k(x 一 1) 
的 对 称 点 为 Ao 《xxo ,yo), 则 有 

,十 1 , 1 十 2 十 大 
了 2 一 1 了 一 ] 

zo 一 1 0] 十 2 


又 A 在 曲线 上 , 则 有 

1726 一 16xzoy 十 4 光一 34xzo 十 16% 十 13 一 0. 
将 代入 上 式 并 化 简 得 

kl(8k’ —13k—8)=0,. 

k 二 0 不 合 题 意 , 故 


8k’ —13k—8=0>h= V 


因此 ,对 称 业 方程 为 y 一 了 二 5 (xz 一 1) 

10. 设 T(xo,y) 为 椭圆 上 的 任 一 点 , 则 | BT 下 一 刀 十 (加 十 扩 一 于 一 乞 明 十 (六 十 护 ?一 
多 (加 - 乞 ) + 气 (y1<6)， 

当 刀 >0, 即 jc, 亦 即 0<e< 迪 时 ,| BT|?( 从 而 | BT|) 随 x 的 增 大 而 增 大 . 此 时 MN 必然 关 
于 y 轴 对 称 ,其 中 点 了 的 轨迹 为 椭圆 的 短 轴 ( 端 点 除外 ) 

> 系 <b, 即 p<c, 亦 即 巡 el 时 ,由 1BT|? 的 表达 式 知 ,| BM| = 二 |BN | 当 生 仅 当 ML.N 的 纵 坐 
标 yi 、y2 满足 

一 %( 一 b<y 一 < 或 于 = 所 ( 营 一 b<<) 

训 点 P 的 轨迹 是 两 条 互相 与 直 的 线段 (除去 端点 ), 其 方程 为 =0(|y| 过 ) 或 y= 气 
(171< 乞 vob) 


11. 设 这 12 个 点 分 别 为 Pi,P;,…, Pi ,这 12 个 点 确定 的 三 角形 共有 Ci 个 . 设 以 已 人 一 1 
2,…,12) 为 始点 的 向 量 数 为 x; ,0 二 zx; 态 11. 若 以 某 3 点 为 顶点 的 三 角形 为 “ 非 零 三 角形 ”, 则 有 且 仪 
有 1 点 是 此 三 角形 两 边 向 量 的 始点 ,所 以 ,以 已 为 顶点 之 一 且 为 两 边 始点 的 “ 非 零 三 角形 "有 CG 个 
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情 


入 dn 
A 


(规定 == 二 0). 从 而 ,以 这 些 点 为 顶点 的 三 角形 中 ,“ 非 零 三 角形 ”的 总 数 为 郊 C4 . 因此 , 零 三 外 


因 非 负 整 数 zx; 不 超过 11, 故 郊 z 有 最 小 值 

知 存 在 1&i、j 人 12(i 关 让 ,使 得 zx; 一 Zz 之 2, 梧 记 

Ti=Xi—1,7x ;=x; 二 1. 

显然 zx; 记 z; 之 Xx; 之 zx，, 则 

二 一 (rx 二 x = 二 一 (x1) (zit+1) =2(x;—Zxj~1)>0, 


又 二 EN, 则 对 于 所 有 的 1<ivj<12, 只 有 当 |z 一 姜 |=0 或 1 时 ,之 对 才 取 最 小 值 , 即 当 


形 ” 的 个 数 为 
12 
CC 大 
12 钼 
先 求 二 CC 的 最 小 值 . 
i=—1 |! 是 
12 
因为 zx; 二 Cts 二 66, 所 以 ， 
Se ED 1 li 。 
SC 一 多 2 2 2 71) 二 2 和 27 35. 高 
中 
数 
学 


12 
{XI 9 do ,T= (5,5,5,5,5,5,6,6,6,6,6,6} 时 , 2x 取 最 小 值 9 X66 xX6=366, 
12 
所 以 ,>C 的 最 小 值 为 地 X366 一 33 二 150. 


因此 ，， 零 三 角形 ?个 数 的 最 大 值 为 
1 一 150 一 70， 


注 此 题 中 ,因为 = E N, 所 以 ,不 能 用 均值 不 等 式 求 屿 也 的 最 小 值 ,故此 最 小 值 不 为 5 一 363 


B 组 


1. (1) 对 于 nn 宪 2, 设 AD 一 &, 则 S 中 有 有 个 元 素 , 且 1] 一 al < as 过 之 qa 一 Ny 占 a2 二 ai 十 a 二 2， 
aa 一 al 十 az 或 az 十 az. 于 是 ,a3 二 3 或 4, 即 as 过 2 

假设 & 委 2 一 , 则 aj41 = 二 a, 十 a; 夺 2a; 二 2Z， 

所 以 ,7 一 w 委 2 1 - 故 & 宇 1 十 logzn 宇 1 十 [Llogznj. 

(2) 由 (1) 可 知 , 若 S 中 有 上 & 个 元 素 , 则 n 亿 2. 

所 以 ,Af(2* 1! 十 1) 之 k 十 1,， (2 十 2) 之 十 1. 

当 上 之 3 时 ,对 于 集合 S 一 41 2 2 2 ,24 1 十 1) 和 各 集合 Si 一 和,2,22 ,2 2 十 2) 均 有 
k 十 1 个 元 素 , 且 满足 条 件 ,所 以 ， 

fl2:7 ++1)= f(2* 十 2) 一 & 十 |. 


2. 设 glx) 二 了 lz) 一 zx; 则 原 蜗 数 方 程 化 为 zg(z+ 全 ) 二 yg(>) 二 yg (3 十 六 ) 十 xg(X). 


令 y 二 1 ,站 得 xzg(z 二 D 二 CD) 一 &(1 十 一 ) 十 Xg(X). 


证 渤 - 兵 下 。 冯 漆 剖 滞 孙 商 汶 0 


用 二 代替 z, 得 二 5(1 十 过) 十 gCD 一 8Cz+D 十 二 g( 一 小 
故 g(1 十 二) 一 =—zg(r+l) tg( 一) —xp(1). 


7 
消去 g (1 二 二 ) ,得 zg(z)+g (二)=(z+Dg0). 
同 理 , 令 > 一 一 1, 可 得 

rg(D 一 8( 二 ) 一 8 一 DGz 一 D 

于 是 ,有 

2xzg(z) 一 | gr(1) 十 ge 一 1 ri+[r(0) mg(—1)|. 

则 F(z) 一 A 十 二 十 z, 其 中 A、B 为 任意 常数 

经 验证 ， OW 


1] 一 2, 
-一 we 昌 看 看 j i 一 一 晶 二 ,二 a 2 
3. 令 Vi 一 二， ,1 一 1， 2， ,5， 则 i y; ;1 一 1,2， '5; 日 yy | 于 是 ， 


t 


Se le 7 5 


7 : 2y; 十 —2y; 十 1 


oe 7 十 ] i==1 I 
5(% 可) + 本 
而 一 3y 十 DD= 闻 xX(3 二 5) 二 10， 
(yx 一) + 5 
故 命题 成 立 . 


4. 设 这 三 根木 棒 的 长 度 分 别 为 cl ya 和 as ,不 妨 假 设 Qi 科 必 委 a ,又 充 4 一 2 十 baz 一 1 十 9， 
2 一 ?十 六 则 2 委 o 委 如果 * 袜 2 一 1 可 以 将 as 切 成 长 度 分别 为 nn 和 7 的 2 段 , 则 对 于 长 度 为 a ,a 
及 r 的 3 段 木 棒 继 续 以 上 过 程 , 若 一 直 是 这 种 情况 , 则 可 以 得 到 满足 条 件 的 切 法 . 因此 ,不 妨 假设 一 
n 一 1 ,于 是 ,pg 太 r 过 nn 一 1. 


将 as 切 成 长 度 为 n 和 vr 的 2 段 ,al 切 成 长 度 为 n 一 1 和 pp 十 1 的 2 上段, 则 p 十 1 关 n,r 关 ,7r 尖 nn 一 
1,n 关 7 一 1. 若 思 十 1 二 n 一 1, 则 nn 一 2==p 近 gq 才 r 过 rn 一 1, 邑 1 一 = 一 2 一 2. 但 是 ,3(22 一 2) 一 nl 


无 正 整数 解 , 了 六 盾 . 若 r 关 Pp 十 1, 则 将 al 和 as 各 切 成 2 段 ,这 4 段 互 不 相等 ,于 是 可 将 az 切 成 满足 条 
件 的 nn 一 4 段 . 若 r==p 十 1, 将 r 切 成 2 段 其 长 度 分 别 为 1、p. 若 p 关 1, 则 将 a 和 as 共 切 为 5 段 , 长 度 
分 别 为 nn 一 1.p 十 1、.p、1, 且 互 不 相等 ,于 是 可 将 az 切 成 满足 条 件 的 n 一 5 自 ; 石 bp 二 1, 则 i 二 =n 十 1， 


2 二 nn 十 1 和 二 n 十 2 或 a 二 nn 十 1,4s 二 n 十 2 和 a 二 n 十 2. 于 是 ,有 3n 十 4 一 2 或 3 十 5 一 


2 ,这 两 个 方程 均 无 整数 解 , 故 原 命题 成 立 . 


9. 假设 集合 A 中 包含 和 个 元 素 , 设 为 Ul rd? 9 "ym , 且 满 足 0< al < a < yn > nn. 设 SS 二 
好 1 十 as， 十 :一 C++ 9 
PS={(S—ua 六 一 Go ) (Hd) ) , 则 | S 一 c (4 一 1,2, 72 十 1) 属 于 B. 髓 设 


了 了 
四 呈 > 
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解 题 金 钥匙 系列 


六 一 


3 一 四 一 ~ S—anri’ 
P(S—wa Cn: 1 二 ax ) 
(SS—a) (SH—a,rl) 
， 一刀 一 如 TQ, ) 

CS 一 QI(S 一 CD 
则 a 二 1,2, 下 ,74 十 1) 均 为 B 中 的 nn 个 不 同 元 索 的 积 , 因此 ,a 均 属 于 A ,日 满足 
Xf] < << nl < ni2 < < 3 
与 A 中 有 和 个 元 素 巴 盾 . 所 以 ,A 中 最 多 有 ?个 元 素 . 从 而 ;可知 A 中 有 个 元 素 . 


大 所 ,2 9 +1 全 B， 且 满 足 0<< Pi < <<0 1 ， 设 厅 =- ip pb, 0 ，, 则 六 (二 1 2……,? 十 1) 属 


Ct 一 


,天 一 开 十 2 a nn 


于 A, 且 满足 0o< < 六 < ,矛盾 . 
因此 ,A 和 B 中 均 有 nn 个 元 素 , 有 所 求 最 大 值 为 2x. 
取 A 二 {1,2,:…,n}， 


加 nn 二 1) 2 和 2 一 二 2 
B= (1,2, nt 2， 9 人 DT 可知 2n 是 可 以 得 到 的 . 


6. 不 妨 设 sa<<p<<ce ,于 是 ,7 个 数 中 a 十 6 一 c 最 小 ,而 a 十 6 十 c 最 大 . 从 而 有 
d=(ab+c) (abe) 一 25. 


问题 化 为 求 c 的 最 大 可 能 值 . 

十 0 一 5 一 0， 

CC<d 十 D<<ad 十 c<<p 十 c 

又 a 十 ba 十 c.,b 十 c 中 有 1 个 数 为 800， 

.C800. 

由 于 799 王 17X47 和 798 都 不 是 质数 ,而 797 为 质数 ,上 故 有 
C797,d 之 1594., 

另 一 方面 , 当 a 十 b= 二 800 时 ,注意 到 

a=5,6—=—=795, 


a=7,b=793==13X61, 

a=11,6=789==3X263, 
都 不 全 是 质数 ,从 而 不 能 满足 题 中 要 求 . 

而 4 二 13,6 二 787 都 是 质数 ,这 时 a 十 5b 一 c 二 3,4 十 c 一 6 二 23 也 都 是 质数 . 容易 验证 ,6 十 c 一 4 二 
1571 和 4 十 b 十 c= 二 1597 也 都 是 质数 . 

综 上 可 知 ,q 的 最 大 可 能 值 为 1594. 


7. 当 开 之 a (a 一 D 时 ,由 内 直达 1 可 得 ( 久 如 <( 训 如 1) = 让 ( 引 ) < 证 < 


1 | 1 
2 a (a TCO—1) +r 


当 <ai (a 一 1) 时 ,由 柯 西 不 等 式 得 
a 1 nl a a 
(B+ ) 人 (2 页 ) (> TF ) )< < (cd 二 ) 


性 秋 耐 。 半 洪 底 浊 色 滞 黎 O 


芽 轩 括 可 。 了 洪 库 浇 和 取 光 汶 O 


党 经 典 


4 区 ,类 FE Tt 
A 解 题 金 钥匙 系列 


对 于 正 束 数 a 过 Qa2 过 … 过 a ,有 ai 之 a; 十 1,1 二 1,2,…,n 一 1, 月 


LU， < 一 2a; 20， 
2 2 2 ~ 2 2 2 
tr) (ea) +7)((et3) +7) 
] ] 
1 、: 和 1 、? 
(a 一 斑 ) 十 < (4ai+ 3 ) 十 区 
(3) tr en) 
(1=1,2,** ,7—1) 
故 2)° 
] ] 
i 
(eB) te (3) te (a) te Dt 


8. 如 图 (a) ,不 妨 设 PP 在 八 ABC 和 人 ABCPD 内 部 . 
如 果 ABCD 内 接 于 圆 ,延长 BP.DP 分 别 交 贺 于 EF, 连 AF,CF,AE， AIAKE 一 一 


CE 

易 知 AF 二 BC,AE 二 CD, 又 因为 在 同一 个 圆 内 ,所 以 ,整个 图 形 是 轴 对 
称 图 形 , 对 称 轴 为 M.P.N 三 点 所 在 直线 ， 

.PA=PC. 

反之 ,如 图 (b), 设 AP 一 CP. 设 人 BCP 的 外 接 圆 分 别 交 直 线 CD .DP 于 “ 
点 和 和 Y 因为 /ADB= ~PDX,ABD=- _PBC= 一 PXC,; 故 

人 ADBo 和 人 PPDX. 图 (a) 


AD BD 
从 而 ,p55 二 XD: 


又 因为 ADP= /ADB-+ABDP=/PDAXA++ BDP= BDA,， 


A 

故人 ADPcA 人 ABDX. D 
BAX_BD AD 

因此 ,AE5 一 和 一 ED 山 

因 为 PCXY 四 点 共 圆 , 故 2 C 


A 
4 


/ 图 (bj 
从 而 ,人 DPC 人 ADZY 由 此 ,得 zx 一 S55. 


由 AP=CP. 由 式 由 和 式 的 得 BZ 二 YZ. 因此 ， 

/DCB= /XYB= /XBY= /XPY=/PDX+/APXD= /ADB+/AABD=180°— /BAD. 

所 以 ,四边形 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 . 

9. 由 题 意 可 知 ,R 和 P,Q 之 一 为 三 次 多 项 式 ,假设 R 和 Q 为 三 次 多 项 式 ,P 为 二 次 多 项 式 , 如 有 
必要 ,可 以 通过 改变 符号 ,使 得 RR 和 QQ 的 x 项 的 系数 为 正 . 于 是 ,R 十 Q@ 为 三 次 多 项 式 . 由 P= 二 KR 一 
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入 栓 经典 


解 题 金 钢 是 系列 二 


一 (R 十 Q)(R 一 QQ) 知 R 一 Q 为 一 次 多 项 式 , 即 R 一 Q==t(x 一 xz ) ,i>0( 因 为 PF 中 的 项 的 系数 为 
直上). 于 是 ,P 可 被 (x 一 x1)° 整除 . 

因而 RR 十 Q 可 被 x+ 一 zi 整除 . 又 由 于 R 一 Q 可 被 x 一 xz! 整除 ， 

所 以 ,R 和 Q 部 锌 + 一 zx! 整除 ， 

即 有 民 王 (zx 一 XU)RQ 一 (zx 一 CT)Q， 

其 中 KR; 和 @ 者 是 首 项 系数 为 正 的 二 次 多 项 式 ， 

设 P 一 a(7x 一 XTX1)(Xx 一 ZX), 则 由 等 式 

a (Xx 一 ZX】 二 (Ri 十 QQ@) CR 一 Qi) 推 逢 

一 马上 六 0, 其 中 上 为 前 数 . 
于 是 ,Ri 一 Qi 十 ， 
故 a (x 一 Xx2)? 二 (2Qi 十 切记 


即 Q = 和 (xz 一 zz) 一 二 是 具有 二 实 根 的 二 次 多 项 式 . 所 以 ,Q 为 具有 三 个 实 根 的 三 次 多 项 式 ， 


10. 假设 二 的 十 进 制 小 数 表达 式 中 开始 循环 之 前 的 部 分 A 由 m 位 数字 构成 ,而 (最 小 ) 循 环节 B 


由 上 位 数字 构成 ,由 等 比 数列 求 和 公 翅 得 


1_A, B _ AU0 一 1 十 如 
n 10” 107(10:—1) 10”(10*—1) 


于 是 ,有 nn|10”(10: 一 1). 
反之 ,如 果 mx 和 上 是 使 得 关系 nn110”(10* 一 1) 成 立 的 最 小 正 整 数 ( 芭 mm 是 可 以 整除 nn 的 2 和 5 
的 最 大 方 宕 的 指数 ,而 上 是 使 得 T TU5y 一 105 1010* 一 1) 成 立 的 最 小 的 正 整 数 ) , 记 
10"(10:—1) ,Fr C 
= oi | 
BC—A(l10—1). 


则 有 B<10 一 1,A<10” ,并且 一 的 十 进 制 小 数 表达 式 中 开始 循环 之 前 的 部 分 就 是 A( 包 括 在 其 


前 面 添 加 一 些 0, 使 其 达到 m 位 数字 ) ,而 (最 小 ) 循 环节 就 是 B( 类 似 地 添加 0) ,此 因 m 和 上 都 是 按照 
最 小 原则 选取 的 . 

11. 对 两 条 平行 且 同 方向 的 有 向 直线 ,Al ,4: ,… ,As 的 射影 次 序 一 定 相 同 . 所 以 ,只 要 讨论 通过 
一 定点 O 的 所 有 有 向 直线 即 可 . 

若 所 取 的 有 向 直线 与 某 两 点 的 连 线 垂直 , 则 该 两 点 的 射影 必 重 合 ,所 以 不 
产生 相应 的 排列 . 不 然 ,A ,Az,…,As 的 射影 必 两 两 不 重合 ,因此 ,对 应 地 有 
一 个 排列 . 

设 通 过 点 O 且 与 菜 两 点 连 线 垂直 的 所 有 直线 的 数目 为 k. 显 见 ,k 志 G3 二 
28, 由 此 产生 2k 条 有 问 了 二线 , 依 逆 时 针 方 回 排列 , 设 它 们 依次 是 i » [2 »""" » Lzk ? 
如 图 . 

对 任意 一 条 有 向 直线 (不 同 于 4 ,… ,1z) 一 定 存 在 两 条 相 邻 的 有 向 直线 
1/ ,by1 ,使 得 4 ,L441 按 逆 时 针 方 向 排列 . 显 见 , 对 取 定 的 7, 由 这 样 的 1 所 得 到 的 相应 排列 必 相 同 . 

若 对 不 同 地 4 ，… ,1 的 两 条 有 向 直线 17 ,不 存在 j, 使 得 培 Lii 及 4 ti 都 满足 上 一 段 叙 


(一 
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各 湛 府 浴 聊 诡 窟 O 


狂澜 王 露 


解 题 人 金 钥 是 系 列 


述 中 所 说 的 要 求 , 则 必 有 j, 使 7 i 按 逆 时 针 方向 排列 , 设 4/ 垂直 于 A; 和 Aj 的 连 线 , 显 见 点 Aji 
和 Ai; 在 有 向 直线 /LW 上 的 射影 的 次 序 一 定 不 同 , 相 应 得 到 的 排列 必 不 同 . 

如 上 所 述 ,不 同 的 排列 数 为 2k, 注 意 到 ,k 一 Gs 是 可 以 取 到 的 ,所 以 ,NNs = 二 56. 

12. 设 (u,6b) 为 满足 条 件 的 解 . 


>>0, 有 2c 一世 十 1>>0, 即 > 号 一 有 


rr 人 
因 = 2ab: 一 及 十 1 Dp2， 


因此 ,a 宇 隐 . 

由 大 宇 1 ,即时 之 天 (2 一 六 十 1 则 人 > 玫 (24 一 之 0. 

因此 ,ap, 或 2 一 户 QD 

假设 ol .az 为 a 一 2k5a 十 k(W 一 1) 二 0 的 两 个 解 ,对 固定 的 正 整 数 k 和 6, 假设 其 中 之 一 为 整 
数 . 由 于 ai 十 az 二 2k 产 , 则 男 一 个 也 为 整数 . 

不 妨 设 di 之 a? , 风 | al 之 kb >0. 


又 由 aa 一 &(B 一 1), 则 0 所 az 二 


让 演 后 可 。 沁 沐 员 但 和 由 渭 芍 0 


]) 


k(P—1) -ARCP 一 
al < kb </ 


结合 得 到 as 一 0 或 = 帮 (9 必 为 偶数 ). 
如 末 U2 二 0, 则 bp —1=0. 因此 ,ea —2k,b= 1. 


_b re ob 
如 果 az 一 5 , 则 一 ni 
从 而 ;所 有 可 能 的 解 为 


(ay 站 一 (270,1) 或 (1,20) 或 (8 一 上 ,20) ,其 中 /为 某 个 正 整 数 . 

验证 可 知 , 所 有 这 些 数 对 满足 题 设 条 件 . 

13. 由 前 两 个 方程 得 x 一 y= 二 ply 一 7X) ,二 (r 一 (XY 十 y 十 Pp) 二 0. 

同 理 可 得 (x 一 z)(x 十 z 十 PP) 二 0. 

因此 ,方程 组 的 解 只 有 两 种 可 能 的 形式 (uyuyt) 或 (su, 一 一 ww). 

(1) 若 (usu, 忆 是 原 方程 组 的 解 , 则 志 一 1 二 2pu. 从 而 ,wx 一 p 士 v 产 十 1, 原 方程 有 2 组 解 . 

(2) 若 (uu 一 上 一 起 是 原 方程 组 的 解 , 则 有 忆 一 1 二 一 产 , 当 |p| 二 1 时 ,4 二 0; 当 [pl 二 1 时 ,有 
u 二 十 V1 一 p. 

综 上 所 述 , 若 jpl 之 1, 有 2 组 解 (p 土 VP 十 1,p 土 VP 二 1,p 士 VP 十 1); 

车 |p|<1, 且 |p| 去 去 ,有 8 组 解 ,(1) 中 的 2 组 解 及 ( 士 VI 一 扬 , 士 VI 一 疡 Fp 二 Vi 一 到) 和 


/5 
其 轮换 ; 
车 p 一 庆 , 有 5 组 解 ,(1 中 的 2 组 解 及 (VI 一 产 ,V1 一 六 zp Vi 一 丈 ) 和 其 轮换 ; 


若 2 一 后 ,有 5 组 解 ,(D) 中 的 2 组 解 及 (一 VI 二 ,一 VI 二 六 ,一 p 十 V1 二 疡 ) 和 其 轮换 . 


14. 因为 (zs 十 (Cy')s ,可 以 被 5 整除 又 因 2xy 除 以 5 的 余数 为 4, 即 51 (2xy 一 匀 , 则 y==5k 土 
1 或 5&k 士 2, 此 时 y; = 二 5k. 


: . 和 
i 2 ee 出 
.= - 2 的 ”过 
站 站 人 和 . 站 : 


解 殉 金 钥 是 系 列 


丰 y 王 5k 土 ,由 51( 一 1), 得 51(2x 一 4), 即 51(x 一 2). 设 x=5n 十 2, 得 x 二 5n. 由 于 51(Y 一 
]) ,所 以 ,51(y' 一 1),(y1); 二 y' 一 1. 于 是 原 方程 化 为 

(5n) 十 (y' 一 1) 二 2(5n 十 2)y 十 51， 

(y —5n) —4y =52, 

(y —5n—2y)(y —5n+2y)=52. 

由 于 左 端 两 式 之 差 为 4y, 所 以 ,52 只 能 分 解 为 2 和 26 或 一 2 和 一 26. 故 y== 土 6. 车 6: 一 5n 一 
12 二 2, 无 解 ;着 个 一 5n 一 12 二 一 26, 则 nn 一 10, 此 时 z=52,y== 土 6. 

吞 y 二 5k 土 2, 由 51 Cy 十 1), 得 51( 一 2x 一 4), 邑 5|1(Czr 十 2). 设 二 5n 一 2, 得 xs 二 5n. 由 于 5| 
Cy 十 ,所 以 ,51(y 一 1),(y')s= 二 y' 一 1. 于 是 原 方 程 化 为 

(53n) 二 Cy 一 1)=2(5n—2)y: 十 51， 

(yy —5n) +4y =52. 

由 于 4 交 委 52 ,有 目 y 一 5& 士 2, 则 y= 二 十 2 或 土 3. 

若 = 十 2, 则 n 二 2,x 一 8， 

若 y= 土 3, 则 n= 二 1,x==3. 

综 上 所 述 ,共有 6 组 解 :(52,6)、(52, 一 6)、(8,2)、(8, 一 2)、(3,3).(3, 一 3). 

15. 假设 存在 正 整数 六 ,满足 N=ai 十 十 … 十 a ,2N 二 轴 十 万 十 … 十 到 ,其 中 a as, ,a sb， 


by,… ,bb 是 正 整 数 , 且 对 于 所 有 a.8.7.6, 当 a 关 B.Y 了 6 时 ,从 、 公 之、 迪 都 不 是 2 的 整数 次 宪 ( 包 括 


Up ‘ps “ag “bs 
2 一 1). 


六 涟 五 于 。 六 淇 应 汗 和 聊 六 纺 O 


下 面 证 明 : 对 于 每 一 个 整数 p> 光 (2kN 十 1)?, 均 能 表示 为 若干 个 不 同 的 完全 平方 数 之 和 | 


设 p=4Ne 十 ,其 中 0 二 rS4N 一 1, 因 为 =D (QAN+1) (mod4N), 且 可 (2&N 十 1)? 过 pp, 所 以 
当 r 之 1 时 ,存在 正 整 数 1, 使 得 

p= 52kN+1)? +4Ne. 

当 7r 二 0 时 ,p= 二 4Ni1, 此 时 1==g. 设 1= 2 十 可 225 ， 
则 4Ni=4N22% 二 4N2231 二 (025 十 qo 十 2(2511by)?， 

? fr toy 
所 以 ， 
D) (QRN+ 1)?4Nt >1; 
-0 

容易 验证 ,上 式 所 有 完全 平方 数 互 不 相同 . 

最 后 证 明 止 整数 N 存在 . 因为 

29 一 2 十 5 58 一 3 十 7 ， 

所 以 N=29. 

16.(1) 和 存在 . 设 {c;} 是 任意 正 数列 ,是 满足 ci 之 ci41 及 So<+eo， 又 设 整 数列 {& 满足 1 二 & 二 
k, < ka < , 且 (R， | 一 天， ) CA 之 1 

定义 数列 {a } \ (6, } 如 下 : 

当 n 为 奇数 , 目 志 1 过 41 时 ,定义 ai 二 0 ,6; 二 ci, 则 


+ 一 1 二 =A, -i 十 《天 1 CR 之 A -1 十 |. 


洒 £ 为 偶数 , 且 Rs<Si<<R 时 ,定义 ai 一 Ci Di Ck ; 则 | 

DB， 一 之 及 -1 十 上 

于 是 ,数列 {A， } .\B, ;无界 ,是 Cc; =minla;,b, }. 

(2) 假 设 结论 不 改变 . 车 只 有 有 限 个 i 满足 5, 一 ci , 则 存在 一 个 足够 大 的 1, 使 得 当 i 尖 1T 时 ,有 ;一 
Qi, 所 以 ,ci 一 2a 二 十 ?矛盾 . 

车 有 无 穷 多 个 i 满足 5; 一 ci, 设 整数 列 {,,} 满 足 41 宇 2k,, 且 Bb 一 c ,由 于 数列 {c} 也 单调 下 
降 ， 所 以 ， 有 

CA 一 上 ， Dr, 一 (Ai 一 到 ， ) 一 六 


王 注 后 卉 ， 刍 六 玫 汪 上 凤 证 移 O 


于 是 ,Sc = 十 oo 矛盾 . 

综 上 所 述 ,(1) 的 结论 改变 . 

1 7 。 1 一 4 时 ， 符 Pi ,P;,P;,P 不 是 凸 四 边 形 的 顶 点 ， 不 妨 假 设 PP 在 八 PiP;P， 的 内 部 ， 则 1 一 
2 一 0 一 0,ai 一 1, 所 以 1(C9) 一 | 

假设 P,P; ,P ,PP 是 一 个 是 四边形 的 顶点 ,如 果 人 Pi 十 人 Pi 之 180", 则 人 Pi 十 人 Ps 过 180". 所 
以 ， 

2 一 必 一 1 一 ad 一 0,70) 一 2. 

同 理 , 如 果 二 Pi 十 了 P:<180", 则 一 P: 十 Pi 二 180 ,所 以 ， 

4 一 3 一 0,az a 一 1,m(S)=2. 

下 面 考虑 一 般 的 情形 . 

数 m(S) 是 对 所 有 满足 条 件 的 点 对 (Pi,PiP;Pi) 计 数 , 其 中 (P,, PP;P;) 表 示 包 含 P 的 圆 
Pj;PjP 的 数目 ,1 委 上 mw. 对 于 S 中 的 由 四 个 点 构成 的 每 个 集合 {Pi ,Pj,Pi,Pi} 有 四 种 可 能 , 即 (P， 
P;PiP,),(P;, PPP;),(P; ,PiP;P;) 和 (Pi,P;P;P;) 有 可 能 贡献 一 个 1 到 mx(S) 中 .如果 这 四 个 点 组 
成 一 个 是 四 边 形 , 则 这 四 个 点 对 中 怡 有 两 个 点 对 各 贡献 一 个 1 到 m(S) 中 ,否则 这 四 个 点 对 中 只 有 一 
个 点 对 贡献 一 个 1 到 CS) 中 . 

如 果 记 aCS) 和 6(S) 分 别 为 S 中 凸 四 边 形 和 不 能 构成 凸 四 边 形 的 四 点 组 的 数目 , 则 

MMS) 一 2a(9S) 十 DC09). 

又 因 a(9) 十 BCS) 一 (Cr， 

所 以 ,m(S)=G; 二 a(S). 

下 面 证明 f(n) = 二 2C 满足 条 件 . 

如 果 S 中 的 点 是 西边 形 的 项 点,; 则 a(t 引 )==G,. 所 以 ， 

m(S)=20 = f(n). 

反之 ,如 果 m(S) 二 了), 则 a(5S) 二 G, 所 以 ,由 S 中 每 四 个 点 所 确定 的 四 边 形 均 为 凸 四 边 形 . 因 
此 ,S 中 的 点 是 凸 n 边 形 的 项 点 . 

18. 存在 . 

a 二 b= 二 < 二 1, 则 mm 一 12. 今 


1 l2 pla,b,e) 
二 十 三 二 二 二 十 一 a 二 b+c abctadtbt+e) 
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DD 三 者 刀 人 :| > 0 


其 中 pl(a,6b,c) 二 a* (8 十 c) 十 世人 cec 十 四 十 ca 十 人 十 a 十 8 十 c 一 9apc. 


各 ,所 以 ,y ab 是 其 另外 的 _ 一 个 解 


设 ao 一 &i 一 ar 一 1 定义 


地 Ei 1 
gt = n>1), 


我 们 证 明 下 面 的 结论 : 
(1)an1|(aanti 二 1); 
《2)a， | (an—1 十 Qnt1 ); 
(3)ant] (as-1Q; 十 1). 
其 中 人 1 一 ] sn .an+1 均 为 正 整 数 . 
当 wn 二 1 时 ,以 上 3 个 结论 显然 成 立 . 
假设 2 一 & 时 以 上 3 个 结论 也 成 立 . 
由 (1) 得 as_1|(ararri 十 1), 即 Qt-1 与 4 互 素 , 且 (tk 一 1 |[ (Casarr 十 1 ast ar-1j; 
由 (2) 得 Uk | Cas_1 二 arr1) ,8 a | (asd 1 十 Gk+1 十 Cs 一 1 1) ;所 以 ， 


CC 一 1 (akat8+1 十 Ge+l ari )， 
化 大人 天 十 十 1 
即 Ck | (mt 0 ,+1) —arriar4+2 十 1]. 
k— 


于 是 , 当 n==& 十 1 时 (1)? 也 成 立 . 

同 理 , 由 于 (tt 一 :与 at+l 也 互 素 ， 且 a | 《ararsi 十 1 十 aras_1)，, 由 (3) 得 as+l a 1Qx 十 1), 有 as+l 
Car-iQi 十 1 十 arxar+t1). 有 所以， 

Rk—1 tk 1 [ta (ak-1 十 ak+1 ) 十 1j， 


即 Ck 十 1 ] la + ) = 十 Qkt2， 


Uk— 1 
于 是 , 当 n= 二 十 1 时 (2) 也 成 立 . 
由 w+z 的 定义 及 (1) 知 at+* 是 整数 , 且 artz | (axasri 十 1). 
于 是 , 当 ”一 上 十 1 时 (3) 也 成 立 . 
从 而 可 得 数列 {a,) ,当主 2 时 严格 递增 , 且 plas ,arti ;artz) 二 0; 即 (4, ,arti,ant2) 是 原 方 程 的 
解 ,{as} 二 {1,1,1,2,3,7,11,26,41,97,1953.…}. 


第 7 章 有 反 证 法 


性 淡 五 玫 。 六 湛 雇 洽 子 订 改 0 


A 组 


1. 假设 a(1 一 一 从 之 二 ,b(1—c) > 一 ,cl1 一 4) 之子, 由 条 件 知 ,1 一 a 之 0,1 一 6>0,1 一 c 之 0. 构造 


特殊 式 t 二 a(1 一 6) ，b(1 一 c)，c(l1 一 a). 一 方面 ， 


6 
‘< (oo 人 5 十 CC 十 1 2 一 冲 ， 


3 上 
万 一 方面 ,t>( 7) 一 机, 矛盾， 


() 

解 是 故 三 个 数 中 至 少 有 一 个 不 大 于 于 

金 2 假设 p 为 奇数 , 则 41 一 1)as 一 人 07 一 /7 均 为 奇数 ,构造 特殊 式 

下 上 一 (qi 一 1 十 (as 一 2) 十 十 (az 一 7). 一 方面 ,一 (Cu 十 十 人 … 十 ao 一 人 1 十 2 二 二 7 了) 一 0, 为 偶 
系 量 数 . 

列 另 一 方面 ,由 假设 1 等 于 7 个 奇数 的 和 ,应 为 奇数 ,矛盾 ， 

训 故 p 必 为 偶数 . 

中 3. 假设 从 空间 一 点 至 少 可 以 引出 27 条 射线 ,其 两 两 夹 角 不 小 于 也 ,构造 特殊 几何 体 : 

长 


以 每 条 射线 为 轴 , 以 该 点 为 顶点 作 母 线 与 轴 的 夹 角 为 = 的 圆锥 ,由 假设 这 些 圆 欠 是 不 相 重 全 的 ， 


再 以 该 点 为 球 心 作 一 个 单位 球 . 
上 述 圆锥 在 球面 上 至 少 截 得 27 个 互 不 重合 的 球 冠 ,每 一 个 球 冠 面 积 为 


2nh =2n(1—cos —), 


8 
球 冠 总 面积 S 之 27。2x(1 一 cos 5)>27r(2—1, 85) >47. 


另 -- 方 面 , 球 面积 为 4%, 矛 秆 . 故 射线 不 超过 26 条 . 

4. 假设 有 一 机 场 O 〇 降落 的 飞机 超过 5 架 , 不 妨 设 为 6 架 , 它 们 分 别 来 自 A、B.C.D、E.F 这 6 个 
机 场 ,构造 特殊 模型 ,如 图 . 

“A 到 O 的 距离 与 A 到 B 的 距离 不 等 ， 

.OA<AB. 

同 理 OB 一 4AB， 

故 在 A4BO 中 ,4B 为 最 大 边 ， 


/AOB 大 于 于 


同 理 BOC, /COD, /DOE, /EOF, /FOA 都 大 于 三 ,于 是 这 6 个 角 之 和 大 于 2r, 这 与 它 


们 之 和 为 2r 矛盾 , 故 任 一 机 场 降 落 的 飞机 都 不 能 超过 5 淋 . 
5. 设 完全 数 等 于 7x(x>4) ,其 中 不 是 7 的 倍数 . 于 是 ,72 的 所 有 正 约 数 ( 包 括 7n) 可 以 分 为 形 


如 了 与 74 的 “ 数 对 ”, 从 而 7n 的 所 有 正 约 数 的 和 ( 即 14m) 可 被 8 整除 ,因此 nn 是 4 的 倍数 . 注意 到 地 


nnn 了 寻 , 芋 和 1 是 7n 的 互 不 相同 的 正 约 数 ,而 它们 的 和 等 于 74 十 1>>7n, 从 而 7n 不 可 能 是 完全 
数 , 导 致 巴 盾 . 


B 组 


1. 最 少 可 能 有 51 对 “好 的 ” 邻 数 . 
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例如 ,首先 将 1 到 100 按 顺 时 针 方 向 依 递增 闫 序 摆 放 在 圆周 上 ,然后 分 别 交换 2 和 3,4 和 5,…， 
98 和 99 的 位 置 ,在 所 得 到 的 放 法 1,3,2,5,4,… ,99,98,100 中 就 恰好 含有 51 对 “好 的 ” 邻 数 . 

(1,3),(3,2),(5,4),(7,6),"*,(97,96),(99,98),(98,100). 

下 面 证 明 “ 好 的 ” 邻 数 对 的 个 数 不 少 于 51. 为 此 , 先 证 明 : 在 任意 2 个 相交 的 “对 ”中 ,至 少 有 一 对 
是 好 的 . : 

假设 存在 相连 摆 放 的 个 数 Ui G2 sda U4 ts ,使 得 (a， ta ) 与 (a sa ) 都 不 是 好 的 ， 

不 失 一 般 性 ,可 以 认为 a1 一 Qz da 全 Q4 >as. 但 为 一 方面 ， 由 于 数 对 (a 9 C4 ) 不 是 好 的 ,所 以 ， 必 有 
a >as >as, 又 由 于 (az yas) 不 是 好 的 ;所 以 ,a 过 a 过 as. 从 而 ,a 这 az 这 as 之 as 之 al; 不 可 能 . 

这 样 一 来 ,好 的 邻 数 就 至 少 有 50 对 . 若 恰 好 为 50 对 ,那么 “好 的 ”与 “不 好 的 " 邻 数 一 定 只 能 是 
交替 出 现 . 但 如 果 我 们 考察 数 100 两 侧 的 数 a，; ,a;. 1 ,100,ai al 那么 , 易 看 出 数 对 (a ai) 一 定 
是 好 的 ,这 是 因为 100(>a 过 ai21) 这 ajw2 达 ai43. 同 理 , 数 对 (a;_;,a;_1) 也 一 定 是 好 的 . 这 就 表明 ,“ 好 
的 ”与 “不 好 的 ” 邻 数 对 是 不 会 交替 出 现 的 . 

2. 假设 题目 的 结论 不 真 . 

选取 1 条 直线 /, 使 其 不 与 集合 G 中 的 任何 1 个 向 量 垂直 . 于 是 ,G 中 至 少 有 ?2 个 向 量 在 直线 /上 
的 投影 指向 同一 方向 , 设 它们 为 e1 ,ez ,…,e,. 在 直线 :上 取 定 方向 ,使 得 这 些 和 向 量 的 投影 所 指 的 方 
向 为 负 . 再 在 集合 G 中 选取 nn 个 向 量 fi ,fc，…, fi. 使 得 它们 的 和 在 直线 ;上 的 投影 的 代数 值 s 达到 
最 大 . 虫 题 中 条 件 (2) 即 ;二 0. 

由 条 件 (1) ,可 以 找到 nn 一 1 个 向 量 ,az ,… ,an-1，, 使 得 

万 十 户 十 和 十 广 三 一 (aa 十 az 十 十 Cl) 

显然 ,至 少 有 某 一 个 冲 量 Ci 不 出 现在 上 式 右 端 ,不 妨 设 其 为 01. 从 而 ,ai 十 az 十 … 十 ar 十 el 的 
投影 为 负 , 且 其 绝对 值 大 于 >. 

再 由 条 件 (2) 知 ,又 可 以 找到 N 个 向 量 , 使 得 它们 的 和 等 于 一 (@ 十 如 十 … 十 or- 十 ea) ,从 而 ,该 
和 的 投影 代数 值 大 于 *. 此 与 我 们 对 所 ,fe，…,f 的 选取 相 秘 慎 . 

3, 因为 2x2401 一 天 11 二 2(3zw 十 2y% 一 4x 十 3yn) 二 2 如 一 二"… 王 2xf 一 Yi 二 2, 即 证明 方 种 
275 一 yy 二 2 和 2x 一 y= 二 2 均 无 下 整数 根 . 

假设 27' 一 y ==2 有 解 , 令 y= 二 2z, 则 原 方程 化 为 (x 一 1)(x 十 1) 二 2 ,其 中 zx 之 3, 且 为 奇数 .由 
于 x 二 1 与 一 1 之 差 为 2, 则 一 定 有 一 项 不 是 3 的 倍数 ,不 妨 假设 一 1 不 是 3 的 倍数 . 由 于 (z 一 
1 二 十 1) 二 2, 利 用 (一 (十 1) 二 2 ,可 得 灌 一 1 一 af? ,其 中 a==1 或 a 二 2. 由 于 《x 一 1)(x* 十 x 十 
1) 二 a ,月 (x 一 了 ),z 十 x 十 1]) 二 (x 一 1,《x 十 2) (zx 一 1) 十 3) 二 (x 一 1,3)==1 及 x 一 1 是 偶数 ,所 以 ,无 
论 a 二 1 或 a 二 ?2, 均 存在 1 的 因数 4 ,使 得 式 十 x 十 1==#f, 但 是 ,x 之 x 十 x 十 1 之 (x 十 1) ,矛盾 假设 
zs 十 1 不 能 被 3 整除 , 同 理 可 得 zz 一 x 十 1 二 芋 , 当 XY 宇 3 时 ,zx 一 1 之 一 Xx 十 1 , 歼 盾 . 


假设 27° —¥y =2 有 人 解 , 令 y 一 2z, 则 原 方程 化 为 5. 2) ,因为 (三, 她 =)==1, 所 


以 有 一 用 ,= ,于 是 邓 一 好 一 上 在 慎 . 


4. 假定 存在 这 样 的 图 , 它 的 每 个 顶点 的 度数 都 大 于 2, 但 该 图 中 的 任何 一 个 圈 的 长 度 都 可 第 3 
整除 . 我 们 来 考察 具有 这 种 性 质 的 顶点 数目 最 小 的 图 G. 显然 ,该 图 中 存在 着 长 度 最 小 的 图 4 ,该 图 上 
的 任意 两 个 不 相 邻 的 顶点 之 间 没 有 边 相 连 . 又 因 每 一 顶点 的 度数 都 大 于 2, 所 以 圈 Z 上 的 每 个 项 反 
都 有 一 边 与 图 外 顶点 相连 . 设 圈 2 依次 经 过 顶点 A, ,As，… ,Ax. 假定 存在 连结 顶点 A。 和 A, 的 不 包 
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售 轿 2Z 上 的 边 的 路 径 S. 我 们 来 分 别 考察 由 路 么 S 和 2 的 “两 半 ” 所 组 成 的 圈 Z! 和 Zi. 由 于 这 两 个 立 
的 长 度 都 可 被 3 整除 ,不 难 推 知 路 径 S 的 长 度 也 可 被 3 整除 . 特别 地 ,对 题目 中 所 给 出 的 图 ,可 知 它 
的 任何 一 个 不 在 QZ 上 的 顶点 X ,都 不 可 能 有 边 与 2 的 两 个 不 同 顶点 分 别 相连 . 此 外 ,由 圈 Z 上 的 顶点 
所 连 出 的 不 在 圈 上 的 边 , 应 分 别 连 四 各 不 相同 的 顶点 . 

我 们 来 作 另 外 一 个 图 G ,把 图 G 中 圈 Z 上 的 所 有 顶点 Ai ,As ，…A4x 合 并 为 一 个 顶点 和 ,保留 
所 有 不 在 图 Z 上 的 顶点 及 它们 之 间 所 连 的 边 , 且 分 别 用 边 将 A 同 原来 与 Z 上 的 顶点 有 边 相 连 的 项 
点 逐一 相连 , 易 知 A 的 度数 宇 3k. 于 是 ,图 GG 中 的 顶点 数目 少 于 图 C, 而 每 个 顶点 的 度数 仍 都 大 于 2. 
于 是 ,按照 前 面 所 证 的 结论 ,图 G1 中 的 任何 一 个 圈 的 长 度 都 可 被 3 整除 . 这 样 一 来 ,我 们 便 得 出 了 了 于 
盾 :因为 如 前 所 言 , 图 G 是 具有 这 种 性 质 的 顶点 数目 最 小 的 图 . 

这 样 一 来 ,在 任何 所 有 顶点 的 度数 都 大 于 2 的 图 中 ,必定 存在 长 度 不 能 被 3 整除 的 圈 . 接 下 来 只 
需 把 这 一 断言 应 用 于 我 们 的 题目 ,并 以 城市 作为 顶点 ,以 道路 作为 边 即 可 . 

9. 设 这 nM 个 点 的 集合 Vo= {A ,AAI , A 9 ‘A, } 为 全 集 ,人 记 A., 的 所 有 邻 点 (与 A， 有 连 线 段 的 
点 ) 的 集合 为 B; ,Bi 中 点 的 个 数 记 为 | Bi | 二 6; ,显然 . Dh 一 2 Hb(n1),i=0,1,2,." ,nO—1. 

夺 存 在 5 二 nn 一 1 时 ,只 须 取 


= D+ + Dm DTD + 


则 图 中 必 存 在 四 边 形 . 因此 ,下 面具 讨论 5 过 nn 一 1,1 一 0,1,2,…,n 一 1 的 情况 . 

不 妨 设 9 十 2 友 过 n 一 1. 

用 反 证 法 , 若 图 中 不 存在 四 边 形 , 则 当 i 关 7 时 ,B; 与 B; 无 公共 点 对 , 即 |B; (1B) | 所 1(0<&1<J] 寺 
n 一 1). 因此 ， 

|B;NMBo |26—1,i=1,2,… ,nn 1. 

故 V 门 B 中 点 对 的 个 数 二 Cx。 


1 一 _ n-- 1 
之 和 (Bf Bo 中 点 对 的 个 数 ) 二 和 Clan 


nn ] 
宇 光 G -1( 当 所 二 1 或 2 时 , 令 C1 二 0) 
n~-1 
= (6 —3b+2) 


ni 
二 [CE > Sb, 、 上 二 20 一 1 
> | n—1 CT - ) | 


i 
=o0m 2 bo nl1)(2l bo 2n-+ 2) 


上 
on na 9th) ng gq nt3 ob). 


故人 n 一 1)(n 一 By)(n 一 ,一 1) 
之 (ng 一 g 十 2 一 各) 一 g 一 ?十 3 一 加 ) 
即 gfC9 十 1)(2 一 名 ) (nb —1) 
之 (ng 一 g 十 2 一 各)(ag 一 4 一 2 十 3 一 各 ). (D 
而 (ng 一 g 一 nn 十 3 一 6) 一 qn 一 b, 一 1) 
一 (gg 一 1)po 一 7 十 3 


玫 经 曲 


之 (9 一 1)(49 十 2) 一 ?十 3 一 0， (2) 
及 (ng 一 g 十 2 一 bo) 一 (g 十 1) (n 一 bo) 

=—gbo—g—n2 

宇 q(g 十 2) 一 gq 一 n 十 2 二 1>0. (3) 


由 加.@ 及 (nn 一 bo (g 十 1),(n 一 bw 一 1)g 和 缘 是 正 整数 ,得 

(ng—g 二 2 一 bo ) (ng 一 g 一 nn 十 3 一 Bo)>q(g 十 1)(n 一 bo) (nn 一 bo 一 1). 

而 这 与 所 得 的 式 由 相 巴 盾 , 故 原 他 题 成 立 . 

6. 假设 存在 多 项 式 P(x) .Q(x) ,使 得 题 日 的 断言 不 成 立 ,我 们 来 考察 其 中 的 次 数 最 低 的 P(x). 
分 别 将 P(rz) 和 Q(x) 的 次 数 记 为 n 和 k. 显然 ,将 多 项 式 乘 以 非 0 常数 后 ,不 影响 证 明 本 题 , 故 可 设 
P(x) 和 Q(x) 的 首 项 系数 都 是 1. 易 知 ?六 1, 因 看 不 然 ,我 们 可 设 SCz) 王 PCz) 一 1. 

引 理 ”次 数 n 能 被 次 数 & 整除 . 

引 理 的 证 明 : 称 T(x,y) 是 二 元 多 项 式 T(x,y) 的 “老伴 ”, 如 果 TCr,y) 是 由 T(x,y) 中 的 所 有 最 高 
次 的 项 构成 的 多 项 式 ( 注 意 :二 元 多 项 式 中 任 一 项 的 次 数 等 于 x 的 次 数 与 y 的 次 数 的 和 ). 例如 :了 工 
(Xx,y) 二 x 十 37?y 十 7 一 2y ,那么 , 它 的 “老伴 ”就 是 T(x,y) 二 十 37 y; 易 知 

Ti yr y= Tr,y) * T(x,y). 

故 一 y 二 P(x) 一 Py) 二 R(xzyy) * Q(T)— QOy)=R(r, yr my), 
即 ww 一 y' 整除 x* 一. 

如 果 n= 二 gk 十 r, 其 中 0 才 r<<k, 则 有 

my =r (ry (xy) 

—zx (yA yr Oy) 
从 而 ,Flzx,y) 二 (TT 一 y ) 整 除 江 一 六 ,但 是 ,其 xz 的 次 数 小 于 ,这 当 且 仅 当 r= 二 0 时 才 有 可 


引 理 证 毕 . 
下 面 接着 证 明 原 题 . 
观察 多 项 式 Pi (x) 王 PCz) 一 QE (x) 和 Q(z), 它们 仍然 满足 题 中 条 件 


Pi(x)—Pi(y={Rr,y)—[QE zr) +OQE TQ HQ YLQC) 一 QCy)]. 

然而 ,Pi(x) 的 次 数 却 低 于 P(z) 的 次 数 ,所 以 ,存在 某 个 Si(zx) ,使 得 PCz) 一 SCQGCz)). 这 样 一 
来 ,如 果 令 S(zx) 二 Si(z) 十 x* ,那么 ,就 有 

P(x)=Pi (x)+Q (rx)=S(Q(z)). 

这 与 我 们 对 P(z) 的 选取 相 了 矛盾 . 

7. 假设 任何 两 行 与 任何 两 列 所 交 成 的 4 个 方 格 中 都 有 某 两 个 同色 ,为 方便 起 见 ,将 4 种 颜色 用 
1 至 4 编号 .将 位 于 同一 列 中 的 两 个 异 色 方 格 称 为 “对 子 ”, 将 位 于 同一 列 或 同一 行 中 的 两 个 同色 方 格 
称 为 “吻合 ”, 将 “对 子 ” 按 所 出 现 的 颜色 分 为 6 种 类 型 {1,2},{1,3),{1,4),{2,3) ,12,4}),{3,4}. 

观察 其 中 任意 两 行 . 我 们 来 证 明 在 这 两 行 间 有 不 少 于 25 个 “吻合 ” 这 两 行 间 按 同 列 关 系 共有 
100 对 方 格 ,在 我 们 的 假设 之 下 ,任何 两 对 方 格 中 都 有 同色 的 方 格 , 所 以 在 这 两 行 间 至 多 出 现 3 种 不 
同类 型 的 “对 子 ”. 不 难 验 证 ,从 本 质 上 说 ,只 可 能 有 如 下 两 种 情况 :或 者 所 有 “对 子 ” 中 都 含有 1 号 色 
的 方 格 ,或 者 这 3 种 类 型 为 {1,2} ,{1,3) 和 {2,3). 我 们 分 别 考察 这 黄种 情况 . 

在 第 一 种 情况 下 ,所 有 的 “对 子 ” 都 含有 1 号 色 方 格 ,所 以 “对 子 ” 的 数目 不 多 于 这 两 行 中 1 号 色 


ca 
ep 


本 光 捷 可 ， 联 洪 亿 浊 由 渍 区 


疾 演 各 可 。 辽 洪 况 赣 孙 离 蒿 0 


加 


A 


灸 守 经 典 


天 
工 


方 格 的 总 数 , 即 不 多 于 50. 从 而 在 两 行 间 有 不 少 于 50 个 “吻合 ” 

再 看 第 二 种 情况 ,此 时 所 有 的 “对 子 ” 只 能 为 {1,2),{1,3} 和 {2,3} 这 3 种 类 型 . 此 时 这 两 行 中 的 4 
号 色 方 格 均 与 4 号 色 方 格 同 列 , 因 此 有 不 少 于 25 个 “吻合 ” 

由 于 上 面 所 说 的 “两 行 ”" 是 任意 选 出 的 ,所 以 我 们 证 得 了 任何 两 行 间 都 至 少 有 25 个 “吻合 ” 这 就 
表明 ,在 方 格 表 中 至 少 有 2， Co。，25 二 25X 99X100“ 对 ”同行 或 同 列 的 同色 方 格 . 但 事实 上 ,在 每 一 
行 . 每 一 列 中 都 恰 有 每 种 颜色 的 方 格 各 25 个 . 因此 同行 或 同 列 的 同色 方 格 对 数目 应 为 200 ， Gs ， 4 二 
24X100. 由 于 25X99 汪 >24X100, 得 出 矛盾 . 所 以 , 必 有 某 黄 行 、 菜 两 列 所 交 成 的 4 个 方 格 均 两 两 异 
色 , 即 分 别 被 染 为 4 种 不 同 颜色 . 


第 8 章 ”数学 归纳 法 


A 组 


1. 当 n 二 1 时, 不等式 显然 成 立 . 当 ”一 2 时 , 易 证 不 等 式 成 立 . 
] 


十 1 pk 
当 n= 上 十 1 时 ,有 边 二 (全 9) 一 (于 2) 2 入村 (从 十 共 ) Ce 十 六 一 本 (at 十 扩 十 


att +a’b). 
要 使 上 式 不 大 于 坟 (ac 十 t"') ,中间 还 有 一 段 距离 ,经 分 析 如 能 证 明 辅助 命 题 :a 十 eb 二 


a 十 所 11, 则 问题 可 以 迅速 解决 ,而 这 个 辅助 命题 用 比较 法 容易 证 明 , 故 可 证 得 当 mm 二 上 十 1 时 ,命题 
成 立 . 
2. 当 n 一 2 时 ,a 。， a 之 a 十 as 一 1 成立. 假设 nn 二 kk 时 ,a 。， az。 …， 不 全 4 十 az 十 … 十 性 十 (一 
&) 成 芯 . 当 n= 二 处 十 1 时 , 则 Ql "dd2 ”人 ar+1 > Lai 十 a2 十 … 十 ax 十 (1 一 上 )] *” Ug+l. 

而 [i 十 Qs 十 十 ap 十 (1 一 Rj * cl 一 (十 az 十 十 下 十 at 一 有 一人 al 十 az 十 十 性 一 到)。 
(ar41C—1). 

又 ”0<-a < 所 |， 

得 ai 十 az 十 … 十 弘一 < 0， 

上 日 easy 一 1<0， 

即 (Cai 二 azs 二 二 dr 一 kk) * (arti—1)~>0, 

故 [a 十 az 十 一 十 十 (1 一 | * Qiiil 祝 Qj 十 Gz 十 十 4 十 Qt1 一 上 

由 数学 归纳 法 原理 可 知 , 命 题 对 nEN 成立. 

3. 今 xz 一 cosg 十 isin0, 则 zx 一 cos0,y 一 sin0 且 cosbsing 为 有 理 数 . 

z2 一 cos270-isin2720, 从 而 

| xz 一 1 一 (cos2n0 一 1] 十 sin 270 一 V2 一 2cos2710 一 21sinzb0|. 

当 n= 二 1 时 ,cosbsing 为 有 理 数 , 由 题 设 知 命题 显然 成 立 . 

假设 2 一 & 时 ,cos&b sinkl 为 有 理 数 ， 
则 sin(& 十 1)0=- singcosRb 二 cosOsin&l。 
cos(& 十 1)0-= costcosk0— sinOsinkd. 
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当 7 一 上 十 ] 时 ,cos( 上 十 1)0sin(k 十 1)0 也 是 有 理 数 ， 

由 数学 归纳 法 原理 可 知 , 对 一 切 nEN,sinn9 都 是 有 理 数 , 即 |z” 一 1| 是 有 理 数 . 

4. 由 于 直接 验证 n==2 时 比较 困难 ,采用 “起 点 前 移 ” 的 方法 . 

考虑 ”一 时 ,由 于 三 角形 没有 对 角 线 , 旦 任意 两 个 项 点 不 同色 ,从 而 结 t 成 

假设 当 n 志 kk 时 ,结论 成 立 , 考 虑 n= 二 & 十 1, 对 2k 十 3 边 形 的 顶点 Ai ,As，…,Az43 ,其 中 必 有 一 个 
顶点 不 妨 设 为 Al ,使 得 和 它 相 邻 的 两 个 顶点 A 和 Az+s 不 同色 , 否则 ， 和 每 一 个 顶 点 相 邻 的 两 个 顶 
点 都 同色 ,但 2& 十 3 为 奇数 . 这 不 可 能 . 连结 A2Azr4;3 ,把 28 十 3 边 形 分 成 AAA:Ax+s 和 加 十 2 边 形 
A2A;'……Az+3 对 2k 十 2 边 形 Az:A: …A4Ax+s 有 : 

中 如 果 在 顶点 AAA Azk+3 中 ; 恒 有 (一 1 与 Ci 十 ] 同色 , 则 这 些 顶 点 被 间 隐 地 染 上 了 两 种 颜色 . 
且 它 们 和 Al 不 同色 ,从 而 连接 AAA ,AiAs ,AlAn+3 ;就 把 Zk 十 3 边 形 分 成 了 Zk+ 1 个 三 角形 , 且 
其 中 的 时 一 条 对 币 线 的 六 点 不 同色 . 

加 顶点 4: ,As，,… ,Azx+s 中 存在 一 顶点 不 妨 设 为 4:, 和 它 相 邻 的 两 个 顶点 As、As 不 同色 ,连接 
As .4 ,对 2 十 1 边 形 4A,…A4x+s ,利用 归纳 假设 , 它 可 分 成 若干 个 三 角形 ,其 中 对 角 线 端点 不 同 
色 , 册 加 上 和 AAA Az A2k+3 和 和信 A2A; 和 A ,全 和 对 <R 十 3 边 形 Ai A Azts 也 是 如 此 . 

综 上 由 数学 归纳 法 原理 ,结论 对 一 切 日 然 数 成 立 . 

5. 直接 由 n=k 证 n= 二 k 十 1 难 ! 根据 题目 的 结构 特征 ,加 大 跨度 ,增加 验证 起 点 ,然后 由 假设 
n 二 成立, 推论 n= 二 k& 十 2 时 成 立即 可 . 


当 n 一 1 时 ,左边 一 z 十 二 >/z。 二 一 2 一 1 十 1 成立. 


当 n 二 2 时 ,左边 二 十 如 十 Xx 了 守 Vx *，Xx “十 1 二 2 十 1 成 立 ， 
假设 n= 二 时 ,命题 成 立 , 而 


-十 十- 十 工 
碎 十 友 - 十 1 
zt2 十 ( 雁 十 双 -2 十 … 十 


命题 成 立 . 

由 数学 归纳 法 原理 可 知 , 命 题 对 zE N 成立. 

6. 因 dn dn 一 Qn+ ? 

则 as 和 a(] 一 a。)， 路 
多 an >0， 

则 “0< ce << lzEN)， (2) 
当 nn 二 1 时 ,由 @ 知 命题 成 立 . 假设 "一 上 时 ,命题 成 立 , 现 要 证 ， 


Cr < 一 . et 


由 岂 式 只 需 证 ai (1 一 a ) < 
鉴于 ai 的 不 确定 性 , 需 分 类 讨论 . 
sle 1 


-和 十 去 ) 十 启 8 之 和 十 十 k 十 1 之 2 十 k 十 1 一 Ck 十 2) 十 1 


性 淡 匡 避 。， 注 洪 咎 玲子 风 蕉 O 


dri Ear (1—ar)<as < ; 


ve 1 
(2) 当 二 站 之 a4 志 二 时 ， 


dinar (la) < (1— 1)— Ei: 


由 数学 归纳 法 原理 可 知 :a, < 一 CnE N) 成 立 


7. 由 题 设 知 a 1, 若 设 必 >1, 则 很 难 由 递 推 公式 ce 一 ta 推出 est 二 1. 因为 这 里 as 出现 
在 分 母 上 . 为 了 得 到 ai41 之 1, 应 知道 w 小 于 某 个 数值 ,而 这 一 点 恰恰 无 法 从 归纳 假设 之 1 中 得 到 ， 
为 了 解决 这 个 困难 ,我 们 来 证 明 “ 对 一 切 n€ N, 有 1<a, 过 和 二 -”, 这 显然 是 一 个 比 ,“4, 之 1” 还 要 强 的 
命题 ,但 证 明 却 容易 得 多 ! 

当 ”一 1 时 ,ai 一 1 十 a 一 


尺 汪 如， 沁 潜 调 注 和 队 厢 芒 O 


l—a’ 
1 一 


假设 n 二 上 时 ， 有 1]<ax< 一 -, 则 "一 & 十 1 时 ,as 一 二 十 o>>- 下 -十 一 1 一 a 十 a 一 1， 


] 一 


同时 ， 


2 
os 一 二 十 ao<1 二 ar 一- a ol 
la “1—a 
好 ”nn 二 上 十 1 时 ,结论 成 立 . 


故 对 一 切 nEN, 有 1<a, 二 


、 _ 7 1 
> 设 a 二 和 2 一 2 


则 ai 一 了 antl .ll 一 开 二 十 2 。 术 十 … 十 刀 


由 az 一 2,as 一 3 一 全 ,一 二 ,猜想 :ws 二， 


由 a 一 2,43 一 3,44 一 起 ,a 一世 , 易 知 a 过半 (2<h<<5) 成 立 


3 
设 ws Ce>5)， 
_ 上 十 1 & 十 1] k+l 10 k+l] 8 1 8 l 10 
n—1 
BB 一 之 7 i 4 


9. 由 n 一 上 成 立 推 n==k 十 1 成 立时 很 困难 , 即 由 1 十 去 十 … 十 六 2 ,很 难得 到 1 十 元 十 总 十。 十 
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TiE<2. 由 此 考虑 加 强 命题 


求证 :1 十 吏 十 … 十 广 <<2 一 广 (n>2) (x) 

事实 上 , 当 n= 二 2 时， AD 

假设 n=k 之 2 时 ,1 十 训 十 … 十 说 达 2 一 二 成立 ,那么 1 十 这 十 … 十 六 十 本 一 <<2 一 证 十 
< 一 i a 


故 由 数学 归纳 法 原理 知 不 等 式 ( x ) 成 立 , 从 而 原 不 等 式 成 立 . 

10. 7 一 1] 时 ya 十 pr 二 十 二 (a 十 D(a 一 ab 十 下 ) ,结论 成 立 ; 假 设 n= 上 时 结论 成 立 , 即 
(a 十 六 | (as 和 十 2 ) 此 时 不 妨 设 a*t 1 十 ?1 一 (a 十 65)M,MEZ, 当 nn 一 上 十 1 时 ,a*“* 0 十 
pe'*ti)+! —a*! 3 -1 3 — +3 — a*t! 机 pb 二 a 人 <"! . ph 3 — 1 +] (a -六 ) pb (ce 十 bet ) _ 
(aa 十 b 所 [as+ ae 一念 十 世人 ,从 而 (十 Dec 十 天 人 和) 综 上 ,由 数学 归纳 法 原理 知 结 论 成 


| 1 . 由 已 知 易 得 一 元 一 人 声 让 4s =25; 一 地 < -< ;0 二 89; 从 而 3 = 342 十 Za1， 
Qi — 343 iad? ,于 是 猜测 有 dn 一 an | 十 CQ， 2 (n>2)( x* ), 显然 当 n 二 3 上 时, 其 ) 式 成 立 且 3 0, 设 


< 


3 过 nk 时 ,( x ) 式 成 立 且 a 之 0; 则 上 = 3 时 ,| |= clik>3 时 ,at s>>0,ats>0,at = 


a 
3ar_2 二 2ar. 3 2 ,从 而 | < 上. 


ak_ _— Qk (Bak-1 十 CQ 2) 一 3a 十 2a4_1 一 Dak 1 — Adk-2) — 3a 二 2a ;一 20 
Uk--] Uk— 1 Uk—1 Wk— 1 
2 
2 | | 一 全 二 | << 方 ,根据 ar 的 定义 ,qr = 
Ch. 1 Hk- 2 
3ap 二 2a.1 9 因此 ， 数学 归纳 法 原理 对 _ 切 nn 之 3( % ) 式 成 立 日 dn >0, 
从 ( * ) 式 可 看 出 9 Un 与 a, 1 的 奇偶 性 相同 (mn 汪 2) 9 因此 ,一 切 ar (2) 都 与 az 一/ 的 奇偶 相同 ， 
从 而 a (n 宇 2) 都 是 奇数 . 


12. 当 n=3 时 ,一 < 一 一 二 一 (一 D3 ， 5 , 命 是 成立. 当 n= 二 4 时 ,a 二 和 ,一 高 一 


2 
Hk—1 Uk 


(一 D4 生命 题 亦 成 立 . 设 mA 时 ,ae 一 (一 D) 和 则 =k 十 2 时 ,asz 一 伟 二 2 一 1 
kl |v, 
人 十 下 一 
13. ai 一 ryas = pri+r ,03 二 pr 十 pr 十 ,由 此 猜测 0 一 加 rt 十 十 pr 十 rr 
( 闪 ) 当 2 一 ] 时 ,ai =pr=r,( * ) 式 成 立 , 假 设 当 n 二 尿 时 ,( x* ) 式 成 立 , 则 当 1 一 有 十 1 时 ,as 一 
par tril=p pe rp 人 pp: 
六 十 +1 ,从 而 (x ) 式 也 成 立 . 由 数学 归纳 法 原理 , 知 对 于 nEN, 有 一 pr 十 p”*。 了 十 … 十 
pr Tr= 2 


(k++1)1! 


(上 一 1)11 


一 (一 D)42 ， 


th 一 一 


引 妨 王 卫 。 半 漆 剑 六 凤 次 芍 C 
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Ci 
六 
'F 


-4 奥 员 经 典 


14. 4 N= x1 x2 Th Th E11l,3,4), 有 Bi 十 训 十 十 二. 假设 a 之 4, 删 去 | 时 , 则 当 二 1 依次 
取 1 3,4 时 ,zz 十 妇 十 和 十 灰分 别 等 于 一 1 一 3,2 一 4 故 当 ?4 时 ,oa 一 a- 十 as 十 oo 天 四 , 先 
用 数学 归纳 法 证 明 下 式 成 立 :ay 1 一 Cr 十 do 1 外 ; 因 a 一 az 二 1,a3 二 2, 故 当 n 二 1 时 人 @@ 式 成 立 , 假 设 
n=k 时 的 陈 成 立 ， BN ao 一 Co 十 Q2k 1 , 则 据 中 Ak 3 = A212 十 G 十 Go2t1 一 GotD 二 Q2U+D 一 ,可 见 忆 
对 于 &A 十 1 成 立 , 由 数学 归纳 法 原理 知 @@ 对 于 一 切 nEN 成 立 . 

再 用 数学 归纳 法 证 明 Hd2n ”他 2n 十 2 二 a+1@ 成 立 . 因 az 一 1,as 二 2,a1 一 4, 故 当 7 一 ] 时 @ 式 成 
立 , 即 as * aoet? 一 +1 ,根据 ,azk+3 * dpt4 一 CpG23 Tagtl TT a) Aare 如 中 上 3 十 C2k2 * 
U2k+1 十 CQ 和 Al 一 Cak+2 * A2k+3 daktl © U2h:3 一 Q 多 -3 ;可 网 全 对 k+l] 成 立 ， 由 数学 归纳 法 原理 ,故地 对 一 
切 nEN 成 立 . 

最 后 再 用 数学 归纳 法 证 明 本 题 结论 :显然 n= 二 1 时 结论 成 立 . 设 ax 是 完全 平方 数 , 则 由 号 知 ax+; 
是 完全 平方 数 ,由 数学 归纳 法 原理 知 结论 对 任意 非 零 卓然 数 nn 成 立 . 


B 组 


1. 今 A,=51,B,=7”,0,=9” 1!,D,=1l”(nE ). 

(1) 当 n= 二 1 时 ,有 和 Al 二 5,Bi 二 49,0Gi= 二 9,D 二 121, 所 以 

Al 除 以 8 余 5;Bi 除 以 8 余 1;Ci 除 以 8 余 1;D, 除 以 8 余 1. 

(2) 假 定 2 一 &GEEZ+ ) 时 ,有 

A, 除 以 8 余 5, 即 A 一 5 一 8S 十 5(CS EZ ); 

Bs 二 7* 除 以 8 余 1, 即 B= 二 7* 二 8Sz 十 1(S, GE7+ ); 

CG 二 9*-1 除 以 8 余 1, 即 GG 二 9*"!1 二 8Ss 十 1(S; EZ+ ); 

DD 二 11* 除 以 8 余 1, 即 DD 二 11*=8S1 十 1(S1 ED ); 

当 n= 二 k 十 1 时 ,有 

A =50 1 5K Dt 25. 54-1~~25(8S1 十 5) 二 8(25S) 十 15) 十 5; 

Bi =741D 一 49。7& 一 49(8S: 十 1) 一 8(499S; 十 6) 十 1; 

Ce 一 920+D-1 一 9C2tD0+2 一 81。921 一 81(8S: 十 1) 一 8(81S; 十 10) 十 1; 

Di 王 1124+0 一 121。1]2 一 121(8S, 十 1) 一 8(121S, 十 15) 十 1 

因 25S 十 15,49S: 十 6,81S; 十 10,121S, 十 15 都 是 正 整数 ,所 以 Ai 除 以 8 余 5, Bi 除 以 8 余 
1 ,Co Di 除 以 8 也 分 别 余 1. 

由 数学 归纳 法 知 , 对 于 任意 的 2zEZ ,有 

A, 二 5*” 1! 除 以 8 余 5, 妈 5”!=8S; 十 5(S1 E21 ); 

忆 , 一 72 除 以 8 余 1, 即 72 一 8S: 十 1(S EV ); 

CG 一 9” 除 以 8 余 1, 即 9% ' 一 8S; 十 1(S; EZ ); 

D, 一 11”" 除 以 8 余 1, 即 11”=8S; 十 1(S, EZ'). 

在 中 .多 中 取 xn 二 1001, 有 

5200 -8S 二 5;7202 一 8S;s 十 1; 

在 @、@ 中 取 nn 二 1002, 有 

92003 一 8S; 十 1;112004 一 8S, 十 1. 

所 以 AM 一 52?001 十 72002 十 92003 十 112004 


OOOOO 


由 


FE 


一 (8Si 十 5) 十 (8Ss 十 1) 十 (8S; 十 1) 十 (8S, 十 1) 
二 8(S1 十 Ss 十 S; 十 Si 十 1 十 1). 

因为 6Si 十 S$ 十 9; 十 狂 4 二 EA， 

所 以 M 能 被 8 整除 . 

2. 若 0E B, 由 (3) 知 对 所 有 xEB,0 十 XEA, 所 以 ,BCA. 又 由 (1) 知 4A=Z 由 (2) 知 对 YzEA， 
Xx 一 1]€EB, 所 有 ,B==Z. 

关 0 儿 B, 由 (1) 知 ,0€EA. 由 (2) 知 ,一 1€EB. 由 (3) 得 一 2 二 (一 1) 十 (一 1) EA, 进而 得 一 3€B， 
一 4EA,…. 因此 ,由 数学 归纳 法 易 证 一 2n€E A, 一 2n 一 1€B 对 所 有 非 负 整数 成 立 . 

若 2EB, 则 1=2 十 (一 1)EA, 由 (2) 知 ,1 一 1 一 0EB, 矛盾 .所 以 ,2&B,2EA,1=2 一 1EEB. 

下 面 证 明 , 对 所 有 的 n, 有 2nEA,2ngB. 

车 不 成 立 , 则 存在 一 个 最 小 的 nx 放 1) 满 足 2nE€B. 又 因为 一 1 EB, 所 以 ,2n 一 1€A. 由 (2) 知 ， 
(2n 一 1) 一 1 二 2(n 一 1)E€B, 与 的 最 小 性 巴 厦 . 所 以 , 当 n 宇 1 时 ,2nEA, 从 而 ,2n 一 1€B, 即 所 有 正 
偶数 均 属 于 A, 所 有 正 奇数 均 属于 B. 

若 一 2nE€ B,n 为 正 整数 ,由 2n 十 1 EB 及 (3) 得 1€A, 由 (2) 得 0€ B, 矛 盾 . 于 是 ,所 有 的 偶数 均 
属于 A, 但 不 属于 B. 

各 有 奇 数 2 十 1EA, 由 (2) 得 2nEB, 逆 盾 , 

于 是 ,A 二 2Z,B=22Z 十 1. 

3. 对 n 和 集 A 的 元 素 个 数 用 归纳 法 . 

如 果 和 A 恰 有 一 个 元 率 , 则 DA) 仅 包含 一 个 零 问 量 . 结论 成 立 . 

如 果 n= 二 1, 设 A= {a 过 a 过 … 之 am), 则 

{0,a2 —ai a3 —AQ1 9 Gn — 1 ED(A). 

因此 ,1DCA)| 宇 1A1. 

假定 |A| 宇 1 和 nn 这 1, 定义 B={(xi ,ze ,x 1) | 存在 x 使 得 Cx ,x yi ,Xi) EA). 

由 归纳 假设 1D(B)|1 宇 |B1|. 

对 每 一 个 5EB, 今 As= 二 {x 1(b,7.)EA},as 一 max{z|XEA,},C=A\((2,as)1bE B}. 则 

iC|=|A| 一 1B|. 

因为 |C| 过 |A|, 由 归纳 假设 1DC(CO)1 宇 |Cl. 

另 一 方面 ,PDCA) 一 由 (D,la—a’|)ld(b,b)=D,H a€EA,,a EAr 

类 似 地 ,再 令 GG 一 As\{as} ,有 

D(CO)= U {CD,lc—e lab,b)=D,H eeEG,,c ECr 


DE DB) 
注意 到 ,对 每 一 对 5.b EB, 最 大 差 |la 一 a |(a€ A ,a EAhy) 一 定 是 a 二 a 或 a 二 as. 于 是 ,这 个 
最 大 差 不 出 现在 {|c 一 c ||c€EG,c ECz}) 中 . 
因此 ,对 任何 的 DE D(B) ,集合 
{lc 一 clid(w,5b)=D 且 cEG, 和 c EG} 并 不 包含 集合 
{la—a’ lila,b)=D HaE€EA, 和 a € As} 中 的 最 大 元 ,前 者 是 后 者 的 真子 集 . 
由 此 结论 可 知 
| DCC) < 福 {la—a’|lla®b,b)—=D Ha€A, 和 a EAI 一 DJ 委 |D(CA)| 一 |DCB) 1 
故 1DCA)| 宇 |D(B) 十 |DC(O| 宇 1B| 十 |Cl=|1A1. 
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4. 我 们 通过 对 & 进行 归纳 证 明 题 目 结论 . 

当 有 =0 时 ,结论 显然 成 并 ,因为 此 时 没有 任何 航空 公司 . 

构 饥 一 个 图 ,其 中 的 项 点 为 该 国 的 城市 ,而 边 则 为 航线 ,分别 以 本 ,Ez ,… ,EF 表示 各 个 航空 公司 
的 航线 所 对 应 的 边 的 集合 . 易 看 出 ,对 于 每 个 i€ {1,2,…,k) ,集合 E; 或 者 为 三 角形 ,或 者 为 " 花 ，, 即 
具有 一 个 公共 顶点 的 在 干 条 边 . 

如 果 存 在 一 个 集合 E; 是 以 某 个 顶点 A 为 公共 顶点 的 “ 花 ”, 那 么 ,就 从 图 中 去 掉 顶 点 A 和 所 有 
由 它 所 连 出 的 边 . 于 是 ,在 剩 下 的 图 中 只 有 & 一 1 家 航空 公司 的 航线 . 根据 归纳 假设 ,我 们 可 以 把 所 有 
的 顶点 分 成 上 1 组 ,使 得 任意 2 个 属于 同 1 组 的 项 点 之 间 都 没有 边 联结 ,再 把 顶点 A 作为 第 & 十 2 
组 即 可 . 

下 面 再 考虑 所 有 的 已 ,FE ,… ,EE 都 是 三 角形 的 情形 . 此 时 图 中 恰好 有 3& 条 边 . 我 们 将 图 中 的 项 
点 分 为 尽 可 能 少 的 组 ,使 得 任意 2 个 属于 同 1 组 的 项 点 之 间 痢 没有 边 联结 . 

假设 所 分 出 的 组 为 Bi ,Bs,…,B, ,日 n 之 十 3. 注意 到 ,此 时 在 任何 2 个 组 B; 和 Bj; 之 间 , 避 一定 
有 某 条 边 联 结 B; 和 B; 中 的 某 2 个 顶点 ,着 不 然 ,就 可 以 把 2 个 组 并 为 1 个 组 . 从 而 ,该 图 中 至 少 有 
CG 条 边 . 这 样 一 来 , 束 有 
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矛盾 . 所 以 题目 的 结论 成 立 . 

5. 首先 证 明 , 若 自 每 个 广场 有 不 多 于 两 条 驶 出 的 道路 , 则 可 把 所 有 广场 分 别 染 为 13 种 不 则 颜 
色 ,使 得 从 任何 广场 至 少 需要 经 过 三 条 道路 才 可 能 到 达 任 何 一 个 同色 的 广场 . 为 此 ,观察 如 下 的 辅助 
有 向 图 :图 中 的 顶点 为 城市 中 的 各 个 广场 ,如 果 某 两 个 广场 之 间 至 多 需要 经 过 两 条 道路 即 可 以 由 其 
中 一 个 到 达 另 外 一 个 , 则 在 它们 之 间 连 一 条 有 向 边 ( 方 向 为 行驶 方向 ). 不 难看 出 ,在 该 图 中 , 自 每 个 
质点 至 多 连 出 6 条 边 . 只 需 证 明 , 可 以 把 该 图 中 的 所 有 顶点 按 正 确 方式 分 别 染 为 13 种 不 同 颜色 . 

对 图 中 的 顶点 数目 n 进行 归纳 . 当 mn 委 13 时 ,结论 显然 成 立 . 其 次 , 易 看 出 ,由 于 自 该 有 问 图 的 每 
个 顶点 至 多 连 出 6 条 边 , 所 以 必 有 一 个 项 点 u, 进 入 它 的 边 不 多 于 6 条 .去掉 顶点 4, 所 得 的 图 仍然 满 
足 我 们 的 条 件 . 因此 ,由 归纳 假设 ,可 以 把 剩 下 的 项 点 分 别 染 为 13 种 不 同 颜色 ,以 满足 要 求 . 由 于 连 
出 连 入 顶点 x 的 边 一 共 不 多 于 12 条 ,所 以 可 以 把 染色 ,使 得 要 求 被 满足 . 

现在 把 每 种 颜色 ( 记 为 A) 的 广场 分 为 78 种 类 型 . 观察 它们 所 连 出 的 路 所 通 回 的 广场 的 颜色 ,由 
于 一 共有 12 种 其 他 颜色 ,对 于 A 种 颜色 的 广场 ,有 12 种 类 型 使 得 两 条 路 通 向 同一 种 颜色 的 广场 ,有 
(9?: 一 66 种 类 型 使 得 两 条 路 通 向 不 同 颜色 的 广场 ,所 以 一 共有 78 种 类 型 .于 是 ,把 所 有 的 广场 分 成 了 
1014 二 13X78 个 小 区 . 

下 面 证 明 所 作 的 划分 满足 要 求 . 设 小 区 A 中 有 广场 a; 和 a ,小 区 B 中 有 广场 bl 和 饭 , 并 且 在 它 
们 之 间 有 单 向 道路 ww ->5 和 bs 一 az. 由 于 Bb 和 bo 同属 一 个 小 区 , 故 由 它们 有 道路 通 向 颜色 类 型 相 
同 的 广场 ,这 表明 , 自 6b 有 道路 通 向 与 az 颜色 相同 的 广场 . 该 广场 的 颜色 当然 也 与 a 相同 , 这 样 一 
来 , 自 w 出 发 ,只 需 经 过 两 条 道路 就 可 以 到 达 一 个 与 之 同色 的 广场 ,此 为 矛盾 , 题 中 结论 得 证 . 
6. 用 p.g 分 别 替换 2001 .2002(m 委 pm 魏 9) ,将 问题 加 强 为 对 p 十 9 进行 归纳 ,证 明 
Sp—m)(g—n). Q) 
显然 , 当 pp 十 gq 二 2,3;4 时 ,不 等 式 册 成 立 . 
假设 p 十 q 二 kk 时 ,不 等 式 中 成 立 . 
当 p 十 g 二 上 十 1 时 ,考虑 (2,9) 一 棋盘 . 若 天 三 访 或 了 一 q, 不等式 由 显然 成 立 . 下面 考虑 mr<p 上 是 
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n<<g 的 情况 . 如 果 格 内 数字 小 于 其 所 在 行 (或 列 ) 的 至 少 个 数 ( 或 m 个 数 ), 那 么 ,将 棋盘 上 这 样 的 
格 叫 做 坏 行 格 ( 或 坏 列 格 ). 

在 (p,q) 一 棋盘 内 ,如 果 每 个 坏 列 格 也 是 坏 行 格 , 且 每 个 坏 行 格 也 是 坏 列 格 ,那么 钦 得 

S—=(p—m)(g—n). 

因此 不 等 式 中 成 立 . 

假设 在 (z,9) 一 棋盘 内 存在 格 仅 是 坏 行 格 或 坏 列 格 . 设 a 是 写 在 这 类 格 中 最 小 的 数 , 不 妨 设 a 大 
坏 行 格 . 那么 ,位 于 a 所 在 列 的 所 有 (zz 一 z) 个 坏 列 格 中 的 数 比 a 小 ,因此 一 定 是 棋盘 内 的 坏 格 . 去 挥 
a 所 在 列 , 则 (p,g 一 1) 一 棋盘 的 格 是 坏 格 ,在 先前 假设 的 (p,q) 一 棋盘 中 也 是 坏 格 . 因为 如 十 9 一 1 一 和， 
由 归纳 假设 知 ,在 (p,g 一 1) 一 棋盘 中 坏 格 数 不 少 于 (p 一 m)(g 一 1 一 mn). 因此 ,在 (p,q) 一 棋盘 中 坏 格 
数 不 少 于 

(p—m)(g—1—n) 二 (pm—m)=(p—m)(g—n). 

由 此 ,不 等 式 册 成 立 ， 

现在 (p,q) 一 棋盘 中 给 出 一 种 放 法 ,使 得 坏 格 数 等 于 (Pp 一 m)(g 一 n) :将 pXg 个 数 按 递 增 顺 序 从 
左 向 右 依 次 放 人 格 内 . 

这 样 ,Snin 二 《p 一 m) (gq 一 n) , 故 所 求 最 小 值 为 

(2001—m) (2002—n). 

7. 将 一 条 从 (0,0) 到 (n,n) 有 ; 步 的 路 称 为 (n,s) 型 路 . 设 fln,s) 表 示人 n,s) 型 的 路 的 数目 ,gn， 
二 一 C14C71 ,我 们 对 用 数学 归纳 法 证 明 

fn,s)—=g(nys), s=1,2,* ,nN, 

显然 有 f(1,1) 一 1 二 pg(1,1),f(2,1) 一 1 一 g(2,1),f(2,2) 一 1] 二 g(2,2). 

n 宇 2 时 ,假设 flm,s)= 二 gCm,3) ,其 中 1 志 s 夺 mm 夺 n), 匈 和 f(r 十 1,1) 二 1 二 g(n 十 1,1). 下 面 证 明 
fnt+1,s 十 1) 二 gn 十 1,s 十 1) ,其 中 1] 委 s 委 7 

我 们 称 一 条 (n,s) 型 路 和 -一 条 (n 十 1,s 十 1) 型 路 相关 联 ,如 果 (n 十 1,s 十 1) 型 路 可 以 由 (n,s) 型 路 
通过 将 EN 插 在 两 个 形 如 EE、NN.、NE 的 相 邻 运动 之 间 ,或 通过 将 EN 加 在 这 条 路 的 两 端 获得 ; 称 
一 条 (ln,s 十 1) 型 路 和 一 条 Gn 十 1,s 十 1) 型 路 相关 联 , 如 果 (n 十 1,s 十 1) 型 路 可 以 由 Cn,s 十 1) 型 路 遂 过 
将 EN 插 在 EN 之 间 获 但 ， 

每 条 (n,s) 型 路 与 2n 十 1 一 s 条 不 同 的 (n 十 1,s 十 1) 型 路 相关 联 , 每 条 (n,s 十 1) 型 路 与 ;十 1 条 不 同 
的 (? 十 1,s 十 1) 型 路 相关 联 , 每 条 (z 十 1,* 十 1) 型 路 恰 与 s 十 1 条 (n,s) 型 路 或 (n,s 十 1) 型 路 相关 联 , 所 
以 ,有 

(s 十 1) fn 十 1,s 十 1) 一 (2n 十 1 一 s)f(n,s) 十 (3 十 1)f(n,s 十 1). 

容易 验证 

(s 十 1)g(n 二 1,s 十 1) 二 (2n 十 1 一 sy gCn,5) 十 (Cs 十 1)gln,s 十 1). 

所 以 ,fF(n 十 1,s 十 1) 二 gln 十 1,s 十 1). 

8. C$o03 十 1 一 2005 004. 

考察 9Xn 的 方 格 表 , 在 它 的 方 格 里 边 把 正 整 数 1 到 nn 各 填 9 次 , 且 在 每 一 列 中 所 填 的 数 之 差 都 
不 大 于 3. 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 :第 一 行 数 的 和 不 小 于 Cs-1 十 1. 

当 n 志 4 时 ,结论 显然 ,因为 每 个 方 格 中 的 数 都 不 小 于 1, 上 且 当 n4 时 ,有 nn 之 G1 十 1. 

接 下 来 作 归 纳 过 渡 . 如 有 必要 ,可 以 通过 调整 列 的 顺序 ,使 得 第 一 行 中 的 数 按 非 降 硕 序 排列 , 故 
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可 假设 第 一 行 中 的 数 已 经 按 非 降 顺 序 排列 . 以 $ 表示 第 一 行 中 不 小 于 i 的 数 的 个 数 ,并 令 应 三 7 一 
5, ;于 是 ,SI =~n, DD) 一 0, 且 第 一 行 数 的 和 等 于 

9 一 9 十 9 十 … 十 9,， 

改 瑟 上 式 , 可 得 

一 (1 一 万 ) 十 (一 也 ) 十 … 十 (2 一 六 ) 之 000 一 3) 一 (CD 十 万 十 … 十 也 -3 )， 


2 
如 果 对 任意 in 一 3, 都 有 了 去 让 1, 则 有 SS 这 n(n 一 3) 一 [0 十 3 十 4 十 … 十 (n 一 2)] 一 全 二 3 二 4 


2 

即 为 所 证 . 

假设 存在 某 个 kn 一 3, 使 得 DD 之 k 十 2. 此 时 必 有 之 2, 则 不 十 2 之 4. 由 于 第 一 行 中 至 少 有 十 2 
个 数 小 于 &, 则 该 表 中 的 前 上 十 2 列 中 的 数 都 不 超过 & 十 2. 这 表明 ,所 有 这 样 的 数 全 都 在 前 & 十 2 列 中 ， 
因此 ,后面 各 列 中 的 数 都 不 小 于 & 十 3. 现在 将 整个 表 分 成 两 部 分 :前 & 十 2 列 为 第 一 部 分 ,其 余 的 为 第 
二 部 分 . 由 于 nn 一 1 十 2 之 4, 所 以 ,第 一 部 分 中 第 一 行 数 的 和 不 小 于 CE 十 1. 如 果 将 第 二 部 分 中 的 每 
个 数 都 减 去 & 十 2, 则 得 到 一 个 具有 "一 (十 2) 之 1 列 的 满足 题 意 的 方 格 表 . 于 是 ,由 归纳 假设 知 , 它 的 
第 --- 行 数 的 和 不 小 于 (RE 十 2)(2 一 ER 一 2) 十 CS 3 十 1 

将 上 述 两 个 估计 值 相 加 , 即 得 

S>C2 ,十 1 十 (十 2)(n 一 & 一 2) 十 C2_ 43 十 1 二 C2 十 3. 

我 们 再 给 出 一 个 可 以 达到 最 小 可 能 值 的 例子 . 

如 下 表 : 
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图 论 方法 


A 组 


1. 视 选手 为 顶点 ,比赛 为 边 ,如 果 每 人 至 多 赛 过 2 次 ,那么 ”个 选手 至 多 赛 过 2n 次 ( 按 每 人 计算 
之 总 和 ) , 即 相应 的 图 的 总 度数 至 多 是 2n, 于 是 其 边 数 至 多 为 各 一 "条 , 即 至 多 赛 完 a 场 ,与 假设 巴 
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2. 以 上 为 项 点 ,对 于 握 过 于 的 两 个 人 ,在 相应 的 这 两 硕 点 之 回 连 一 条 边 , 得 图 G, 因 为 不 是 任何 1 


OO) 

两 个 人 都 握 过 手 , 所 以 G 的 边 最 多 时 为 子 图 Kv 一 e, 其 中 e 是 未 握 过 手 的 两 人 Ai 与 A; 的 联 线 ,所 以 绰 解 
N 一 2 即 为 所 求 ， 人 
3. 我 们 证 明 握 手 问题 . 设 有 ”个 人 ,那么 一 个 人 握手 的 次 数 可 能 是 0,1,…,n 一 1 这 ?个 数 中 的 是 久 

某 一 个 ,如 果 有 人 一 次 手 也 没有 握 过 ,那么 就 不 可 能 有 人 与 其 余 x 一 1 个 人 都 握 过 手 , 这 样 一 来 ,0,1,…， 目 是 
n 一 1 这 儿 个 数 不 可 能 都 有 ,由 重合 原理 1 即 证 ,把 这 个 证 明 翻译 成 图 的 语言 , 即 证 明了 性 质 2. | 有 
4. 用 办 ,mm 这 九 个 点 表示 九 个 数学 家 ,在 两 个 人 不 用 同一 种 语言 对 话 时 ,用 边 来 联结 相 | “ 

应 的 顶点 ,这 样 得 到 一 个 简单 图 G'. 高 
因为 每 三 个 人 中 至 少 有 两 个 人 可 以 用 同一 种 语言 对 话 , 所 以 G' 中 每 三 点 之 间 至 少 有 两 个 点 是 不 | 中 

相 邻 的 , 换 句 话说 ,在 G' 中 没有 三 角形 . 


现在 来 证 明 C 中 必 有 一 个 点 w 的 度数 不 大 于 4. 如 果 wu 的 度数 过 4， 
那么 mm 就 是 所 说 的 ww ,如 果 vi 的 度数 4, 那 么 有 五 个 顶点 与 m 相 
邻 , 不 妨 设 Uo st3 9 U4 9 Us » U6 相 邻 ,如 图 所 示 . 

由 于 G 中 没有 三 角形 ,所 以 Uo 与 U5 U6 均 不 相 邻 ;从 而 2 
的 度数 和 4. 

这 就 证 明了 G 中 有 一 个 点 的 度数 不 大 于 4, 也 就 是 说 在 九 名 数学 
家 中 有 一 个 人 至 少 可 以 同 四 个 人 对 话 , 由 于 这 个 人 至 多 会 说 三 种 语 
言 , 因 此 至 少 有 两 个 人 与 他 对 话 时 用 的 是 同一 种 语言 ,于 是 这 三 个 人 
可 以 用 同一 种 语言 对 话 . 

5. 每 一 参观 团员 对 应 于 图 的 一 个 且 仅 仅 一 个 项 点, 未曾 见 过 面 的 两 个 团员 所 对 应 的 顶点 用 边 联 
结 起 来 得 到 一 个 有 限 图 . 不 失 一 般 性 ,我 们 假设 在 图 中 至 少 有 两 条 不 同 的 边 e ,ez ,因为 要 不 然 的 证 ， 
在 所 有 的 顶点 (可 能 除去 两 个 顶点 ) 中 ,没有 引出 任何 一 条 边 ,因而 在 图 的 任何 四 个 顶点 中 ,总 可 以 找 
到 这 样 一 个 顶点 它 没 有 引出 任何 一 边 , 边 e 和 e 有 一 个 公共 端点 ,因为 要 不 然 的 语 , 它 们 的 师 反 所 
构成 的 四 个 点 不 满足 本 题 条 件 ,用 类 似 的 论证 可 以 查 明 :假若 不 算 边 e 和 ez ,那么 图 中 只 能 有 一 边 ， 
而 且 这 条 边 与 边 a 和 6 至 少 有 一 个 公共 端点 ， 
这 条 边 或 者 是 由 联结 边 e 和 e: 的 自由 端 氮 
而 得 到 ,或 者 是 由 边 e 和 ez 的 公共 问 操 发 出 
的 ,如 图 所 示 . 后 一 种 情形 是 不 可 能 的 ,因为 由 
一 个 点 发 出 三 条 边 是 与 本 题 条 件 相 违 的 ,这 
样 一 来 ,只 能 是 和 边 e 和 ez 的 三 个 端点 相 重 8 1 
合 的 图 的 顶点 才能 用 边 联 结 ,这 就 证 明了 在 任意 四 个 顶点 中 ,至 少 可 以 找到 这 样 一 个 顶点, 它 不 和 图 | 
的 其 他 任何 一 个 顶点 用 边 联结 起 来 . 

6. 将 三 个 城市 与 三 个 旅游 区 用 六 个 点 表示 ,九条 铁路 用 九条 边 表示 就 得 右 图 . 即 是 天:,: ,我 们 
证 明 它 不 是 平面 图 . 

假设 K;.; 是 平面 图 ,那么 由 于 n==6,m 二 9, 由 欧 拉 公 式 得 f 二 2 十 m 一 n 二 5. 

因为 K;.; 是 简单 图 ,没有 由 两 条 边 图 成 的 面 ,又 因为 K;,; 是 偶 图 ,也 不 会 有 由 三 条 边 转 成 的 面 ，| 
所 以 每 个 面 至 少 有 四 条 边 , 从 而 4FE2", 即 4。5 一 20 委 2， 9 一 18. 予 盾 . 

因此 平面 上 九条 铁路 必定 相交 ,除非 它们 不 在 同一 个 平面 上 (地 下 铁路 或 空中 立交 桥 ). 
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7. 可 证 明 一 般 命题 :具有 几 个 顶点 的 连通 图 至 少 含有 n 一 1 条 ， 
边 , 对 nn 用 归纳 法 证 明 . 
设 n 时 成 立 ; 设 G 为 n 十 1 个 项 点 的 连通 图 , 旭 果 其 边 过 n 十 1, 那 

么 必 有 一 度数 为 1 的 天 点 (因为 不 然 的 话 , 总 度数 宇 2(n 十 1), 边 数 宇 


全 - 芝 二 十 1) ,将 此 顶点 删 去 ,得 到 具有 个 顶点 的 连通 图 , 它 至 少 


有 nn 一 1 条 边 , 再 添加 删 去 的 边 ,就 至 少 有 ?条 边 . 

8. 用 图 的 语言 来 说 ,这 个 命题 相当 于 :如 果 G 是 具有 9 个 顶点 的 7” 六 和 
简单 图 ,那么 G 中 有 -个 子 图 K; ,或 者 它 的 补 图 G 中 有 一 个 子 图 Ki. 

分 两 种 情况 : (DG 中 有 一 个 项 点 vi 的 度数 宇 4, 这 时 , 设 在 G 中 ,vw ,ws ,vw 与 相 邻 ,如 果 w， 
ws 中 有 两 个 ,比如 说 六 与 vw 相 邻 ,那么 G 中 含有 人 和信 如 如 驯 ;如果 ,如 ;yw ,ww 在 G 中 互 不 
相 邻 ,那么 局 中 含有 以 vi;w ,vi, 兴 为 顶点 的 子 图 Ki. 

(iD)G 中 每 个 顶点 的 度数 二 4, 这 时 ,G 中 每 个 顶点 的 度数 之 4, 即 对 所 有 的 顶点 v,G 中 的 顶点 的 
度数 宇 5, 由 于 奇 顶 点 的 总 数 是 偶数 (推论 1) ,所 以 G 中 的 九 个 顶 中 一 定 有 一 个 顶点 vi 是 偶 顶点 , 即 
G 中 vw 的 顶点 度数 宕 6, 由 拉 姆 赛 定理 ( 或 例 2 结论 ),G 中 与 v1 相 邻 的 六 个 顶点 中 有 三 个 顶点 在 
中 构成 一 个 三 角形 (从 而 wu 与 这 三 个 顶点 在 G 中 构成 完全 图 氏 ,) ,或 者 有 三 个 顶点 在 G 中 构成 K;. 

9. 作 一 个 完全 图 Ky; , 它 的 十 七 个 顶点 表示 十 七 位 科学 家 , 它 的 边 涂 上 三 种 颜色 ;如 果 两 位 科学 
家 讨论 的 是 第 i 个 问题 ,那么 就 将 联结 相应 的 两 个 顶点 的 边 涂 上 第 i 种 颜色 (i 二 1,2,3), 要 证 明 的 结 
论 是 这 个 Ku 中 有 一 个 同色 三 角形 . 


任 取 一 点 wv , 自 w 引出 的 边 有 16 条 ,平均 每 种 颜色 有 -二条 . 因而 一 定 有 六 条 边 具 有 同样 的 颜色 


( 重 营 原理 ]] ). 不 妨 设 (ui 2) CU 03), (Ul TV) CU ,Ui ) 这 六 条 边 是 第 一 种 颜色 .， 
ww ,3 ,V4 v6， 这 六 个 顶点 形成 一 个 完全 图 Ks. 如 果 这 个 完全 图 有 一 条 边 . 比如 说 (w,w) 也 是 
第 一 种 颜色 ,那么 作 v wv 就 是 一 个 同色 三 角形 . 如 果 这 个 完全 图 的 边 都 是 第 二 种 或 第 三 种 颜色 , 那 
么 由 拉 姆 赛 定 理 ( 或 例 2 结论 ), 也 有 一 个 同色 三 角形 . 

10. 至 多 有 4 个 区 . 

设 项 点 表示 区 , 边 表示 交通 方式 , 红 , 蓝 、 黄 所 色 染 边 , 表 示 三 种 交通 方式 ,如 图 所 示 . 即 符合 题 
意 , 这 样 , 就 存在 四 个 区 . 

如 果 多 于 4 个 区 , 即 图 有 5 个 项 点 ,将 它们 分 为 非 红 . 非 蓝 、 
非 黄 三 种 组 合 ,这 样 ,至 少 有 一 个 组 合 的 顶点 宇 2, 否 则 ,顶点 个 
数 最 多 为 3, 分 情况 讨论 : 

(不 妨 设 非 红 组 合 有 3 个 顶点 以 上 ,那么 含有 三 顶点 A,B， 
C, 它 们 发 出 蓝 边 或 黄 边 . 可 设 非 蓝 组 合 有 一 顶点 了 .那么 DA 了 既 BC 
非 红 又 非 蓝 , 故 为 黄 . 同样 ,DB, DC 也 为 黄色 . 这 样 , 行 AB 或 
AC 中 有 一 黄色 ,就 得 同色 三 角形 ,矛盾 , 故 其 中 有 一 蓝 色 , 不 妨 


设 AB 为 蓝 色 , 同 样 ,AC, BC 也 为 蓝 色 , 这 又 得 人 AABC 为 蓝 色 三 
角形 . 矛盾 . 因此 情况 (1) 不 存在 . 

(i) 若 每 个 组 合 至 多 有 2 个 顶点 ,那么 由 于 顶点 数 5, 帮 有 一 组 合 含 两 顶点 ,不 妨 设 A、B 在 非 红 
组 合 中 ,再 不 妨 设 AB 为 蓝 色 , 从 而 必 有 点 在 非 蓝 组 合 中 (否则 会 导致 具有 二 色 边 ), 设 该 点 为 C, 这 样 


.4 


AC,BC 只 能 是 黄色 ,从 而 还 有 为 一 点 设 为 DD 在 韭黄 组 谷中 ,从 而 导出 AD、BD 只 能 是 蓝 色 ,而 AB 
为 蓝 色 ,又 得 八 ABD 为 同色 三 角形 ,又 得 矛盾 ,所 以 情况 (iD 也 不 会 发 生 . 

因此 ,符合 回音 的 图 的 不 能 具有 5 个 顶点 . 

11. 纱 的 颜色 视 为 顶点 vi (i 二 1,2,…,6) ,不 妨 设 图 已 含 边 viw( 对 应 一 种 双色 布 ). 

顶点 w 发 出 的 边 至 省 有 3 条 , 故 有 异 于 vw,w 的 顶点 ,比如 说 六 , 河 了 联络 , 即 图 含有 边 PP;， 
如 果 图 还 含有 边 vv , 则 问题 得 证 ;如 果 不 然 ; 则 vw; ,ve 间 无 边 联 接 . 

从 P; 发 出 的 边 至 少 有 3 条 ,在 边 vw ,wv 的 端 感 中 ,分 别 可 选 一 点 ,比如 设 为 vw 和 w 与 v; 有 
边 联 接 ,这样 驶 得 到 : 图 有 边 UO U0, 

从 vs 发 出 的 至 少 3 条 边 , 与 上 类 似 讨论 ,可 知 图 含 边 mw 和 wivs (可 这 样 设 ). 

奉 选 UA UE ; 则 连同 Ui U2 9 U3 Us 得 问题 解 ; 磊 选 VU] Us , 则 连同 ww ,vav1 也 得 问题 解 . 

此 题 的 断言 实际 上 就 是 :具有 6 个 顶点 且 其 度数 不 小 于 3 的 图 是 哈密 尔 屯 回路. 


BB 组 


1. 视 {1,2,…,n) 为 质点 集 , 当 两 数 之 和 为 101 时 ,在 相应 的 两 顶点 间 联 边 得 图 C, 显 然 原 问题 等 
价 于 寻求 一 最 大 的 ”使 得 任 取 G 中 的 51 个 顶点 ,其 中 都 必 有 两 顶点 相 邻 , 易 知 ,从 一 个 顶点 出 发 至 
多 有 一 条 边 . 

当 51 委 mn 委 100 时 ,G 中 恰 有 7 一 50 条 边 , 剩 下 nn 一 2(n 一 50) = 二 100 一 n 个 零度 顶点 , 因 之 51 ,得 
100 一 2 委 49. 故 要 取 51 个 顶点 , 必 有 两 项 点 相 邻 . 

当 n>100 时 ,G 中 有 50 条 边 , -100 个 零度 顶点 ,由 于 100, 故 2 一 100 盖 0. 在 50 条 边 中 分 


别 任 取 一 顶点 ,再 加 上 任 一 个 零度 顶点 所 构成 的 51 个 质点 之 集 , 必 两 两 不 相 邻 . 

综 上 所 述 , 知 合 条 件 的 天 是 100. 

2. 视 队 为 顶点 , 若 两 队 赛 过 , 则 在 相应 的 两 顶点 间 联 边 得 图 G, 设 A 市 甲 队 顶 为 Y，, 则 原 问 题 
等 价 于 求 A 市 乙 队 相应 顶 的 度数 . 因 每 队 至 多 赛 30 场 ,所 以 任 一 点 的 度数 只 能 取 0,12,…,30 这 3] 
个 数 之 一 . 由 题 设 可 知 V 一 {v* } 中 顶点 的 度数 恰 分 别 取 0,1,2,…,30. 记 度 为 i 的 项 为 Vi(i 王 0， 


1 ,30), 则 V 王 (wyo wz .显然 ,与 不 相 邻 的 顶 仅 为 we, 故 vao,w 为 同市 的 两 个 队 . 
去 掉 ww ,wo ; 则 剩 下 的 点 的 度 各 减少 1. 于 是 与 上 面 的 讨论 同 理 可 得 vw ,vw 为 同市 的 两 个 队 ,依次 类 
推 . 一 般 地 可 得 9 0 与 va0-1 为 同市 的 队 . 

从 而 与 v* 同市 的 队 只 能 是 ws ,; 故 欲求 的 场次 为 15, 证 毕 . 

3. 作 一 图 G,20 个 顶点 代表 20 名 成 员 ,14 条 边 代表 14 场 比赛 , 令 各 硕 点 的 度 为 di (1 所 i120)， 


则 有 di 之 1, 部 di 二 2，14==28. 今 将 每 个 顶点 处 各 抹 去 di 一 1 条 边 ,这 时 一 条 边 可 能 被 抹 了 两 次 , 因 


此 实际 抹 去 的 边 数 三 >(d; 一 1) 二 8, 故 余下 的 图 G 中 至 少 还 有 6 条 边 , 且 G 中 每 个 顶点 的 度 委 1, 故 
这 6 场 比赛 的 参赛 者 各 不 相同 . 证 毕 . 

4. 作 一 有 向 图 G, 它 的 顶点 有 五 个 梯子 的 底 端 (起 点 ) ,顶端 (终点 ) 及 所 有 “节点 ”( 系 绳子 的 点 ). 
它 的 所 有 有 向 边 是 猴子 可 通行 的 路 段 ,于 是 同一 梯子 的 两 个 节点 之 间 有 一 条 问 上 二 的 绝 , 而 一 条 强 于 
所 连 的 两 个 节点 之 间 有 两 条 方向 相反 的 弧 . 每 只 猴子 的 爬行 路 线 是 图 G 中 的 一 条 路 径 , 在 这 条 路 径 
中 ,相连 接 的 两 条 弧 必 有 一 条 在 梯 上 , 另 一 条 在 绳子 上 . 由 一 个 起 点 出 发 ,不 会 再 次 经 过 任 一 起 点 且 
不 会 终止 于 任 一 “节点 ”. 若 如 一 路 线 ejez…ei…e 中 出 现 重 复 的 弧 , 设 e; 二 6; ,其 中 六, 则 必 er 三 


三 党 了 可。 妾 浴 筑 浊 色 证 汶 


由 普 于 于。 对 六 而 秆 全 两 洲 


Ed 


器 经 典 


多 解 题 金 钥匙 系列 


Ej-]1， 不 然 + €i—-1 及 Ci—i 中 必 有 一 条 为 梯 于 上 的 弧 ， 为 一 条 为 绳子 上 的 弧 , 这 又 与 Ei €) 了 予 厦 . 由 此 类 
推 ,得 e = ,由 起 点 的 不 可 复 返 知 这 是 不 可 能 的 ,所 以 任 一 猴子 的 路 线 必 是 由 起 点 到 终点 的 无 重 
复 边 的 路 线 . 辣 理 可 知 任 两 只 猴子 的 路 线 终点 不 同 (否则 它们 必 有 最 后 一 条 边 相 同 ;可 递 推 得 起 点 亦 
相同 ) ,于 是 每 只 猴子 只 能 各 拿 到 一 根 香 获 . 

5. 记名 选手 pi ,pzs… ,po 为 7 个 顶点 ,如 有 果 选 手 p; 胜 p;, 则 作 弧 (pi,p;). 由 题 设 条 件 则 得 一 
有 问 图 G. 那么 w; 和 就 分 别 表示 点 p; 的 出 度 与 人 度 . 于 是 ,对 于 任 一 点 p, ,都 有 

wn llr=1l,2,.,n). 

义 由 性 质 人 知 Dw = ol 

故 >w -> = Cw 一 六 ) = > (uw 二 ) (re 一 上 ) 一 (n— D> Cw 一 已 ) 

一 (7 一 起 。 (Sw — 4) =0, 

所 以 ”>w* 一 4. 证 毕 

上 例 中 的 图 G 称 为 竞赛 图 (每 一 条 边 都 规定 了 方向 的 完全 图 ). 此 例 说 明了 竞赛 图 G 中 出 度 的 平 
方 和 等 于 和 人 度 的 平方 和 . 

6. 把 1978% 个 数 任 意 分 成 六 个 数 集 MI » MVM ,Vi ,MM ,NM ,Me , 对 应 于 1978 个 数 , 在 图 周 上 到 点 
Al 及， ,A 9 , 人 1978 ,用 0 种 颜色 C) ,2 9 ,Cs 之 一 染 这 些 点 间 的 两 两 连 线 ,染色 方法 规定 如 下 : 
当 仅 当 |i 一 jEM 时 ,线段 AiA; 染 Ci 色 . 由 R(6) 志 1958 过 1978, 故 对 此 种 染色 方案 一 定 有 一 同色 
三 角 形 信 A; A, A,, b 由 上 规定 的 染色 方法 可 知 12—11 EM »13™— 12 EM 13 —1] EM 。 

又 ,显然 有 (2 一 问 ) 十 (一 7) 一 一 ,注意 到 可 能 会 有 2 一 盖 一 瑟 一 2 ,讨论 如 下 : 

厂 12 一 了 天 33 一 ?2 时 ,Ad 中 有 一 数 13 一 3 , 亿 是 Mi 中 田 外 两 数 12 — 1 ,73 — 12 之 和 和 ; 

车 记 一 说 一 纪 一 jz 时 ,AM 中 有 数 志 一 击 , 它 是 MM 中 数 记 一 (= 二 3 一 iz) 的 2 倍 , 因 此 命题 得 证 . 


第 10 章 ”集合 问题 的 求解 思路 


A 组 


1. 选 D. 理由 : 因 卫 =!( 一 1,1)QCP, 则 急 可 能 是 和 ,一 1)11). 当 Q= 世 时 ,mm 一 05 当 Q= 
(一 起 时 , 关 三 一 1; 当 Q=( 时 , 王 1, 故 关 有 0, 一 1,1 共 3 个 取 值 . 

2. 选 T 理由 ;N 一 M=(zrlrEN 日 了 CEAf 一 12003)， 

3. 选 C. 理由 :由 方程 一 3x 一 十 2 二 0 的 根 的 判别 式 A=1 十 4 盖 0, 知 方程 有 两 个 不 相等 的 
实数 根 , 则 M 有 2 个 元 素 , 得 集合 M 有 2 = 二 4 个子 集 . 

4. 填 8. 理由 ;X 一 定 包含 1.2.3 这 3 个 元 素 , 而 4.5.6 这 3 个 数 可 属于 X, 也 可 不 属于 其 , 每 一 
个 数 有 2 种 可 能 , 故 所 求 的 不 同 的 X 共 有 2 = 二 8 个. 

5. 选 BB 理由 :由 lg(z' 十 地 十 地 ) 一 lg 十 Ig， 

X00， 

好 十 去 见 十 二 一 zy 


2 人 | i 
A 


因此 ,点 集 的 元 素 个 数 问题 就 等 价 于 满足 四 式 的 有 序数 对 (z,y) 的 组 数 问题 . 
注意 到 ,她 十 村 办 十 可 一 zy 一 3 Wb 4。 J， 解 
故 利用 算术 与 几何 平均 不 等 式 ,有 A 
丰 十 请 十 二 之 3A/ ma ， 二 罗 ， 计 一 zy, 其 中 等 号 当 旦 仅 当 妆 一 本 岁 一 计时 成 立 ， 由 
于 是 ,我 们 又 将 问题 转化 为 有 
3 1 过 
on | @ | 高 
37 9 由 
实数 解 的 组 数 . 学 


不 难得 到 @ 的 解 为 =/ 地 ,y= 和 / 广 . 

故 点 集 仅 有 一 个 元 素 . 

6. 设 任 意 的 rEQ,r 关 0, 由 (2) 知 ,rE S, 或 一 rE 5S 之 一 成 立 . 再 由 (1), 若 rES, 则 一 ES; 和 在 
一 rES, 则 产 ==( 一 让 (一 让 ES 上 总 之 ,rES. 

取 r= 二 1, 则 1€S. 于 是 由 (1) 得 :2 二 1 十 1€S,3 一 1 十 2E S… 可 见 全 体 正 整 数 都 属于 S. 


设 EN ;由 (了 D 知 pg€S. 又 由 前 面 的 证 明知 这 5, 因 此 ,了 ==pgq . (¥) ES, 所 以 S 舍 有 


全 体 止 有 理 数 . 

再 由 (2) 知 ,0 及 全 体 负 有 理 数 不 属 于 S. 即 S 是 由 全 体 正 有 理 数组 成 的 集合 . 

7. 由 (4) 知 , 当 xEM, 则 ArEACEEN). 

(由 (1) 可 设 zyEM, 旦 zz>0,y<0, 则 一 yz 一 yz EN), 放 xy, 一 y7E AM ,于 是 由 (4)》， 
0 一 (一 yz) 十 zy 和 多 Ad. 

(T)2 人 AM 若 不 然 , 设 2E M, 则 M 中 的 负数 全 为 偶数 . 否则 , 当 一 2k 十 1 EM(kE N) 时 ,一 1= 
《一 2k 十 1) 十 &k。2EM, 与 (3) 了 矛盾 . 于 是 由 (2) 知 M 中 必 有 下 奇数 , 设 一 2m,2n 一 1E€ Mm,nE N) ,我 
们 了 到 适当 正 整 数 pb, 使 p，| 一 2m| 放 2n 一 1, 则 负 末 数 一 2pm 十 2n 一 1 属于 M, 巴 盾 1 

8. 对 于 集合 M 的 任意 一 个 子 集 承 = {61 ) 户 ，… 放 ) ,不 妨 设 51 过 by 过 … 过 &&, 则 必 存 在 男 一 个 子 
集 X= 二 {1001 一 ,1001 一 太 ,…,1001 一 4 } ,这 时 

ar =—=bito, 

az =(1001—b)+ (1001—b,)=2002—6 —b, 

ax 与 az 的 算术 平均 值 为 1001. 

将 M 中 非 空子 集 进 行 配对 ,对 每 个 非 空 集合 XCM,X 二 1{1001 一 +1|xEX), 则 XCM. 

如 果 X 尖 X ,那么 ,a: 十 ar 一 2002. 

如 果 X 天 X , 则 必 有 wz 一 1001， 

综 上 所 述 , 所 有 这 样 的 az 的 算术 平均 值 为 1001. 

9. 由 集合 相等 可 知 ,两 集合 的 元 素 相同 , 这 样 ,M 中 必 有 一 元 素 为 0, 又 由 对 数 的 定义 知 zy 天 0， 


因此 ,zy 不 为 零 , 于 是 只 有 gzy 一 0, 即 zy 一 1. 则 M 一 (z,1,0),N 一 (10，|z| 二 }. 再 由 M 王 六 ,我 们 


主演 和 了 。 痉 准 席 六 取出 痪 0 


知 


可 得 


1,0} 


疯 问 


经 


A 


[并 ， 1 上 
LU 四 

但 当 x=1 时 ,与 同一 集合 元 素 的 相 异 性 天 慎 , 故 只 有 z 一 一 1 从 而 y= 一 1, 此 时 M 一 六 一 一 1 
,于 是 


1 1 
人 十 六 一 2 十 


-一 一 9 
2 1 - 
y 


] 
yao 


故 (zt) 二 (+t) (+t) (+ 
10. 若 A 门 B 关 $$, 则 必 存 在 (xo ,yo) ,使 
yo 二 一 3x0o 十 2， 
1 一 ?xz Oxo 1). 
于 是 我 们 只 需 讨论 上 述 方程 组 有 满足 条 件 的 解 的 条 件 . 
将 中 代入 人 名 ,得 mxi 一 Cm 一 3)xo 十 m 一 2 二 0. 
由 于 xoE€N, 故 必 有 A= (m 一 3 一 4m(m 一 2)0. 
即 3m 一 2m 一 9 志 0. 


)= 一 2 


OO 


解 之 得 1 一 2 mih27 


注意 到 mm 为 非 零 整数 , 故 m= 一 1,1 或 2, 于 是 我 们 只 须 将 m 的 值 分 别 代 人 验证 即 可 . 事实 上 ， 


只 有 mm 二 一 1 时 ,使 xTEN,. 


BB 组 


1. 内 为 含 S 中 的 -- 个 固定 元 素 的 二 元 子 集 有 3 个 ,所 以 ,S 的 任 一 元 素 在 数列 中 至 少 出 现 两 次 . 


由 此 估算 关 的 最 小 值 为 8. 另 一 方面 ,8 项 数列 :3,1,2,3,4,1,2,4 满 足 条 件 , 故 2 的 最 小 值 为 8. 


2. 因为 AUB=AM,4AmnB=Y%SCA) 王 2S(CDB) , 故 S(M =3S(B) 一 信人- 是 3 的 倍数 , 即 3|& 或 


3| (天 十 1)， (1) 当 k= 3m 时 ,A 二 {11,3,4,6,"…,3m 一 2,3m),B 二 {2,5,8,…,3m 一 1) 符 合 要 求 ;(2) 当 
k==3m— 1 时 ,A 二 12,3,5,6,8,… ,3m 一 3,31 一 1) ,B= 二 {1,4,7,…,3m 一 2} 和 人 符合 要 求 . 因此 ,& 一 377 或 
k=3m—1. 


3. 对 于 两 个 不 同 的 自然 数 a 与 5 ,如果 7+F(a 十 ,那么 ,它们 被 7 除 所 得 的 余数 的 和 不 为 0. 所 


以 ,可 将 集合 {1,2,… ,50} 按 被 7 除 所 得 的 余数 划分 为 7 个 子 集 ,其 中 A; 中 的 每 个 元 素 除 以 7 后 的 
余数 为 ii 一 1 2 ,6), 则 | 、 


Aso={7,14,21,28,35,42,49};, 
Ail={1,8,15,22,29,36,43,50}, 
A,={2,9,16,23,30,37,44}!， 
A;={3,10,17,24,31,38,45},， 
4 一 (4,11,18,25,32,39,461， 
A;={5,12,19,26,33,40,47},， 


EEESE 


As={6,13,20,27,34,41,48). 

根据 题 意 得 : 

(1)S 最 多 含有 Ao 的 一 个 元 素 ; 

(2)S 含 A;i 的 一 个 元 素 , 则 可 以 含有 这 个 集合 的 所 有 元 素 ,但 不 能 同时 含有 A, 的 元 素 ; 

(3)Al 含有 8 个 元 素 , 而 其 他 子 集中 只 有 7 个 元 素 , 故 最 大 的 子 集 S$ 必 会 A; 的 所 有 元 素 . 

综 上 所 述 , 最 大 的 子 集 S 有 1 十 8 十 7 十 7 二 23 个 元 索 ， 

4. (1) 把 1,2,… ,366 按 被 17 除 的 余数 分 为 17 类 [01,[1],…,[16]. 

因为 366 二 17X21 十 9, 故 [1],[2],…,[9j 中 各 有 22 个 数 ;[10],[11],…,[16] 和 [o] 中 各 有 21 
个 数 . 
() 当 a,bE€[0j 时 ,具有 性 质 P 的 子 集 数 为 C5 一 210 个 ; 

(1) 当 aE€[k],bEL17 一 j,k 二 1,2,…,7 时 ,具有 性 质 P 的 子 集 数 为 Cl。，Cs 二 462 个 ; 

(i) 当 aE[8j,bEL9] 时 ,具有 性 质 P 的 子 集 数 为 Ci。，C3s 二 484 个 . 

所 以 ,A 的 具有 性 质 P 的 子 集 数 共有 210 十 462X7 十 484 一 3928 个 . 

(2) 为 了 使 二 元 子 集 不 相交 , 当 a,6E1L0j] 时 ,可 搭配 出 10 个 子 集 ; 

当 a€18],6EL9] 时 ,可 搭配 出 22 个 子 集 . 

因此 ,具有 性 质 P 的 两 两 不 相交 的 子 集 共 有 10 十 21X7 十 22 一 179 个 . 

5. (1) 因 为 A 有 2 个子 集 (包括 空 集 ) ,日 任意 两 个 子 集 的 元 素 之 和 互 不 相等 ,所 以 A 的 元 系 之 
和 至 少 有 2 一 工 个 . 

若 上 7, 则 2 一 1 人 16 ,不 可 能 ， 

若 & 二 6, 考 虚 A 的 一 、 二 .三 .四 元 子 集 , 共 有 十 十 十 GG 二 56 个 不 同 的 和 , 且 最 小 的 和 是 
1, 最 大 的 和 是 16 十 15 十 14 十 12 二 57( 其 中 16 十 13 二 15 十 14, 故 这 4 个 数 不 能 同 在 A 中 ). 

巷 1€ A, 则 最 大 的 和 是 16 十 14 十 12 十 9 二 51( 其 中 16=15 十 1, 故 这 3 个 数 不 能 同 在 A 中 ;14= 
13 十 1, 故 这 3 个 数 不 能 同 在 A 中 ;12==11 十 1, 故 这 3 个 数 不 能 同 在 A 中 ;16 十 10 王 14 十 12, 故 这 4 个 
数 不 能 同 在 A 中 ), 最 多 有 51 个 不 同 的 和 . 矛盾. 

若 2E A, 则 最 大 的 和 是 16 十 15 十 12 十 9 一 52, 最 多 有 51 个 不 间 的 和 ,矛盾 . 

若 1FA,2 儿 A, 则 在 L3,57j] 中 至 多 有 55 个 和 . 矛盾. 

故居 5. 

(2) 乔 A= \a s 2 4 元素 的 和 小 于 16, 则 集合 ta st2 9 ”9 人 ,16} 中 无 元 素 的 和 相等 的 子 集 ， 
与 A 的 定义 矛盾 . A 二 {1,2,4,9) 满 足 条 件 , 其 元 素 之 和 16 是 最 小 的 . 

若 16 攻 A, 则 15 十 14 十 13 十 11 十 8 二 61. 

若 16€A,15 攻 A, 则 16 十 14 十 13 十 12 十 8 二 63; 

若 15EA,14 儿 A, 则 16 十 15 十 13 十 11 十 7 二 62. 

设 {14,15,16}CA, 则 13 和 人 A. 

若 12FA, 则 16 十 15 十 14 十 11 十 8 二 64. 

若 12EA, 由 于 11 十 16==12 十 15,10 十 16= 二 12 十 14, 故 设 9€A, 因 此 ,集合 A 二 19,12,14,15,16} 
满足 条 件 ,其 元 素 之 和 66 是 最 大 的 . 

6. 设 n 宇 3 , 则 3,3: ,3 ,35 € 5,, 设 集合 5, 分 为 两 组 A 和 B,3EA, 日 A 和 B 不 满足 题 中 条 件 ， 
如 果 3:EA, 则 3,3,3:EA, 不 可 能 . 因此 3:€B; 如 果 3 EB, 则 3 ,3 ,3‘€B, 不 可 能 ,因此 3 € A; 如 
果 3EA, 则 3,3?,3: 二 3。33EAh, 不 可 能 ,因此 3:€B, 于 是 ,由 于 3,3:€EA, 所 以 3EB. 这 时 B 中 三 


相当 后 下 。 记 关上 认 槛 除 曾 水 0 
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TT 
A el asn rn 


元 3,3” ,3 满足 wp 一 c, 政 盾 . 这 表明 , 当 n 之 3 时 ,把 集合 S 任意 分 为 两 组 ,总 有 某 个 组 ,具有 题 中 
性 质 , 即 所 求 最 小 值 不 超过 3 一 243. 

男 一 方面 , 取 n 二 242, 日 设 A==(&k|19 志 hk80) ,B= 二 人 |3 室 上 志 8 或 8| 声 k 太 242), 则 Sz 二 AUB,， 
而 且 A 和 B 都 不 上 题 中 性 质 , 当 n<242 时 ,将 S, 分 为 两 组 AN 们 S$, 和 BN 间 S;; 则 A 们 S, 和 B 门 5, 也 
都 不 具有 题 中 性 质 . 

综 上 ,使 得 题 中 条 件 成 立 的 最 小 7 值 为 243. 

7.1,4,6,7,9 这 五 个 数 中 任何 两 个 的 差 都 不 是 4 或 7. 各 加 11 得 12,15,17,18,20, 显 然 也 是 这 
样 的 数 , 而 且 各 与 前 5 个 数 中 任 一 个 的 差 也 不 是 4 或 7. 这 样 类 推 ,每 次 连续 十 一 个 数 中 可 取 五 个 ,一 
起 组 成 集合 S( 注 意 1989 二 11X 180 十 9, 最 后 只 有 九 个 数 1981,1982,…,1989, 但 仍 可 取 五 个 数 1981， 
1984,1986,1987,1989). 那么 S 包含 的 数 的 个 数 是 5X181 二 905. 

再 证 S 中 不 可 能 包含 更 多 的 数 . 若 不 然 , 则 上 述 181 组 数 中 至 少 有 一 组 可 从 中 取 六 个 数 , 使 得 两 
两 的 差 不 是 4 或 7. 不 妨 考 虑 1,2,…,11 这 组 数 , 把 它们 划分 成 五 个 小 组 :(4,7,11),(3,10),(2,6)， 
(5,9),(1,8), 其 中 至 少 要 求 有 一 个 小 组 要 取出 两 个 数 ,显然 后 面 四 对 数 的 每 一 对 都 不 能 同时 取出 ， 
只 能 在 第 一 小 组 中 取 4,7, 于 是 (3,10) 中 只 能 取 10,(2,6) 中 只 能 取 2(5,9) 中 只 能 取 5,(1,8) 中 两 个 
数 都 不 能 取 ,也 就 是 说 不 可 能 取得 第 六 个 数 , 从 而 得 证 . 

8. 因为 X 只 有 有 限 个 偶 子 集 , 所 以 必 有 偶 子 集 忆 使 得 f(U) 达 到 最 大 值 . 这 样 的 避 可 能 不 止 一 
个 , 取 使 达到 最 大 值 的 偶 子 集中 元 素 最少 的 一 个 作为 已 ( 奉 这 样 的 集合 不 止 一 个 , 则 任 取 其 一 ), 然 
后 到 Q=X 一 P. 显然 有 P 门 Q=$,PUQ==X. 下 面 证 明王 与 Q 满足 题 中 的 要 求 (让 和 (ii)、 

因为 f(D) 汪 1990, 所 以 最 大 值 f(P) 二 1990, 再 来 考察 P 的 任何 一 个 非 空 的 真 偶 子 集 S. 因为 

fFP)=f(SU(P 一 S))==f(S) 十 f(P 一 S$S) 一 1990, 而 PS 是 偶 子 集 且 元 素数 少 于 PP, 所 以 

f{P—S)<fD), 

FS) 一 1990= FCP) 一 FCP 一 S)>0, 即 f(S) 渤 1990,( 训 成 立 . 

对 于 @ 的 任何 偶 子 集 工 ,显然 FTUP) 不 能 超过 最 大 值 fA(P), 于 是 由 

FCTUP)= F(T)+ fF(P)— 1990, 

可 得 f(T) 一 1990== ATUP) 一 AP) 志 0, 即 f(T) 声 1990, (i 让 成 立 . 

注 ” ”本题 要 满足 是 要 求 将 X 表示 成 X=PUQ 且 P 们 Q==Y 光 这 实质 上 是 对 XX 进行 划分 ,不 过 

本 题 还 要 求 这 个 划分 满足 (iD ,Cit ,利用 极端 原理 我 们 找到 了 P, 从 而 确定 了 这 个 划分 ,这 是 解 题 的 


| 关键 所 在 . 


9. 为 了 证 本 命题 ,我们 替 N 的 一 种 特殊 的 子 集 , 右 六 的 子 集 也 包含 有 任意 有 限 长 度 的 相继 目 


| 然 数 段 , 则 称 了 为 N 的 “长 子 集 ”. 我 们 将 证 明 一 个 加 强 的 命题 (了 D : 阁 将 六 的 长 子 集 P 分 拆 成 ”> 个 两 


两 不 相交 的 子 集 A ,4 和 …A4., 则 这 些 子 集中 必 存 在 某 个 子 集 A 具有 性 质 (* ). 

先 用 数学 归纳 法 证 湖 命 题 (DD, 当 r= 二 1 时 ,命题 (DD 显然 成 立 , 设 r= 二 n 时 ,命题 (DD 成 立 , 考 察 ~ 一 
?十 1 时 的 情形 . 

设 长 子 集 Pr 分 拆 成 n 十 1 个 两 两 不 相交 的 子 集 AisAzs sy, A Arti, P=Al Uw UA, UA,+,ic 
QA1U…UA,, 若 QQ 是 NN 的 长 子 集 , 则 由 归纳 假设 知 ,命题 (D 已 经 成 立 . 大 QQ 不 是 长 子 集 , 则 存在 
某 正 整数 mi ,使 得 Q@ 不 包含 任何 相继 的 mi 个 自然 数 ,由 于 PP 是 NN 的 长 子 集 ,因而 对 于 任意 给 定 的 
k, 集 P 必定 含有 长 约 为 km1 的 自然 数 段 , 将 这 个 自然 数 段 分 成 小 段 P1 ,Pi,…, PP, 每 小 段 恰 有 相 
继 的 mi 个 自然 数 ,由 于 @ 不 包含 长 为 的 相继 自然 数 段 ,因此 对 于 每 个 P; (1 二 i 志 ) 虱 至 少 存 在 一 
个 aE€P, ;但 aeQ , 因 ui EP, 故 必 有 a;: € A 这 样 ,我 们 已 有 {a sd2 9 sk 上 一 Ai ,显然 这 样 确定 的 


级 酸 经 用 i 
A 


ad 必 满 足 1 委 ci 一 所 委 2 一 1 2 这 就 证 明了 当 一 * 十 1 时 ,命题 (1) 也 成 立 , 由 数 
学 归纳 法 原理 即 知 ,命题 (了 对 任何 非 零 自然 数 > 成 立 . 
由 于 六 也 是 它 自 喘 的 长 子 集 , 于 是 由 加 强 的 命题 (CD 即 知 原 命 题 成 立 . 


第 11 章 ”等 式 问 题 的 求解 思路 


A 组 


1. 令吉 一 二 一 1(n 一 2004)， 则 健一 一 一 1, 即 二 ri 人 ax* 如 水 即 a 


1 “1 帮 ] .了 1] Gn 二 dn! 和 . 龙 ] 


试 泡 捷 起 ， 冯 漆 您 二 秒 靖 移 o 


1 十 C， ” XI =dn 十 Qn-1 ” 碟 ] ,从 而 Hn" x 十 Cl 一 必 一 0， 于 Xl 十 工 1 一 1=0, 故 .二 1] = (一 1 十/5). 
2. 易 刘 yzE(0,1) ,1 一 rz 1 一 y， 一 zG(0,1). 一 方面 ,多 得 4 一 zy 十 yz 十 zx7 一 27yZ>7Zy 一 0， 
当 、y>0,z-> 时 ,a 一 0, 另 一 方面 , 易 得 a=(1 一 z)xz 十 (1 一 2z)yz. (1) 当 0 一 z 委 广 时 ,1 一 2z>>0 因 


3) 十 寺 (人 ( 刘 当 方 <xz<1 


时 ,1 一 2x<<0. 因为 yz 记 0, 所 以 a 过 (一 XX 和 一 全, 综 上 所 述 ， 有 aE€(0,35 J. 
3. 今 y= HDL 即 Fxz 十 1)= /六 z) 十 zx 十 2. 令 二 0, 得 f(1) 二 
Fo) 十 2. 由 f(1)==1 知 F0)= 一 一 1, 当 PEN 时 ,fm) = EAk) Akl]+f(0) = (k+l) + 


f(0)= 坟 n(nt3)—l. 同 理 , (一 ) 二 一 地 (一 十 3) 一 1 所 以 ,f(D)= 志 n(n 十 3) 一 1,nE 2 令 


fm) 一 n, 解 得 n= 二 一 2 或 n= 二 1, 故 求 n 为 2 个 . 
4. 由 f(z) 的 性 质 , 得 f(x) 二 x 一 了 (x 一 1). 
反复 使 用 上 述 公式 ,可 得 
f(94) =94:— f(93) 

一 94: 一 93? 十 了 (92) 
一 942 一 93: 十 92? 一 了 (91) 


一 94? 一 93? 十 922 一 912 十 … 十 202 一 f(19) 
一 187 十 183 十 … 十 43 十 400 一 94 


_187 十 43 . (二 43 
2 


=4561. 
因此 ,fC(94) 除 以 1000 的 余数 是 561. 
5. 由 已 知 ， 
(di sd2; )— (1,21) =—=1,， 
所 以 ,对 于 任意 自然 数 i,a; 都 可 以 被 i 整除. 
如 果 对 某 个 自然 数 i, 有 ai 之 i, 那么 由 已 知 可 得 (4s ,ai)) 二 (ai ,DD 二 


十 1 ) 十 400 一 94 


AIEEEE 


由 前 面 的 证 明 可 得 :a。 可 被 w 整除 ， 
从 和 而 月 (Ce a) 二 a， (2 
由 GD 和 多 得 
一 1 和 让 
故 对 任意 自然 数 i 邦 有 & 夺 于 是 我 们 可 得 ai 二 7,1 二 1 ,2,*… 
6. 用 递 推 关系 可 得 
us —=ads(ds dds) artast a) (a2) 
=ax (uz 2a) (a 2a Nas (ot 2a) -+t2a. | 
=as(us + 2a) (0 T2411) (a 二 2a 二 2), 
因为 ”a6 二 2288 一 2; X11X13, 所 以 由 a2 二 24 十 2 与 a; 十 2a1 相差 2, 且 都 是 2288 的 因子 , 则 只 能 有 
2 十 2 三 11 十 2 十 2 一 13. 
从 而 (as 十 2as) 一 2 ， 


由 此 可 得 ww 只 能 为 1 或 2. 车 4 二 1, 则 as= 攻 不是 自然 数 , 巴 盾 ! 所 以 必 一 2,az 一 1, 再 由 we 十 
2a1 一 上 ,得 wl 一， 


7. 在 所 给 等 式 两 端 同 来 + 一 Vr 十 1, 得 


让 于 -长 耻 。，。 沁 漆 省 汕 卫 清和 车 C 


(3 二 VY DYZ tl. D 
在 所 给 等 式 两 端 同 乘 y 一 Vy 十 1 ,得 

—(zt+ Vitl)=y— Vy +l1. © 

十 多 得 

一 y 一 《一 并 十 y 名 7 十 y 二 0, 

8. 我 们 有 


Ul] C2 tn 


Da Ta) aa ta) Ta (a, Fa) 
l ] 1 1 l ] 

(a AF) gia))t t+t(a ra) 
] ] l l 

= (a tt (a -+ 十 (2 ta ) 
至 一 一 十 一 一 一 一 十 … 十 


a (a ta,) 2 (as 十 as) 
9. 车 Xz 十 y 十 z 十 1 关 0, 则 


Ul 
tn (a 十 al 》 


rr {ry+xztt 1 

y 十 十 1 7 十 y 十 zx 3(7z 十 y 十 zx 十) 3 
从 而 了 一 y 一 > 一 加 

Z 十 y | 

= 二 7 二 4 


-二 寺 — 工 十 一 we 一 一 一 一 一 
在 十 y 十 z 十 1 二 0. 则 地 re 1， 


‘1 十 y i 
所 以 十 十 yx 一 4. 
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解 题 金 钥 是 系 列 


10. 由 北 推 关系 得 
as=60,.4;,=13,a;—=27 ,0¢6 = 0, 
故 猜 想 : 当 nn 之 3 时 ,as >2a 
用 数学 归纳 法 证 明 猿 想 . 
显然 a 六 24a; ,as 之 241. 
设 dr > Aa . ] sk 1 > Lak ‘2. 则 
CT 一 3 一 0 一 2082 一 2 十 (一 Ge 一 2a063 
>2ar ce 1 一 2d 2c0， 
由 数学 归纳 法 原理 知 ,猜想 得 证 ,于 是 我 们 有 
0 >2a, 1 >2 a 2 2 aC—3X2".. 
11. 由 题 设 可 知 , 包 和 他 10,5) ,所 以 bs E42,4,6,8) ,从 而 推 知 ;序列 Bo,63,… 以 4 为 周期 ,是 有 以 
下 形式 : | 
…2,4,8,6,2,4,8,6,… 因 此 ,对 任何 n>1, 都 有 
ant4 二 Qn 十 《2 十 4 十 8 十 6) 二 a 十 20) 
对 任何 :之 1, 都 有 
ai 一 en 十 205， 
在 序列 的 两 项 a, 二 10m 十 2 和 awt1 二 10m 十 4 中, 至少 有 一 项 是 4 的 倍数 . 即 存在 cu 一 4L,L€EN. 
于 是 ,我 们 就 有 
an, 二 4s 二 4L 十 20s 二 4(L 寺 55),sEN. 
注意 到 数列 
2° 2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,oe 
中 的 各 项 被 5 除 所 得 的 余数 构成 一 个 周期 数列 
1,2,4,3,1,2,4,3.… 
由 于 及 被 5 除 所 得 余数 只 可 能 是 1,2,3 或 4. 因此 存在 无 穷 多 个 使 得 2 二 1mod5), 且 2 之 4 令 


二 
Sk 一 CN. 则 
dn, 十 4% 二 4(1 十 554 ) 二 4X2 二 2412, 
从 而 命题 得 证 . 


2 
12. (1)- 计 十 -一 -7 等 价 于 


1 1 1 1 即 am _ bc 
bic c+a c++a a 十 P (8 十 c)(c 十 C) (ce 十 aa 十 六 


它 又 等 价 于 (ae 一 站 (Ca 十 站 一 (6 二 ec) 一 c), 即 2 他 一 a2 十 c， 
(2) 由 于 


1 加 ] 
(有 十 1 十 有 vR 十 1] VER 十 HDVR 十 1 十 VER) 


O 
解 
题 
金 
铀 
是 
系 
多 


高 
中 
站 


于 


™ 
- 


di 


红 楷 经典 
A 


Pa frp a_p _ abp a pl 
(3) 由 于 如 < 入 ,所 以 0< 扩 一 ,aq 一 bp 是 一 正 整 数 ,因而 名 一 耶 之 亏 - 


O bq 
解 af 4~l 
题 同样 ， 六 
金 rr_pP_ /rr av/a pl,l_gt; 
名 从 而 5 gv ots) 
另 一 方面 ， 
列 TT Pr ps i 
, $s gg $0 Sg 
' ~stg 
所 以 六 关 汪 和, 即 6>9Ts 
数 
学 B 组 


1. 因为 2+h(1)=2 十 1 二 2 (1 十 广 )=2h(2), 所 以 2 一 2 时 ,命题 成 立 . 


假定 命题 对 茶 个 ?之 2 成 立 , 即 
n 二 h(t1) 二 hh(2) 二 … 十 h(n 一 1) 一 nh(n),， 
那么 两 边 各 加 1 十 h(n) ,得 
8 十 十 六 十 有 2 十 十 六 (一 二 十 严 (7) 
一 ?RD 十 1 十 几 ) 一 (2 十 Pa) 十 1 


_ __ -711= 
=nt Dnt DA t1l= (nt Dant1). 


即 命题 对 n 十 1 成立. 
根据 数学 归纳 原理 ,命题 得 证 . 
2. 由 所 给 的 例子 猜想 一 般 规律 
1 1 1 
na Nat 1 山 
1 1 +1 1 
因为 nH nntl) nant) na’ 
所 以 ,中 式 是 成 立 的 . 
把 中 式 写 成 等 价 形式 
1 _1i1 1 ... 
n(n4+1) nn nt1’" le,3, 
于 是 ,我们 有 
EE 1 + 
i(i 十 1)” (i 十 1)(i 十 2) j(j 十 1) 


1 


1 1 1 
tt tI) 


让 


于 是 我 们 只 需 证 明 存 在 正 整数 : 和 /7 使 所 式 成 立 . 
将 只 式 中 的 n 改 为 n 一 1, 得 
1_ 1 1 


CR 站 和。 
Ce 


n 7 一 1 Dn 
因此 , 当 i 二 n 一 1,j 十 1 二 (x 一 1)n 时 ,@ 式 成 立 , 故 原 命题 得 证 . 
3. 由 ai 一 ao 一 方 (as 十 ao) 一 1 ,所 以 wa = 二 13. 对 于 ?之 1 由 假设 可 知 


] 
on 一 个 r 十 1 十 一 1 2 (don+2 二 Qon_2 ) -一 4， 


所 以 记 6 二 azn ,得 到 
b=11,b=13,H bi! =26,C—6,_i; 十 8,n 宇 1]. 


由 此 可 得 Db 一 2 > — Pb, 十 8n， 
On+!1 = 二 Th —b 二 8n 二 5b, 十 8n 十 2， 
于 是 得 到 六 + 一 局 +2n+8 2 k= 十 67 十 上 3， 


再 由 二 11,6b 一 13, 从 而 

b=4(n 一 1 十 6(n 一 1) 十 13 二 4n 一 2n 十 ]1 ,nn 二 0,1,2,*** 
即 az 二 4 一 2n 十 11,n 二 0,1,2,*… 

对 任何 ?之 0, 利 用 假设 可 得 


[| 
Qn 一 0o+0 一 -7 《aa 十 co) 一 于 


一 方 (4 一 22 十 11 十 11) 一 到 


一 和 六 一 2 十 1 1， 
从 而 ai 一 45。44 十 11 一 1991， 
4, 我 们 证 明 更 一 般 的 绪论 : 


对 任意 n 个 正 数 ai gd 9 ”人 , 按 题 述 方法 所 求 的 和 必 05 = LS(al ys 
对 nn 进行 归纳 . 

当 m 一 1 时 ,SCa) 一 了 六 一 二 ,因此 nm 一 1 时 结论 成 立 

假设 一 上 时 ,结论 成 立 . 我 们 来 证 明 2 一 & 十 1 时 结论 成 立 . 


琵 经 典 


媒 寻 丘 蛋 ， 也 并 遍 槛 取 汕 区 O 


事实 上 ,上 十 1 个 数 al yaz 和 …axyatH 的 (RE 十 1)1 个 排列 可 分 为 & 十 1 类 ,每 类 中 的 有! 个 排列 以 
同一 元 素 ai 为 末 数 . 这 种 排列 的 Q(o) 最 后 一 个 因子 为 St) 一 Ci 十 az 十 十 ak 十 aiti. 前 上 个 因子 
恰 是 由 另外 站 个 元 素 的 所 有 可 能 排列 所 给 出 . 


由 归纳 假设 ,这 Al 个 排列 的 志方 之 和 为 


a 
QQ2 QAR Ot1 CG) 


对 i 求 和 即 得 
Do = Sa sd2 3""" sdk-) ) 


Ss 4 


1 上 十 ] 
1 
UIU2 ”人 位 上 十] 
根据 数学 归纳 原理 ,要 证 的 一 般 结 论 成 立 . 
于 是 本题 的 结 朱 为 


} 下 和 -上 
0) 1 I s. De oa D1 一 < 2 ，» 


5. 对 任 kEN, 由 已 知 
ff(R)) = 3k, 中 
FOFCFED)) = f 3k). / 
| 又 由 由 知 f(f(f(k))= 二 3 了 (kk)， 
| 所 以 ff(3k) 二 3f(k). (站 
若 f(1)==1, 则 代入 岂 得 AL1) 一 3. 天 慎 . 
所 以 乒 1 一 & 盖 | 
但 由 人 ,FACFGD)=Fa) 一 3， 
由 Ax) 的 严格 递增 性 得 
3= f(a)>f(1)>1, 
所 以 fC(1)=2,a=2,f(2)=3. 
再 由 加 得 , f(3)=3f(1)==6, f(6)==3f(2)==9， 
f(9)=3f(3)=18,f(18)=3f(6)=27, 
f(27)=3f(9)=54, @ 
f(54)=3f(18)=81. 中 
由 和 人 @, 自 变量 从 27 到 54, 增 加 27 个 数 , 对 应 的 函数 值 从 54 到 81 ,也 增加 27 个 数 . 由 函数 f(z) 
的 严格 递增 性 可 知 , 当 自 变量 从 27 到 54 之 间 每 增加 1, 对 应 的 函数 值 也 增加 1. 因此 有 
f(28) 二 55, 1(29) 一 56, 7(30) 一 57， (31) 二 58,f(32) 二 59, 再 由 @ 得 
f(96)=3f(32)=177. 
因此 
f(1) 十 f(9) 十 f(96)= 二 2 十 18 十 177 二 197， 
6. 不 妨 设 ao 二 2. 于 是 当 n 二 0 时 , 仍 有 
1993 二 ants ° Qntt 


旋 如 -和 本， 冯 漆 便 间 也 汕 入 O 


‘nt+3 a 
由 已 知 ,得 

Qn ad 一 1993 十 ai * anrl, 山 
以 nn 十 1 换 n 得 

tnt * antl =1993 十 arr3 * antz)， 加 
OD 一 也 得 


Cn+3 " dn dni4 * Un+i Unt+2 ® dntl™ ni+3 * Un+29 


即 n+4 十 Qnr2 __ Unt+3 | 四 


Qnt2 二 an Cn+l 


“ ， 人 四 

“ “ “ ” ， 站 . 出 

由 站 

， . = 区 
rr rr 


FREE 


Zp 
在 @ 式 中 依次 令 n 二 0,2,…,2m 一 2, 相 乘 得 <2 芋 二 4 一 +t， 


Qs 十 ao Ql 
印 U2m+t+2 十 azm 一 3a2m+1. (4) 
在 仿 式 中 依次 邻 n= 1] ,3 9m—] ， 相 乘 得 zt+s 十 azmt1 WH2m+2 ， 
Q3 十 Qi U2 
即 om+t+3 十 Qom+] -一 998a2>，， ©) 


由 已 知 , 当 n==1,2,3, 时 ,a 为 整数 . 
设 n 一 2&,2& 十 1 时 ,a 为 整数 ,于 是 由 由 可 知 
(2p+2 — Sa2k+1 — a2k 
为 整数 ;由 名 可 知 
dk+3 一 998az ~ 2g] 
人 由 数学 归纳 法 原理 可 知 ,对 于 任意 上 自然 数 n,a; 均 为 整数 . 
7. 设 aaz,… 的 公差 为 dj ;中 ,bo ,… 的 公差 为 di. 则 


入 =na 十 全 一 mn— Dy Bp 一 ?十 一 一 n(n ; —D) 9 


A, Zai 十 (2 一 an 


B, 20] 十 (n 一 1)d; 


2a1 十 (nO—1)d) .21 一 | 个 
201 十 (2 一 ])ad， 3n 二 1 


a_l 一 
b, -一 4 ,Db 4dal. ©Q) 


在 @ 式 中 , 令 n> 十 oo 得 全 一 与, 中 一 也 中 9 


人 2a1 十 di 3 
AAA Ce ii 
在 人 0 式 中 , 今 nn 2 得 ?5 | d; | 7 . 


利用 扫 和 久 将 上 去 化 为 


= ,化 简 得 2 一 4a1， 
8ai t3 di 


于 是 dz 一 d=6a, 
故 Cn a 十 (no 1)d ai 二 (nm—]1)*， 4al 


ThE pp SE 


b, bb 十 (nn 一 1)d; ~ 4a 十 (nn 一 1) . Gai 
1] 十 4 一 1 4 一 3 
“4 十 6(n 一 1) 67 一 2 

8. (1) 记 sina 二 zx, 满足 该 式 的 a 必然 具有 形式 


kn (—1)*arcsinr, 


其 中 & 为 整数 , 于 是 ,相应 的 -7 > 的 值 对 应 于 单位 圆 上 的 4 个 点 : 


] 
— arcsinz Xx, 


2 


arcsinx， 


2 


ca 人 
ri ~ 
， 要 
p> 忆 
中 


性 溢 五 避 。 六 淇 应 洽 队 订 雅 O 


Of 


(X— arcsin7x), 读 (3 arcsinz). 
从 而 ,sin 了 至 多 取 4 个 不 同 值 


号 3 2 地 和 - 

男 一 方面 , 当 x+= 训 时 ,a= 于 ,全 , 亿 ,证 ,esin 多 可 以 取 到 4 个 不 同 的 值 . 
. TX .TT .x .dr 
SN 一 St 一 Si It 一， 


6 3 6 3 
(2) 相 应 的 邱 的 值 对 应 于 单位 圆 上 的 6 个 点 


arcsinr ， 序 (ZX arcsin7), 四 《4 十 arcsimnz)， 


尺 洋 所 于 。 油 淇 让 斑 除 欣 淮 OO 


去 (AX—arcsinr), 四 (3A— arcsin7r), 序 (5NA— arcsinz). 


但 后 三 个 点 与 前 三 个 点 有 以 下 关系 : 


可 (一 arcsinzy) 一 式 一 序 (2Aarcsin7), 


. 1 . 
(37—arcsin7) 二 Tm- arcsinr),， 


3 


ww|— 


(5NA—arcsinz)= 3 一 二 (47++arcsinx), 
所 以 sin 所 至 多 取 3 个 不 同 的 值 


又 因为 sine 一 0 时 ,a 一 0,2x,47x,0,…,sin -3 可 以 取 到 3 个 不 同 的 值 
47 


, , 0OT . 
sinN0 ,SIN — ,SIN —. 


3 3 

9. 设 m EN, 使 得 x 一 47r 十 227 一 36n 十 18 二 mm? ,配方 后 得 
(72 一 27 十 9)2 一 63 一 ?7 ， 
于 是 ,63 一 (2 一 22 十 9)2 一 ?22 一 (2 一 2 十 9 一 7 一 2n 十 9 十 mm). 
注意 到 ,好 一 22 十 9 十 mm 一 (2 一 1)2 十 mm 十 8EN, 所 以 , 必 有 

nn —2n 十 9 一 m 二 ] ,3,7， 
[29m 二 6331,9 
而 到 一 2n 十 9 二 31,12 或 8, 分 别 求解 得 n 只 能 为 1 或 3( 对 应 的 m= 二 1,9). 
注 :在 得 到 式 @ 后 ,还 可 用 不 等 式 估 计 来 处 理 . 


第 12 章 方程 问题 的 求解 思路 
A 组 


1. 由 已 知 得 
23 一 一 1 一 (一 az 一 由 (Z 一 力 ， 


358 


解 题 金 钥 是 系 列 


所 以 


apt+-BY 二 + Ya= ] 
aBy= 1. 


[ea 7 二 0， 


lta 18 ITY 2/ 1 1 1、 
1 一 zx 十 1 一 8 十 17 一 2 人 (2 二 3 这 了 7) 3 
_ /3 一 2(a 十 B 力 十 (aq8B+By 上 ya 、，。 
(1 一 ca) (1 一 及 (1 一 ) ) 


3—1 
-2(1 1) 3=—7. 


2. 设 y= 二 x 一 1, 则 [y==[y]. 
y 宇 0, 则 y 之 Ly >y 一 |. 
所 以 Lyly< v1+Ly]. 


即 xzE [十 1,1 十 V1I 十 尼 ), 对 于 任意 zxENU10)》， 
在 y<0, 则 [Ly 了 了 宇 y 之 [yy ]， 
所 以 必须 y 为 整数 ,才能 有 [Ly jj] 二 [y 耻 , 即 xz 为 负 整 数 或 0. 
3. 说 工 是 给 定 方程 的 根 , 且 Lxj]==n, 由 原 方程 得 x? 十 7 二 8n. 
这 表明 ?>0, 利 用 nx 过 n 十 1, 得 
十 7 夺 荆 十 7 过 (x 十 1 十 7 二 十 2n 十 8&. 
用 8n 代 区 十 ?7, 得 关于 的 不 等 式 
二 十 7 过 8n< 之 十 2n 十 8， 
入 一 672 十 8 全 0， 
nn 一 82 十 7 扫 0. 
解 得 ”1 志 n< 过 2 或 4<n 委 7. 
所 以 n= 二 1,5,6,7. 
n 二 1 得 二 1， 
n 一 5 得 x 二 V33， 
n 一 6 得 二 V41， 
1 一 7 得 x 二 7. 
4. 令 5, 二 | logz 1 十 [logz2j 十 [logz 3j 十 … 十 [logsenj. 
显然 ,对 非 负 整数 ,有 2 个 正 整 数 
2 ,2 十 1 和 2 十 2 ,24+1 一 ] 
使 得 当 等 于 这 2 个 正 整数 的 任 一 个 时 ,都 有 [log: zj 一 &. 因此 ,对 于 任意 的 正 整数 ~, 都 有 
Szr- 1 二 0 十 届 十 1) 十 (2 十 2 十 2 十 2 十 十 [7 一 了 十 人 一 1 二 十 (7 一 1)1]. 


27 一 上 个 


CO 
解 
起 
金 
铀 
是 
系 
列 
高 
中 
数 
学 


Hl 


这 个 表达 式 的 右边 有 
2 一 2 项 不 小 于 1; 
2 一 2 项 不 小 于 2; 


”| z 和 
. : 


许 加 - 王 台 。 也 漆 次 坟 骨 次 汶 O 


A 
F 


全 本 和 题 金 钢 是 系列 


EE 


2 一 2” 项 不 小 于 3; 


2 一 2” 项 不 小 于 一 2; 
2 一 2 一 :项 不 小 于 一 1 
因此 ， 
So i 二 (2 一 21) 十 (2 一 22) 十 十 (27 一 27 2 1) 十 (2 一 2 1) 
一 (rr 一) 2'—(2’—2) 
一 (7 一 2)。27 一 2， 
当 r 一 8 时 ,由 上 式 得 So 二 1539<<1994. 
当 r 二 9 时 ,由 上 式 得 ”Ss1; = 二 3586>1994. 
可 见 , 如 果 S, 二 1994, 那 么 255< 二 n<511. 
于 是 我 们 有 
1994 二 S, 一 Szss 十 (n 一 255)，。8, 即 1994 二 8n 一 502. 
解 得 ”n= 二 312. 
5. 根据 柯 西 不 等 式 
(V1 一 Vz 十 VD) 二 [CV1 一 Vz)2 十 (Vz)2。[12 十 (VZ)2]， 
因 Vi~Vr+Vr= Vrtl, 
则 CVI~Vr+ VE) = VV) D+ l. 
又 根据 柯 西 不 等 式 取 等 号 的 条 件 , 有 且 仅 有 
V 1 一 rz 一 上 。 1]， 
| 
解 之 得 原 方程 的 根 为 ”z=0. 
6. 根据 柯 西 不 等 式 
(zr V14—3y —y V21—3r :<r + V7) (Vd 3y —y Viol—37)’], 
因 x V1l4—3y ~—y V21—3x:=7V2, 
则 (Cx Vi4—3y —y V21—37)’=[r+( Vr): [(VI4—3y)+(—V3y):]=98. 
又 根据 柯 西 不 等 式 取 等 号 的 条 件 , 有 且 仅 有 
Tz 二 上 V14—3y,， 
(i 
消去 ,化 简 整理 ,得 
2 万 十 3 光一 14 且 工 与 y 异 号 (zy<<0)， 
另外 由 原 方程 知 一 Y7 志 XV7， 


且 My 
再 解 不 定 方程 2x* 十 3y: 二 14， 
得 原 方程 的 整数 解 为 “jz 一、 


-一 一 2 


解 题 金 钥 是 系列 


7. 设 是 原 方程 的 一 个 整数 解 ,那么 ,一 定 存 在 整数 ,使 得 
(3r— Vr FIGOrT 00—2nn, 


凤 9x* 十 160x 十 800= 一 (37 一 16n)*， 
T(37 十 5) 一 81 一 25， 


但 8 一 25 二 二 (3n 十 5)(3n 一 5) 一 全 ， 


因此 (3n 十 59) 地 (3n 十 5)(3n 一 8) 一例 ， 
St3nT5)(3n—5)—97r(3n 二 59) 二 25)， 
(3n+T5)(24n—40 一 97) 二 25., 
3n 十 5 { 士 ] ,十 5, 十 29). 
注意 到 是 整数 ,得 
ne{—2,0,—10}., 
将 2 一 一 2 代入 中 得 x= 一 7; 
将 n= 二 0 代入 得 一 一 5; 
将 n= 二 一 10 代 人 中 得 ”x= 二 一 31. 
经 检验 ,z+ 二 一 5 是 增 根 . 故 原 方程 的 所 有 整数 解 为 
CZ 一 一 7 或 > 一 一 31. 
8. 方程 组 变形 为 
《a 一 1 和 5 十 2(a 一 1 一 14 一 0， 
(68 一] 六 十 2(08 一 1 十 14 三 0 
两 式 相 加 得 (a 一 1 六 十 (8 一 1] 入 十 2(a 十 8 一 2) 一 0， 
即 (a 十 B 一 2)[1(e 一 1 十 (8 一 1 一 (ae 一 1 一 1 十 2 一 0. 
但 当 zy,y 都 为 实数 时 ,等 式 
TX 十 yy 一 XYy 十 2 二 0 


O 


不 成 立 ,否则 x 一 光一 8 与 zx 为 实数 矛盾 


所 以 a 十 8 一 2 一 0, 即 a 十 b= 二 2, 
9. 如 果 z<20 ,那么 我 们 用 方程 凶 减 去 方程 中 的 十 倍 , 得 
9sinz 一 8sinzz 一 …… 一 Stnze 十 Stnzn 十 2stnziz 十 十 (一 10)stnr 一 100. (3) 
式 左 端的 绝对 值 不 大 于 (9 十 8 十 … 十 1)X2 二 90, 因 此 @ 式 不 可 能 成 立 . 改 原 方程 组 当 2<20 
时 无 解 . 
当 n= 二 20 时 ,我 们 可 取 zz ,…' ,x 使 
sinzi = —1(i1=1,2,." ,10); 
sinz; =1(7=11,12,.,20). 
这 样 取得 的 zj ,zz ，… ,zw 显然 是 n= 二 20 时 原 方程 组 的 解 . 
故 要 使 原 方程 组 有 和 解 ,n 的 最 小 值 是 20. 
10. 将 方程 组 中 的 方程 相 加 ,得 
(atbitoOrx tatbtio rt (tatbte)=0, 


- 语 于 呈 副 。 衬 六 类 二 内 商 汐 oO 


外 于 所 可，。 冯 沐 识 滥 取 证 芍 C 


5 
yy 解 题 金 钥匙 系列 


要 经 暴 


由 此 (a 二 5 十 中 (x 十 x 十 1) 二 0. 
因为 对 任意 实数 ,x 十 + 十 1 关 0, 所 以 方程 组 有 人 解 的 必要 条 件 是 a 十 b 十 c= 二 0. 
反 过 来 ,如 果 a 十 b 十 c= 二 0, 则 x==1 显然 是 方程 组 的 解 . 
因此 ,a 十 b 十 c= 二 0 也 是 方程 组 有 解 的 充分 条 件 . 


11. (1) 由 韦 达 定理 得 
ad 十 5b 十 < 二 |， 

[rte —1， 
abc=1. 


蔡 apc 中 有 两 个 相等 ,不 妨 设 a 二 6 则 代入 上 式 可 得 


2a 十 c 二 ] 9 
| 十 2ac 二 一 1， 


da:c=1. 


BOO 


由 他 得 c>0, 册 由 书香 a 二 0. 


| 由 得 


c= ]— 224, 
代入 多 并 整理 得 
3c 一 24 一 1 一 0， 


从 而 有 au=: 1,a= 一 二 ,考虑 到 u<<0, 故 取 4 一 一 坊 , 由 & 一 2 得 4 一 一 村 .又 代入 @ 得 < 一 全 . 但 此 时 
不 满足 @@ ,出 现 矛 盾 . 故 a,b.c, 互 不 相等 
(2) 设 $ eh FCC -—a” 


a—b pe Cc—d 
我 们 来 证 明 一 个 更 一 般 的 命题 :对 于 任何 自然 数 n,S, 都 是 整数 ， 
事实 上 ,S, 二 0,S 二 3 都 是 整数 . 另外 S = (ua 十 人 十 (二 ec) 十 (c 二 aa) 三 20a 十 bc 一 2 也 是 整数 . 
假设 2 一 4 一 3,7 一 上 一 2,2 一 上 一 1 时 ,S, 都 是 整数 . 则 当 n= 二 时 (8 宇 3) ,我 们 有 
a Hoe a. 
> = a—o 十 太一 C C—a 
但 由 一 必 一 a 一 1=0 好 二 a 十 a 十 1 可 得 


a =at 1 -at ?a 3. 


一 9 1 十 SS ;十 3， 
由 归纳 假设 可 知 S 也 是 整数 . 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任何 非 负 整数 ,n,S, 都 是 整数 . 从 而 ?一 1982 时 ,Sisgz 也 是 整数 . 
12. 设 a 二 (a 十 VE 二 1) ,有 一 (4 一 VE 十 1 人 , 则 | 
二 (a 十 B= 二 十 户 十 3aB(a 十 PB) 二 2a 一 3b. 
即 已 一 2 一 30 (WD) 


解 题 金 钥匙 系 列 


也 就 是 说 ,b 是 三 次 方程 
7 二 37 一 24 二 0 z 包 
的 一 个 根 . 


必要 性 : 设 bp 是 一 个 正 整 数 ,由 中 有 oa 一方 0 十 3), 古 偶数 时 ,2 是 正 整数 ;6b 是 奇数 时 ,多 十 3 
是 偶数 ,< 也 是 正 整 数 . 所 以 a 是 一 个 形 如 广 x 呈 十 3) 的 正 整数 


充分 性 : 设 a= 方 n(W 3)(nE N), 则 z= 二 n 是 方程 加 的 一 个 根 ,又 因为 当 坟 三 xz (xi ,x ER) 
时 ， 
(了 十 3z 一 20) 一 (好 十 37y 一 2c) 
一 (2 一 2 (1 十 To 十 好 十 3) 


2 
= zo[ (n+ 学) 十 方 且 十 3]<0， 


所 以 盟 数 (7) 二 十 37 一 24 是 严格 递增 的 ,从 而 方程 回 仅 有 惟一- 根 rz 一 又 因为 6 是 方程 @ 
的 一 个 根 ,所 以 5=n, 即 5 是 -一 个 正 整 数 . 


B 组 


1. 将 原 方程 变形 .化 简 ,得 

.ax 十 23x 一 上 b 二 0, 

因为 三 次 方程 在 实数 范围 内 要 么 有 一 个 根 .要 么 有 三 个 根 ,所 以 这 三 个 根 要 么 有 -个 根 为 1 或 
一 1, 且 故 外 两 个 根 不 等 ;要 么 没有 根 是 士 1, 但 有 --- 个 二 重 根 . 由 于 这 两 个 根 的 和 为 12, 则 这 三 个 根 只 
能 是 下 列 三 种 情况 之 一 : 

(一 1 ,12 一 S) (C1,s,12—s) (s,s,12—s), Hs {—]1,1,6,11,13). 

各 (ziy7zzyxzs) 一 (一 1,s,12 一 y) ,由 韦 达 定理 得 

4 一 11: 一 12s 二 35 二 0,6 一 一 ys(12 一 $), 

所 以 ,s 二 5 或 7,5= 一 35. 

从 而 ,(a,p) 一 (11, 一 35)， 

和 芷 (riyrzyza) 一 (ss 12 一 ?), 同 理 可 得 

a 二 $s 十 ]2,s 一 24s 十 23 二 0,6 二 5 (12 一 $5)， 

所 以 ,s 二 1 或 23， 

将 s 一 1 舍 去 ,得 < 一 35,p 一 一 5819. 

从 而 , (a,5) 二 (35, 一 5 819). 

综 上 所 述 , 有 两 组 (a,5) 满 足 条 件 , 分 别 为 (11, 一 35),(35, 一 5819). 

2. 显然 p 隆 0, 且 若 (x1 ,zz,… ,x ) 是 原 方程 组 的 解 , 则 将 p 改 为 一 时 (一 x ,一 zy … ,一 xz) 也 
是 原 方程 组 的 解 . 


不 妨 假设 >0, 且 (rz 和 …z) 是 原 方程 组 的 解 , 则 全 0 一 12 11 因为 十 三 >2V 


本 i ,所以 PT TT (2 V2 TY Te, 9 即 轧 之 2 V2, 


译 恋 后 下 。 辽 漆 认 槛 髓 商 葡 0 


评 党 - 匡 下 。 也 漆 记 查 入 庙 汶 CC 


eA te et 是 和 
A 解 题 金 钥匙 系列 


奥 莫 经 


当 p=2V2 时 ,由 尺 ! = 总 ,得 过 一 和 ,有 惟一 组 解 ,不 合 题 意 . 


ca 一 


当 >2V2 时 , 则 厌 方 程 组 至 少 有 两 组 解 . 如 令 zx 二 xz 二 … 二 x 二 Xx; 则 二 | p+ Vp -8) 


2 

综 上 所 述 , 记 的 取 值 范围 为 

(一 ceo, 一 2V2)U(2V2, 十 ce). 

3. 设 复数 a 一 zx(cosA 十 IisinA) ,B= y(cosB 十 isinB)， 

7 二 z(cosC 十 isinC), 设 a.B.7 是 三 次 方程 WD 
的 三 个 根 , 由 韦 达 定理 知 

a 二 a 十 8 十 7 一 xcos 和 十 ycosB 十 zcosC 十 iFi 二 实数 ， 

b =abt-BY+ Ya 


= [atBH 7 一 (t+ 记 二 六)] 


二 
2 
! 


[a 一 (x*cos2A 十 y cos2B 十 zx? cos2C 十 iF,)| 
一 [一 7x cos2A 一 y cos2B 一 zcos2C | 二 实数 ; 

c 一 ay 一 Tryz[fcos(4 十 有 上 CD) 十 isin(A 十 BT 二 CD) | 

一 土 Tyz 一 实数 ， 

可 多 方程 四 是 以 x.8.7y 为 根 的 系数 三 次 方程 . 

现 设 $S, 二 a 十 8 十 Y” (7 为 下 整数 ), 则 欲 证 对 一 切 正 整数 r, 有 FF 一 0, 只 需 证 对 一 切 正 整数 x,S， 
是 实数 就 行 了 . 以 下 用 数学 归纳 法 证 明 S, 是 实数 . 

已 知 记 二 Fs 二 0, 所 以 S1 = 二 a 十 B 十 7,Sz 二 十 诺 十 7 均 为 实数 ,县 So 二 ww 十 记 十 六 = 二 3 也 是 实 
效 . 在 yw 1 Sr 均 为 实数 , 则 对 于 Dil ;由 于 xy 满足 方程 人 , 故 有 等 式 

SS 一 4 十 D9 一 C9 .一 0 
成 立 , 即 有 SS. 三 ac9, 一 0S， 1 十 CS, 2. 
因为 a.bc 均 为 实数 ,S,,S, 1、S, :> 均 为 实数 ,由 上 式 知 S,+1 也 是 实数 . 

因此 对 --- 切 正 整数 xr, 有 FF 二 0. 

4.《1) 由 均值 不 等 式 得 

|= et 2 Yl 

所 以 ,z 在 是 原 方 程 的 解 , 当 且 仅 当 

c 0 一 CT 一人 Fr) 十 gz) 十 六 (Z) 一 0， 
即 f(r)=g(7)=h(7r)=0,. 
(2) 原 方程 等 价 于 
D0 二 cosxr)log25 or 2 3. 
设 f(z) 一 (1 十 cosnxx)logs5,g(7) 二 一 1,h 有 7) 二 2(1 一 1x|), 则 
Fr) 十 gz) 十 hx) 一 (1 十 cosrzr)logz5 十 (| 一 1 之 0， 
由 (1) 知 函数 f.g、h 有 公共 根 , 邑 +=1 或 一 1. 
5. 当 了 X= 二 1 及 += 二 一 1 时 ,得 


解 题 金 钥 是 系 列 


P(1)=P(0)=P(—1). 
说 P(0) 一 d,P(7) 二 x(x 一 1)(x 十 QCzr) 十 qd, 代 人 原 等 式 并 消去 x(x 一 1)(x 十 1) 得 


(Xx 一 2)Q(X 一 1 十 (ZX 十 2)Q(z 十 1) = 二 27Q(x)， 


由 题 设 知 , 当 x+ 关 0, 十 ] 时 ,上 式 均 成 立 . 故 多 项 式 (X 一 2)QCr 一 1) 十 (x 十 2)Q(z 十 1) 一 2xQ(2) 


的 根 的 个 数 大 于 多 项 式 的 次 数 , 则 该 多 项 式 恒 为 0. 


其 中 ni 过 ns 过 一 过 ny 之 1 之 之 1. 


今 Q(2) 一 a 当 六 一 2 时 ,有 
0，CC1) 十 4GQG) 一 4QC2), 即 Q(C3) 一 ww. 
在 Qi) 一 Q(z 十 1) 一 <, 刚 


Qi 十 2 一双 2 十 了 QU 十 二 一 人 一 1)QUn) oy 
1 十 3 


所 BA ,Q(z) a. 

因此 ,P(r) 二 ar(x 一 1)(x 十 十 d= 二 a 一 ax 十 d. 其 中 cc 为 常数 . 
6. 用 A(z) 代替 原 方程 中 的 zx, 得 

ff YEA rT) YT fx), 

交换 原 方程 中 的 +、y 得 

flyf (7))= f(y7)+y, 

于 是 ,FAz) fy) = ff yx) y+ f(r). 

将 zy 交换 , 左 端的 值 不 变 , 从 而 ,有 

fyr)+ y+ f(r)= f(ry)++7 二 f(y), 


BB f(r)—7r= f(y)—y. 

因此 , /xz) 一 并 为 负数 . 

设 f(x) 二 zx 十 c, 其 中 cc 为 实数 ,代入 在 方程 得 

yy) 一 十 ec 一 和 Gy 十 c) 十 C 一 TY 十 Cr 十 c， 

fry 十 区 二 xy 十 (十 六 

于 是 ,ce 一 1. 所 求 国 数 为 f(x) 二 x 十 1. 

7. 由 条 件 可 知 , 对 一 切 maEN, 有 

1<3f0) (fC62nt DD) — f(2n))= f(2n)<6fn). 由 
因此 

lf(2nt1)—f(2n)<2, 

fl2nt+1)=f(2n)+1. O 
将 也 代 人 Q 山 得 到 

f(2n)=3f(n). (3) 


利用 各, 通过 数学 归纳 法 可 以 证 明 


f (2" 二 2"2 十 十 22 ) 一 3 十 3"2 十 二 3 ， 


这 里 的 非 负 整数 Nl 372 "°° ,NN. 适合 


On Nn,. 
记 k=2" 十 2 十 … 十 2 ， 
一- 271 十 2m2 十 ,十 2”m ， 


Ee 


既 炎 皇 下 。 妆 洪 郊 复 除 画 芍 c 


和 


到 用 cant md i he 
解 题 金 钥 趟 系 列 


沪 经 由 


£4 


当 上 有 <! 时 ,显然 有 f(k) 二 f(D). 注意 到 
293 一 3 十 33 十 2X32: 十 3 十 2X39， 
而 其 中 的 弛 = 二 243 必然 是 f(D 的 一 个 加 项 ,3: 和 3" 必然 是 f(&) 和 f(D 中 每 一 个 的 加 项 ,只 有 3 和 
3 不 确定 . 因此 , F() 和 FA 只 有 了 以 下 4 种 情况 ，; 
RE) 一 32 十 3? ， 
(fCD = 4 
大) 一 33 十 32 十 39 ， 
Dy 十 3 十 39 ; 
FE) 一 3 十 3 十 39， 
(ps 二 3 二 3 
太一 33 十 32 十 3 十 30 ， 
(Fo=ss+3 + 
相应 地 ,我 们 得 到 所 给 方程 的 全 部 解 ， 
一 2 十 2 一 5， 
| 
& 一 23 十 22 十 2 一 13， 
(2 二 232 一 39， 
k= 二 2 十 2 十 2 一 7， 
人 2 
类 一 25 十 2 十 2 十 2 一 15， 
(ez 十 2 十 2 一 37. 
8. 在 山中 令 x 二 y= 二 0, 得 到 f(0) 一 0. 
在 中 中 令 y= 二 0, 得 到 


fr)=r* (f (7)) ,rER. ©) 
将 上 式 改 写成 
fr)=r3( f(r3) ,rER. OY 


可 见 , 当 rz 闻 0 时 ,FIz) 之 0 当 rz<0 时 ，Fz) 所 0、 
今 S=(ald>0 且 Faz)= 一 wzr)rER} ,显然 1E 9. 
下 面 我 们 先 证 明 若 vcES, 则 os € 5. 
事实 上 , 知 a€ 5S, 则 由 包 和 S 的 定义 有 
ar( fC =aflr)= far)= f((as 2):) 
一 x( fla3 7))’,， 
约 去 公 因 式 , 得 到 
(a3 f(x)):=( f(a x))’, 
由 于 f(x) 与 x 广义 同 导 , f(a3 7x) 与 a3 广义 同 号 , 即 与 + 广义 同 号 ,因此 
a3 f(r)= f(a37) ,rE R， (3 


即 a ES, 


解 题 金 钥 是 系 列 


事实 上 ,名 a,b5ES, 则 利用 ~@@, 可 得 
fl(at+p) zr) 

= f((u3r3 ) 十 《63 二)3 ) 

=(asrs tr ){ (fas ri) — /flatrd). fz3) + fb zt ))?) 

=(as to) er (Caf as eo) Cf rt )) 

=(a+0) * f(r),rER, 
所 以 有 4 十 bE S. 

因为 1€E S, 所 以 1 十 1 二 2€ S, 依 此 类 推 ,可 知 任意 自然 数 nE€S. 特别 地 ,有 1996€S， 印 
f(19967x)=1996 f(x). 

9. 由 条 件 (3) 和 (C2) 有 


fr WY (v1) = rrO<zsy0<y， (QD) 


fr W=rf (1 )= yy,0SyEr, 0 四 


取 0<z<y 且 > 充分 小 ,使 得 yz<z,r<x !y, 由 条 件 (1) 和 @ 式 又 有 
2 r= ir,z)= f(f(xr,y),z) 
= f(x, f(y,2z)) 
一 f(x, |y) 
一 ( yy) lx., 
由 此 得 到 (kk 一 1)(k 一 2) 二 0, 解 得 一 1,ks 二 2, 将 &， 和 ks 的 值 分 别 代 入 和 @@ 式 ,得 到 
7, 当 O07 y,y>0; 


1( 9 ) = 
7 2 y, 当 0< y 人 TT 0. 

3) 
f(xsy)=7ry, (ry) (0,0). (d) 


当 Xx 二 y= 二 0 时 ,由 条 件 (3) 直 接 得 到 

f(0,0)= f(z* 0,z* 0)=2f(0,0). 
其 中 xzE IT 是 任意 的 , 故 必 有 f(0,0) 二 0. 这 意味 着 对 由 国 和 图 式 给 出 的 函数 户 (z,y) 和 fo (zx,y) 应 
补充 定义 有 1(0,0) 二 0, f;(0,0)= 二 0. 

容 多 验证 ,这 两 个 国 数 都 满足 条 件 (1) 一 (3). 

10. 大 4 一 1, 则 由 等 式 得 5 二 1. 

4D 二 1, 则 由 等 式 得 a 一 1. 

若 awb 都 不 小 于 2, 此 时 ,我 们 令 二 爷 


由 由 题 中 等 式 得 

dl 一 (di , 即 a =at,t=a’ i, 
显然 :二 0, 如 果 2: 一 1 之 1, 则 

1 一 Cd 之 (1 十 1 和) 之 1 十 (2 一 1) 一 2 人 1， 
有 矛盾 ,所 以 21 一 1 过 1, 于 是 有 0<<zr<1. 


三 入 所 可 。 辽 并 和 井 了 秒 离 区 o 


莱 冰 丘 林 。 也 洪 剖 二 凤 沫 入 C 


1 
记 上 一 一 ， 
li, / 


则 &== 交 之 1 为 有 理 数 . 由 题 中 等 式 得 


ak =0 ,BN a=W ,bk=0 ,ko 人 
如 果 Rs2, 则 & 一 久 和 甩 1 ,与 前 面 所 证 &>1 了 矛盾 .因此 有 &>>2. 设 


一 局 ;Pq9EN,(p,q)=1, p>2g. 
由 中 式 可 得 
() 一 已 一 入 纪 
q 


因为 上 式 右 端 是 整数 ,所 以 gq 二 1, 从 而 上 是 一 个 大 于 2 的 自然 数 , 即 有 
k>3. 
右 0 一 2, 则 由 作 式 得 k=2 7， 
男 见 ,此 时 大 3, 从 而 有 *& 宇 4. 另 一 方面 ,由 @@ 式 可 知 
一 (1 十 1D) 生 六 CI :十 CE :十 CE 
二 1 二 (2 十 华 -2 一 3) 


一 1 十 
由 于 上 式 中 等 号 当 目 仅 当 上 =4 时 成 立 , 因 此 我 们 有 k=4， 
2 一 太一 24 一 16. 
若 33, 则 k= 人 上 2 六 (1 十 2 六 ? 宇 1 十 2(h 一 2) 二 2k 一 3， 
好 kL3. 
故此 时 必 有 &=3, 代 人 四 得 6 一 3,a 一 二 3 一 27. 
综 上 所 述 ,满足 题 有 目 等 式 的 所 有 正 整 数 对 为 (co 一 (1,1),(16,2)(27,3)， 


第 13 章 最 小 最 大 问题 的 求解 思路 


人 > 二 (RD 一 


和 A 组 


1. 我 们 设法 把 必 十 100 变形 ,使 之 出 现 n 十 10, 为 此 
7 二 100 二 看 十 1000 一 900= 二 (xn 十 10) (x 一 10n 十 100) 一 900， 
如 果 x 十 10 整除 3 十 100, 则 ?十 10 能 整除 900, 为 使 n 最 大 ,可 令 
71- 二 10 一 900 ， 
所 以 n= 二 890. 
2， 设 不 能 作为 总 分 数 的 目 然 数 集合 为 S. 在 前 12 个 自然 数 中 ,只 有 1,2,4,5,8,11 局 于 S. 
因为 7 一 2X3 十 1,3X5=7X2 十 1, 所 以 当 若 干 3,7 的 和 n 宇 12 时 ,可 用 一 个 7 换 两 个 3, 或 者 
用 5 个 3 换 2 个 7, 使 组 成 的 和 数 增加 1, 因 此 大 于 12 的 自然 数 都 不 属于 S. 所 以 
S={1,2,4,5,8,1]1}. z 


所 求 的 最 大 值 是 11. 
3. 设 p= 二 10a 十 b(a,6EZV,1<5 所 5), 则 


解 题 金 钥 是 系 列 


pp 三 10。 (+2a6) +P(modl100). 

可 以 验证 , 当 5 二 1,3,4,5 时 ,pp? 的 十 位 数字 与 个 位 数字 的 奇偶 性 相反 ; 仅 当 5 二 2 时 , 产 的 末 两 
位 数字 奇偶 性 相同 . 因此 所 求 的 PP 必须 形 如 104 十 2, 而 p 一 12, 户 二 144, 末 两 位 数字 为 4. 

依次 计算 12 ,18? ,22 ,28? ,32? ,38: , 便 知 末 三 位 数字 非 零 且 相同 的 最 小 正 整 数 为 38. 

4. 如 果 删 去 43 个 数 :2.3、……、44, 那 么 在 剩 下 的 数 中 ,任意 一 数 都 不 等 于 另外 两 数 的 乘积 . 

如 宋 删 去 的 数 少 于 43 个 ,那么 至 少 有 一 个 3 数组 (&,89 一 k&,k(89 一 上 )) 由 末 被 删 去 的 数组 成 ,其 


加 
中 2<h<43,16<89— kL87 ,8(89—h) SC ( ) 二 1980. 25. 


5. 因为 75 一 5X5X3,n 恰 有 75 个 因子 ,又 nn 是 75 的 倍数 ,所 以 
n=75k=3X5k>2! X3!X5. 


由 于 的 最 小 性 可 知 共 一 4 一 2 X 3: 二 432. 


6. 由 于 2<ai 达 3(1 二 1 全 7), 因 此 整数 A; 应 取 2 或 3, 因 为 只 有 这 样 才 能 使 M<1 ,不然 的 话 , 就 
有 M>]1. 

要 使 4 十 As 十 … 十 4 一 19, 那 么 Al,As,…,A; 中 恰 有 五 个 3, 两 个 2. 

要 使 M 尽 可 能 小 ,应 把 最 小 的 两 个 数 w 和 a; 的 近似 值 取 成 4 = 二 A; = 二 2, 而 其 他 的 取 成 A 一 
A 二 As 一 A 一 Aji 二 3. 此 时 

M 一 az 一 4 一 2.61 一 2 一 0. 61, 

100M=61. 

7. 由 于 ni 一 二 mm 一 1(m 二 2) 三 0(mod3) ,所 以 

di 一 (9 一] 六 十 3 择 (o 一 1] 六 三 0(mod3)， 
因而 gq ,qz ,qs 中 必 有 一 个 被 3 整除 , 它 应 当 为 3 的 宕 .但 在 31((q 一 1 二 3) 时 ,31(0q 一 .从 而 3| 
(g 一 1),3 |(g 一 1)*,(g 一 1)” 十 3 只 能 被 3 整除 ,不 能 被 3 整除 . 于 是 只 有 在 9 = 时 ,Ca 一 1 十 3 
才 是 3 的 戎 ,这 时 必须 ;=0, 但 gq = 二 1 推出 

qi =3,gs =11,g;=1003=17X 59, 
所 以 x 的 最 大 值 为 2. 

8. 12 的 倍数 能 同时 被 3 和 4 整除 ,因为 9 十 8 十 7 二 6 十 5 十 4 十 3 十 2 十 1 一 45, 能 被 3 整除 ,所 以 要 

使 组 成 的 数 是 12 的 倍数 只 需 它 的 : 

如 果 上 & 的 个 位 数字 是 8( 即 48,58,68,…), 则 二 33 十 5n(n 二 3,5,7,…*). 

于 是 不 能 写成 两 个 奇 合 数 之 和 的 偶数 一 定 小 于 40. 

下 面 验证 38 是 满足 题目 要 求 的 偶数 . 

由 于 38 王 1 十 37 王 3 十 35 一 5 十 33 一 7 十 31 一 9 十 29 一 1 十 27 一 13 十 25 王 15 十 23 一 17 十 21 一 19 十 19， 
所 以 38 不 能 表示 成 两 个 奇 合 数 之 和 ,从 而 38 是 满足 题目 要 求 的 偶数 . 


9. 分 解 因 式 得 
dA! 二 4530 十 4 -一 42 (4" ?7 十 4173 十 1) ， dh 
A 27 二 173 一 1 一 《22- < 7 )? 十 2 & D945 十 二 人) 


当 n>972 日 ， 
(2m - 2 十 1 入 二 (27 2? )* 2 , pi 2 十 1 全 (2 27 7 十 2 s. 280 | 197). 


主演 萎 机。， 院 涩 记 二 除 座 汶 C 


症 沪 丘 可 。 衬 漆 使 于 和 耻 库 黎 O 


奥 旨 经 


人 本 是 人 金 钥 是 系列 


因此 ,这 时 后 式 不 是 平方 数 , 从 而 人 式 不 是 平方 数 . 

故 所 求 的 2 的 最 大 值 为 972. 

10. 先 用 归纳 法 证 明 ,由 数字 0 一 9 组 成 的 ?位 车 牌 证 号 (任意 两 个 号 至 少 有 两 处 数字 不 同 ) 最 多 
可 以 有 10" 个 ， 

事实 上 ，, 当 ”一 1 时 ,只 能 1==10 个 牌号 , 设 n 一 k 时 命题 成 立 , 当 n= 二 k 十 1 时 ,考虑 以 i(i 二 0,1， 
2,…,9) 为 首位 数字 的 有 十 1 位 车 牌 证 号 ,由 归纳 假设 知 ,最 多 可 以 有 10 !' 个 ,所 以 共有 

10 Xx 10£-! = 10* 
个 上 十 1 位 车 牌 证 号 . 踊 当 m= 二 上 & 十 1 时 命题 也 成 立 . 

故 当 n=6 时 满足 该 州 规定 的 车 牌 证 号 最 多 个 数 是 10”. 

11. 从 1 考虑 起 ,与 它 的 差 为 素数 的 最 小 自然 数 是 3; 与 前 两 者 差 均 为 素数 的 最 小 目 然 数 龙 6; 与 
前 三 者 的 差 均 为 索 数 的 最 小 自然 数 是 8. 这 就 是 说 ,对 于 集合 M 二 人 1,3,6,8}CN 中 ,任意 两 个 元 素 
1,j ,|i 一 7 | 为 素数 ,因此 M 中 的 元 素 的 象 必 须 两 两 互 异 . 于 是 1A| 之 4. 

另 一 方面 ,我 们 可 以 构造 肾 数 f 如 下 : 

f(x)==i, 其 中 XEN,IiEA={10,1,2,3} 并 且 x 三 i(mod4). 

由 上 述 构造 知 , 若 f(x)= 二 f(y), 则 x 一 y 被 4 整除 ,|x 一 y| 便 不 是 素数 ,这 就 是 说 ,我 们 所 构造 的 
函数 f 具有 本 题 所 要 求 的 性 质 . 因为 在 这 里 |A| 二 4, 所 以 集合 A 的 元 素 的 最 少 个 数 是 4. 

12. 除 995 外 ,可 将 1,2,3,…,1989 所 有 数 分 为 994 对 :(1,1989),(2,1988),…,(994,996). 由 
于 每 对 数 中 两 个 数 的 奇偶 性 相同 ,因此 在 每 一 对 数 前 无 论 怎 样 放置 “十 ”“ 一 ”号 ,运算 结果 都 是 偶 
数 ,而 995 为 奇数 ,所 以 数 1,2,3,…,1989 前 无 论 如 何 放 置 “ 十 ”“ 一 ”号 ,其 和 式 的 值 总 是 柯 数 . 于 
是 ,所 求 的 最 小 非 负 数 不 小 于 1. 

另 一 方面 , 数 1 可 以 用 下 列 方式 得 到 : 

1 二 1 十 (2 一 3 一 4 十 5) 十 (6 一 7 一 8 十 9) 十 … 十 (1986 一 1987 一 1988 十 1989). 

因此 ,和 式 可 以 得 到 的 最 小 非 负数 是 1. 

13. 设 S$ 一 (xyz yz) 且 

TIT 
则 


因此 A. 中 至 少 有 2n 一 3 个 


元 率 . 
另 一 方面 , 若 取 $s 二 2,4,6,…,2n),; 则 A 二 43,4,5,…12n 一 1} 只 有 2n 一 3 个 元 杂 ， 
综 上 所 述 ,A, 的 元 素 个 数 的 最 小 值 为 2n 一 3. 

14. 设 NH—dul 十 cz 十 "十 QA) sl < dy < 过 :<aa0 均 为 目 然 数 . 


显然 a 1, 2 dA EAD ,因此 ,xz21 十 2 十 … 十 A(m) 一 方 AGODCACD 十 1) , (Cx) 
从 而 ,自然 数 AW<| Oe | 
又 w=1 十 2 二 … 十 |( 一 + | + 


其 中 为 整数 . 
由 《x ) 可 知 ca 之 0 所 以 
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AW>| | 
7 . 


综 上 所 述 ,ACD2 一 | 一 | 
15. 由 已 知 条 件 及 算术 一 几何 平均 不 等 式 , 可 得 
(z 十 轨 (y 十 四 一 (十 y 二 = )y 十 xx 一 区 十 rz 一 一 十 zz22 


男 一 方面 , 当 x 二 1,y 二 V2 一 1,z 二 1 时 ,满足 已 知 等 式 , 而 
(7 十 y)(y 十 z) 二 2. 

因此 ,表达 式 的 最 小 值 是 2. 
16. 因为 zy\z>0, 由 柯 西 不 等 式 知 : 


1 4 9 ~ /1 /4 /2 
(r+tytz) (++ )>IV7 N+Vy Nyt A/ 5 1=36, 


即 定 十 二 十 二 >>36 


(_) 
解 
题 
金 
铀 
是 
系 
列 
高 
中 
数 
学 


之 ] ] ] 3 
当 且 仅 当 村 王立 一 本, 即 x 一 于 ,2 一 本 ,一 本 时 ,上 式 等 号 成 立 . 


4 9 fs; 
所 以 二 十 十 之 的 最 小 值 为 36， 


k 


17., [ye — ye+1 | = 上 十 ] 


一 ET (XI | ) 二 (x hl ) 十 十 (5 AEk+l ) | 
Sp 1 一 如 | 十 2 一 .中 1 十 十 形 | 一 5) 
= 二 2ilz 一 一 it |， 
1392 
于 十 [yi VY? ] 十 | yz 3 | 十 …… 十 | yioos VY1994 ] 一 之 | yx | | 
BS &) i _ i | 
A (二 1) rx | 站 ETD i 


(1 十 1) (1 十 2) 1992 。1993) 


Ne . 
一 二 元 | D+ er +t +i 1993) | * | 2 一 TH 
Se 1 1 | 去 坚 ] 

( , C ) di ir] 入 ( 


1 
1555 ) [一 1 


只 一 方面 ,: < tt 1993 .nn “一 1003 一 1 


则 | = ‘|| 
Dk et 一 2 ECk 二 1)° 


1992 
2 | —y1|=1993， = 1992. 
go2 


故 Yk Yt | 的 最 大 值 为 1992. 


和 .，， . 


人 人 


主 党 二 本。 也 涩 估 二 皮 测 欧 c 


RE 


工 


人 Eg TR 曲 


18. 考虑 n 个 元 系 1] ,2,°"* ,nn 的 全 排列 . 显然 ,这 个 全 排列 的 种 数 是 711 个 . 设 A 中 有 fi 个 上 元 
子 集 作 为 元 系 , 这 里 (8 二 1,2,…,n) 是 非 负 整数 . 用 |A| 表 示 A 的 元 素 个 数 , 则 

IAl| = fi. 

当 fi >0 时 ,对 于 fx 个 天 元 子 集中 的 任何 一 个 子 集 (ai 9 人 2 9 ”9 人 ,在 1 2, ,nn 的 全 排列 中 , 取 
出 前 不 个 元 素 怡 组 成 子 集 {a az ,… ,a 的 全 排列 ,共有 &! (rn 一 &)! 个 . 

由 于 A 中 任意 两 个 元 素 互 不 包含 ,因此 对 于 A 内 的 所 有 元 素 , 用 上 述 方法 取出 的 全 排列 必然 两 
两 不 同 ,于 是 ,我 们 有 

Df hl Ch)! nt. 


注意 到 , 若 正 整 数 ”固定 , 则 当 《 一 | -2 | 时 C 达到 最 大 值 ,我 们 有 
AI 一 写 放 <C 的 立 攻 
= fk nk)! < 
当 A 取 {1,2,…,n} 中 全 部 [也 jf 无 子 集 组 成 的 集合 时 , 恰 达 到 |A| 二 C1， 


综 上 所 述 ,A 的 元 素 个 数 的 最 大 值 为 C 吕 1( 其 中 [-o] 表 示 不 超过 -5 的 最 大 整数 ). 


19. 当 Xx 宇 0,y 之 0 时 ,显然 有 1x 一 yi| 志 max{x;y 以 及 maximax{x,y)},z 一 maxix,y,z}). 由 此 
可 知 , 当 7 一 1,2,…，1990 时 ,有 

一 一 zx 一 一 xmax{xi;yXz Tr} ,所 以 在 问题 的 条 件 中 及 给 出 的 表达 式 不 会 
超过 

maxtrl ,T1901 = 1990. 
但 是 该 式 不 可 能 等 于 1990, 这 是 内 为 该 式 之 值 的 奇偶 性 应 当 与 和 数 


1 十 zy 十 十 Zi 一 1 十 2 十 … 十 1990 一 + 一 995 ' 1991 


的 奇偶 性 相同 , 即 为 奇数 ,而 如 下 的 具体 例子 表明 ,该 式 之 值 可 达 1989: 1…| 112 一 41 一 5 一 31 一 … 一 
(4k 十 2)| 一 (4k 十 4) | 一 1 (4 十 5) | 一 (4k 十 3) | 一 … 一 1986| 一 1988| 一 1989| 一 1987| 一 1990| 一 1|== 
1989， 

综 上 所 述 可 知 , 所 求 的 最 大 什 是 1989. 

20. 由 于 Az)= COz) 一 xz) 一 (z 一 2)Lz 十 (a 十 za)Zz 十 痊 十 azs 十 中， 

PL ,x ,re 是 方程 

妈 2 十 (aa 十 zx 十 2 十 axzs 十 0 一 0 的 两 个 根 . 由 (1) 可 得 

(a 二 zx3) 一 4(x4 十 axs 十 b) 二 A， 
即 ” ”3x3 十 2axs 十 十 46 一 a* 二 0. 


由 (2) 可 得 
i= at Va 12b— 3), OU) 
4a: 一 120 一 3 和 2 之 0 © 


EE | . 关 . . 
rr | PT 。 4 Dm PE . . ， - 四 
二 本 站 和 , 本 : : , i 
和 全 | 机 站 _ 网 站 ， 本 
了 Th a 二 | 人 
二 人 
“1 . 加 Th > Pe Ee CC 
… EE ' - ob 和 1 0 
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2 


务 和 ,f(x)= 二 x 十 ax? 十 bx 十 ce 二 (z+ ) 加 (: 一 0 ) (z+-3 ) 


3 3 27 3 
由 fxs ) 一 人 可 得 解 
1 2 
-~ 一 _ CC 人 题 
3 一 274 一 (+3) (ss) (r+ ) 忆 重金 
由 中 得 铀 
起 
站 十 和 一 二 Via aR 2V3 /a a 系 
3 3 3 V3 4 列 
2 “ 者 
记 p= 等 一 b. 由 @@ 和 @ 可 知 j> 委 是 训 
1 , 2 2Vv3 入 中 
940 274 一 一 9 Nb Tb) 数 
天 
令 y 一 人 / 户 上 y 宇 0 是 
计 ab 一 壤 a 一 一 2 (一 过 ) 
3 .34 A A A 、: 
网 ?一 全? 十 让 一 > 4 > (2) tr = (5) (+ 过 0， 
2 V3 
上 3 
则 二 ap 一 74 C Ta 


于 是 ,2a’ 十 27c 一 gap<<2 2 . 
24 十 27c 一 9ab -3V3 
由 此 可 得 一 人 入 
取 a=2vV3,0 一 2,c 一 0 一 2, 则 Foxz) 一 好 十 2V3z 二 27 有 根 一 /3 一 1, 一 V3 寺 1,0 显然 假设 条 件 
成 立 , 且 


2a3 十 27 
人 一 Sab 1 (83 36 3) —3Y3. 


综 上 可 知 ,< 二 2 一 82 的 最 大 值 为 3Y3. 
21. 由 勾 值 不 等 式 和 题 中 条 件 , 知 
Ww Vuwtv Vutw Vi 之 1， 
即 zzmp 十 ze 十 zu 之 1， 
故 (z 十 2 十 友 关 一 晓 十 评 十 xz 十 2 十 2zrxo 十 2zog 
一 和 二 让 二 二 2uv 十 2vrw 十 2wuw 
之 3Uv 十 3vw 十 3wau 这 3. 
因此 ,uw 十 v 十 w>V3. 


另 一 方面 ,w=v=w 一 点 显然 满足 题 中 条 件 ,此 时 十 v 二 w=/3 


EE 和 
”7 : YY 还 i 
i 
上 台 ' 
3 1 
1 1 + ' 
' : 四 


AT 


综 上 所 述 , 知 4 十 v 十 w 的 最 小 值 为 V3. 


B 组 


1. 显然 只 要 考虑 (a, 人 = 王 1 的 情况 . 
设 集合 S= (AM 一 SEAM 十 ac 一 LEGZ1， 
则  AzSsS, 并 且 0OE 92. 
设 有 1 是 0O0) 一 0, 因 为 Fo 一 关 十 4 或 下 一 0 可 写成 & 王 rs 且 ra 一 二 0. 由 于 a4, 互 质 ， 
从 而 
r 之 hp, sa, 之 atb. 
男 - 一 方面 ,了 “(0) 二 ra 一 $， 
这 里 rr 十 ;二 a 十 b, 因 此 
fF?(0)=ra~—sb=(atb) (a—s). 
因为 f°”(0)E€ES， 
而 S 中 (ce 十 六 的 倍数 只 有 0, 所 以 
产 1 人 (0) 一 0， 
综 上 所 述 ,使 A(0)=0 的 最 小 自然 数 & 一 十 和 
对 一 般 情况 , 仿 
a=—=al(a0) ,b= (a,p), 
1 一 {nlM—p, nMi+a 一 ,天 入 了 1 3 
上 述 证 明 稍 作 修 改 即 可. 
2. 显然 , 当 0<a 委 1 时 ,所 求 的 最 大 值 为 ka. 
当 ae>>1 时 ,对 于 任意 s,1E N, 都 有 
ea 一 Da 一 一世 之 0， 
从 而 有 a 十 a' 夺 a 二 a” ， 
利用 这 个 不 等 式 可 以 得 到 
a 十 a 十 十 a 和 (7 一 1)ata  “" 中 
考虑 方程 “一 sn 


容易 解 得 户 一 log (二 和- ) , 旦 可 以 看 出 


尾 攻 嫩 相 ， 沁 汰 并 得 秒 亢 汶 c 


人 一 


1 nt 3 U 
ut+a”" Sa” ,mlog, (一 1] ) ， 


© 
ni m+ ™ UU 
a+Ta” >a ,mlog, (7 ): 
利用 @@ 式 递 推 可 得 
心 , 当 (CR 十 1) 一 log。 (一 ) 
(rl)atar “< G) 
ku, 当 rk+1) log, (1 ): 
由 外 和 DD 式 即 得 


| 0 i ~ Ee 
. , 和 EP 
和 四 四 
nu : 四 站 i | 1 
; 本 本 Ca 
， 四 a 四 
lL | 1 . 本 汪 证 
| ” 四 


374 


红 昌 w 


人 十 cd ar max{a* ,ka) 人 
显然 ,由 式 右 端的 括号 中 的 两 个 但 都 是 可 以 取得 的 ,所 以 ,所 求 的 最 大 值 为 
] 


ka “UST ,天 之 2， 


以 ,一 1 或 a 之 kT1 ,有 这 2. 

3. 设 丘 十 ;十 十 a 十 名 十 妈 十 …b 一 1987, 其 中 (1 志和 m) 是 互 不 相同 的 正 偶 数 ,b; (1 志和 寺 
21 是 互 不 相同 的 正 奇 效 . 

a 十 dz 十 :十 宇 2 十 4 十 二 272 二 mm 十 1)， 

hn 十 六 十 … 十 久之 1 十 3 十 … 十 (2 一 1) 一 于 . 
所 以 

j 十 2 十 好 扫 1987 ,其 中 4 为 奇数 . 
此 式 等 价 二 

(mi 十 己 ) -+m<1987+ 寺 ， 


由 柯 西 - 施 殉 效 不 等 式 
3 (+ 二 ) 十 47 < vv3- 十 4 1/ (m 十 马 ) 二 nn 5A/ 1987 十 十 , 
3m 二 4n 太 35a 1987 十 二 一 立 
17 nn : 4 2 


由 3 十 xn 是 整数 ,所 以 


mt hn | 5 ,| 1987 十 二 -| ， 


即 “” 3 十 4m<<221. 
易 证 ,方程 3m 十 4n 二 221 的 整数 解 的 一 般 形 式 是 


max‘ka,a’! | 


m7]1—4k,， QD 
23k 是 整数 ). 

因为 n 是 奇数 ,所 以 @@ 式 中 的 必须 是 奇数 , 设 & 二 21 十 1,1 是 整数 ， 
二 67-—8t, 

则 [54 61 是 整数 ). . 


因为 maz ,2 和 妥 1987 ,所 以 mns[v1987] 一 44. 
代 人 人 @ 式 得 出 ”3 志 1 志 6. 
用 1 二 3,4,5,6 分 别 代 入 @@ 式 可 知 ,Cm,n) 只 能 是 (43,23),(35,29),(27,35) 及 (19,41) 四 组 值 . 
不 难 验 证 (43,23),(35,29),(19,41) 三 组 值 不 满足 关系 式 
mm 十 了 十 7 壮志 1987. 

对 于 (27,35) ,由 于 27(27 十 1) 十 352 一 1981<<1987 ， 
所 以 适当 选取 27 个 正 偶 数 和 35 个 正 奇数 的 值 , 就 可 使 这 些 数 的 和 恰 为 1987. 
例如 ,由 
2 十 4 十 … 十 54 十 1 一 3 十 … 十 67 十 69 一 1981， 


Ct 3 


六 涟 -五 融 。 闻 湛 订 刺 和子 廊 惟 O 


凡 涟 五 枚 。 六 潜 府 带子 订 层 OO 


i 


A ml 


奥 


宅 经 曲 


则 2 十 4 十 … 十 54 十 1 十 3 十 … 十 67 十 75 一 1987. 
综 上 讨论 ,3m 十 4n 的 最 大 值 是 221 ,而 且 只 能 在 mm 一 27,2 一 35 时 才能 达到 最 大 值 . 

4. 设 有 a,bES 满足 条 件 (4 十 BTab, 记 C=) ,于 是 4 二 cat116 二 cD ,其 中 ai EN 且 有 (ai， 
bi) 二 1,ai 关 六 ,不妨 设 w 全 钙 ， 

由 于 a 二 b==c(ai 十 i) ,ap 一 cap ， 
因此 (a 十 6b1) |eaih. 

又 由 于 (ai 十 ;a1) 二 1,(ai 十 bi ,1) 一 1， 
因此 Cai -Hb ) | ec。 

因此 a,5ES, 所 以 a 十 B99, 肥 ctal 和 十) 和 99, 所 以 ”3ai 十 三 9. 

由 此 可 知 ,S 中 满足 条 件 (a 十 Dab 的 不 同 数 对 Ca, 共有 23 对 , 现 列举 如 下 ， 

a 十 Pi 二 3 时 ,ec 是 3 的 倍数 ,属于 这 -一 类 的 (4,0) 有 

(6,3), C012,6),C18,9),(24,12),(30,15),(36,18),(42,21),(48,44); 

ai 十 Dl 二 4 时 ,有 (12,4),(24,8),(36,12),(48,16); 

41 十 说 二 6 时 ,有 (30,6); 

十 一 7 时 ,有 (42,7),(35,14),(28,21); 

a 十 Di 二 8 轩 , 有 (40,24); 

ai 十 二 9 时 ,有 (45,36). 

仿 M 一 {6,12,15,18,20,21,24,35,40,42,45,48}). 则 十 述 23 个 数 对 中 的 每 一 个 数 对 都 至 少 包 
含 M 中 的 1 个 元 素 . 令 

了 一 人 一 AM， 
则 | 工 中 任何 两 数 都 不 能 成 为 满足 要 求 的 数 对 (a,D). 因为 1MI=2,1T|l=50 一 12=38, 所 以 所 求 最 小 
日 然 数 并 之 39. 

另 一 方面 ,下 列 12 个 满足 题 中 要 求 的 数 对 互 不 相交 ,它们 是 : 

(6,3),(12,4),(20,5),(42,7),(24,8),(18,9),(40,10), 

(35,14),(30,15),(48,16),(28,21),(45,30). 

对 于 S 中 任 一 39 元 子 集 R, 它 只 比 S 少 11 个 元 素 , 而 这 11 个 元 素 至 多 属于 上 述 12 个 数 对 中 的 
11 个 ,因此 必 有 12 对 中 的 1 对 属于 开 . 

综 上 所 述 , 所 求 的 最 小 自然 数 天 一 39. 

5. 将 10 个 自然 数 按 顺 时 针 方向 依次 写 在 一 个 圆周 上 ,于 是 题 中 的 表达 式 就 是 每 两 个 相 邻 之 数 
的 乘积 的 总 和 ,以 下 简称 为 “和 值 ”. 

将 10 个 两 两 不 同 的 自然 数 的 和 记 为 N, 则 N 宇 55. 将 和 为 N 的 任意 10 个 两 两 不 同 的 自然 数 甩 
对 应 的 “和 值 ” 的 最 小 值 记 为 SCN). 

先 考 察 N= 二 55 的 情形 . 

显然 ;此 时 {a sda2 0 0} = (1,2 ,10}, 
我 们 来 证 明 , 当 10 个 数 如 图 1 或 图 2 排列 时 ,“ 和 和 值 " 最 小 . 

设 这 10 个 数 任意 地 排列 在 圆周 上 , 生 不 同 于 图 1 和 图 2, 不 失 一 般 性 . 可 设 a 二 10( 如 图 3) 如 末 
xd 天] 而 人 一 ] ,] 六 2, 我 们 就 将 (a sd3 09°" 9) ) 这 一 段 整 个 地 按 倒 过 来 的 顺序 排列 , 变 为 (ai 人 一 1 9 ”9 
az ) ,并 保持 其 余 各 数 不 动 ,得 到 图 4, 并 把 这 个 过 程 称 为 一 次 操作 . 操作 前 后 ,“ 和 值 ”的 变化 是 

10w 十 di 一 (10 十 co) 一 (ao 一 11 一 沁 1) 一 0， 
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图 3 
“和 值 ” 仅 当 Qj 二 a 二 1 时 不 变 , 其 他 情况 各 下 降 了 . 
将 图 4 中 的 字母 按 顺 时 针 方 向 从 wa 开始 ,重新 标 上 ,62 ,… ,bwo. 则 6 二 10,6s 二 1. 如 果 bo 天 2， 
b; 二 2,3 仿 j 志 9( 如 图 5) ,我 们 就 将 G5; ,5;;) ,… ,bio) 这 一 段 的 顺序 倒 过 来 , 变 为 (51。,… ,bi1,5;), 并 保 
持 其 余 各 数 不 动 ,得 到 图 6, 这 次 操作 前 后 “和 值 ” 的 变化 是 


10bio 十 20 1— (2X10+bo * b; 1)=(610—2)(10—b, 1)>0, 
可 见 ,“ 和 人 和 值 ”下 降 . 


如 果 图 6 仍 不 同 于 图 2, 那 么 可 以 用 类 似 于 上 面 的 操作 ,使 它 一 步 一 步 地 变 为 图 2, 而 每 一 步 的 
变化 都 使 ^ 和 值 ” 下 降 . 


注意 到 图 1 与 图 2 的 排列 所 对 应 的 “和 值 ”是 相等 的 ,因此 , 当 N=55 时 , 仅 当 10 个 数 如 图 1 或 


APTAEIEETS 
“A 


图 2 排列 时 ,其 “和 和 值 ”最 小 ,因此 : 
S(55)=10X1+]1X9+9X3 十 3X7 十 7X5 十 5X6- 二 6X4 十 4X8 十 8X2 二 2X10=224. 


CO) 

解 接着 考察 N>>55 的 情形 . 

全 此 时 .和 为 NN 的 十 个 两 两 不 同 的 自然 数 不 仅 在 排列 顺序 上 可 以 不 同 ,而 且 在 六 的 分 拆 方 式 上 也 
钥 量 可 以 不 同 . 因此 ,我们 在 讨论 “和 值 ” 的 最 小 值 时 ,就 必须 对 N 的 一 切 可 能 的 分 拆 方 式 的 所 有 不 同 的 
是 晶 排列 形式 进行 考察 . 

我 们 对 N 的 任何 一 种 分 拆 后 的 在 圆周 上 的 任何 一 种 排列 ,都 以 a 表示 十 个 数 中 的 最 大 的 一 个 ， 
。 并 按 顺 时 针 方 向 将 10 个 数 依 次 记 为 a; aa ，,… aw. 我们 用 

高 tl 二 as 十 -Qi0， 由 
中 | 不 仅 表 示 相 等 关系 ,而 且 表 示 右 端 10 个 两 两 不 同 的 自然 数 中 以 a) 为 最 大 ,并 且 在 圆周 上 的 排列 顺 
党 | 序 如 上 所 述 


因为 N>>55, 所 以 当 这 10 个 数 是 连续 的 10 个 自然 数 时 ,其 中 的 最 小 数 ai 之 1; 而 当 这 10 个 数 不 
是 10 个 连续 的 自然 数 时 ,其 中 必 有 某 个 峰 a, 比 所 有 小 于 它 的 数 都 至 少 大 2. 这 样 , 我 们 就 得 到 了 关 
于 NN 一 1 的 一 种 分 拆 和 排列 方式 
N—1=ait 十 ai 1 十 (ai 一 DTa ri Ta， (O 
其 中 a6 王 aw. 这 就 是 说 ,对 于 每 -个 中式 ,都 至 少 有 一 个 四 式 与 之 对 应 ,所 以 
SCN)—SC(N— 1 之 min(a; 十 ci +i) 之 2 十 1 二 3， 
于 是 ,就 有 
SCN) 二 9(55) 十 3(AN 一 55) 一 3ANT 十 79， 
男 一 方面 , 当 (alyas aio) 一 (N 一 45, 1,9,3，7,6;5 4 8,2) 
时 , 确 有 “和 值 ?” 为 3N 十 79. 
故 SCON) 一 3N 十 79. 
特别 地 ,就 有 ”S(1995) 二 3X1995 十 79 二 6064. 
6. 满足 题 设 条 件 的 任何 -一 组 A 92 1997 之 中 , 行 有 这 样 的 i 和 必 ) 
~、 ] 
V3>i 之 >> 一 亡 ， 
我 们 记 
Zi 十 Ti 二 21 一 Ti 一 人 
则 x; 二 十 hw 二 一 贞 ， 
Zz} 十 x 达到 最 大 值 . 
因此 ,所 求 的 12 次 方 赛 的 和 的 最 大 值 只 能 在 以 下 情形 达到 :至 多 只 有 一 个 变 元 取 便 于 
[一方 V5), 其余 变 元 取信 都 是 /3 或 


1 
点 
设 有 uu 个 变 元 取 值 为 一 二, 个 变 元 取 值 为 5, 个 变 元 取 值 于 | 一 方 v ) .显然 w=0 或 1 


当 w= 二 1 时, 设 这 个 变 元 的 取 值 为 1, 于 是 ,我 们 有 
| 


(D 
一 广 。 1 十 V3u 十 io 一 一 318vV3. GD) 


解 题 金 乌 昌 系 列 


@@ XVY3 十 得 :4v 十 (V31 十 1)w==1043. 
因为 (Y31 十 1)w 一 1043 一 4w 是 整数 ,并 日 
0<GQ3t 十 1)t<<4， 


所 以 (V31 十 1)w 是 1043 除 以 4 所 得 的 余数 . 由 此 可 得 ww=1,t 一 二 . 


代入 中 和 人 名 , 解 得 x= 一 1736,u 一 260. 
因此 ,zxF 十 x 十 … 十 xl8o7 的 最 大 值 为 


] 


1 
(一 启 ) ut WD?、 vt = L304090 | 729 x 260=189548. 
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7. 所 求 M 的 最 大 可 能 值 Mo 二 8&. 

先 证 Mu 之 8&. 

事实 上 ,可 令 映 册 ”f( 四 三 3i 一 2(mod17)， 
其 中 EA,f(DEA. 

大 (站 三 fO)Cmod17), 则 ”3i1 一 2 圭 37 一 2(mod17)， 

1 二 (mod17),， 
所 以 ” i=/. 

映射 f 为 从 A 到 A 的 一 一 映射 . 

义 由 映射 的 定义 , 易 知 

fi (D3 :13 二 +1(modl17). 
若 ” (i 十 1) 一 帮 加 (i) 硅 1 或 一 1(mod17)， 
则 ”C301 一 3 十 1 一 [3 i 一 3 十 1] 寺 1 或 一 1(mod17)， 
好” ”3 三 ] 或 一 1(mod17). 
同时 , 若 fi 名 (一 ]) 一 了 AM(17) 志 1 或 一 1(mod17)， 
则 1 一 [X17 一 十 1] 寺 ] 或 一 1(mod17)， 
即 ” 3 三 1 或 一 1(mod17). 

但 3!: 二 3,3: 二 9,3 二 10,3: 二 ]3,3’; 二 5,3 二 15,3 三 11, 3 二 一 1(modl7) , 故 得 Mi 之 8. 

再 证 Mo 志 8&. : 

任 作 一 个 是 17 边 形 AAA , 记 作 G, 我 们 先 规 定 , 当 i++1==18 时 ,到 i 二 1 为 1; 当 i 一 1=0 
时 , 取 i 一 1 为 17, 然后 按 如 下 规则 连 线段 :着 1] 委 mm<AMo ,1 让) 二 a, f= 二 b 时 ,就 连 线段 AA，. 

显然 所 连 线段 必 为 G 的 对 角 线 . 可 以 证 明 : 所 连 的 对 角 线 没有 重复 .事实 上 , 若 有 两 条 连 线 相同 ， 
即 存 ; ,jy 及 AMo>>p>9q>>0, 使 

fi?1 (2) = ft (7)， 

[jp (J 十 1) 一 .六 (7 十 1 或 请 G 十 世 三 扩 一 1 

于 是 有 
( FPC) 一 了， 

[fiat jt 或 j 一 1. 
注意 到 Mo > 一 q 盖 0, 这 显然 与 wo 的 定义 矛盾 . 

故 所 连 对 角 线 没有 重复 . 
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人 
尾 汪 本。 了 党 浴 谋 间 和 髓 证 和 祖 O 〇 


性 涟 五 型。 六 湛 询 球 了 黎 应 芒 O 


a 


” : 了 二 ge er 
A 解 题 全 铀 是 系列 


六 遇 经 典 


但 G 共 有 17X7?7 条 对 和 角 线 ,所 以 

17X(CAf 一 1 万 17X7, AT 过 8. 

综 上 所 述 ,所 求 的 M 的 最 大 可 能 值 M, 一 8. 

8.S 是 S 的 子 集 , 并 且 S 中 的 任何 两 个 元 素 之 间 的 距离 为 5. 设 A=(ai,…,as) 和 B= (bl,…， 


| 5 ) 是 S 中 的 两 个 元 素 , 记 


w(A)= > ,ww(B)= 六 


显然 w(A) aiCB) 分 别 表示 A, B 中 的 1 的 个 数 . 

如 果 ”w(A) 十 w(B) 宇 12， 
那么 A 和 B 中 至 少 有 4 个 1 的 位 置 相同 ,从 而 4(A,B) 志 8 一 4=4， 
与 S 的 定义 矛盾 . 因此 必 有 w(A) 十 w(B)11. 
从 十 式 可 知 ,在 集合 S 的 元 素 中 ,最 多 只 有 一 个 元 素 里 的 1 的 个 数 立 6. 

不 妨 设 (0,0,0,0,0,0,0,0)ES. (因为 可 以 将 S 内 的 每 一 个 元 素 的 第 ; 个 分 量 同 时 由 1 变 0 或 
由 0 变 1, 不 改变 S 的 性 质 

这 样 .中 的 其 他 元 表 中 1 的 个 数 都 衬 5. 如 果 S 中 有 两 个 1 的 个 数 等 于 5 的 元 素 , 那 么 由 5 十 5 
一 8 二 2 可 知 ,这 两 个 元 素 至 少 有 两 个 相同 的 分 量 位 置 上 都 是 1. 又 因为 这 两 个 元 素 的 距离 宇 5, 所 以 
这 两 个 元 素 至 多 有 两 个 相同 的 分 量 位 置 上 都 是 1. 综 上 所 述 ,S 中 任意 两 个 1 的 个 数 等 于 5 的 元 素 恰 
在 两 个 相同 的 分 量 位 置 上 都 是 1. 因此 ,S 中 至 多 有 两 个 1 的 个 数 等 于 5 的 元 素 . 

由 上 面 的 讨论 可 知 ,S 中 至 多 有 4 个 元 素 , 其 中 一 个 为 全 为 零 的 元 素 ,一 个 是 1 的 个 数 之 6 的 元 
索 ,2 个 是 1 的 个 数 = 二 5 的 元 素 ， 

另 一 方面 ,S 可 以 由 以 下 4 个 元 素 构成 : 

(0,0,0,0,0,0,0,0),(1,1,1,0,0,1,1,1), 

(1,1,1,1,1,0,0,0), 0,0,01,1,1,1,1,1). 

故 在 S 中 最 多 能 取出 4 个 元 素 , 它 们 中 任何 两 个 的 距离 之 5. 

9. 设 第 : 题 有 ai 个 人 的 答案 正确 ,于 是 恰 有 


b; = 
个 两 人 组 答对 该 玄 题 (一 1,2，……，,15)， 
以 下 我 们 着 重 考察 和 数 之 已 


也 CC 一 maaxtCi 9 2 TS , 则 有 


了 2 420 
15C 之 和 bi 之 C4 ， dU(d 一 ]) 实 一 一 1 


如 果 a 二 6, 即 每 题 最 多 只 有 6 个 人 答对 . 此 时 如 果 有 某 一 个 人 只 答对 了 三 道 题 ,那么 由 于 wa 一 6， 
即 他 答对 的 三 道 题 中 的 每 一 题 , 至 多 还 有 另外 5 个 人 答对 ,所 以 他 最 多 与 另外 15 个 人 有 共同 答对 的 
题目 ,此 与 题 设 条 件 矛 盾 . 这 说 明 , 此 时 每 人 至 少 答对 4 道 题 . 

因为 ”21X5>6X15， 
所 以 不 可 能 每 人 都 至 少 答对 5 道 题 , 从 而 至 少 有 1 人 恰 答对 1 道 题 ,将 该 人 工 编号 为 1. 由 题 设 条 件 ， 
该 人 与 其 他 20 人 中 的 每 一 个 都 有 共同 答对 的 题目 ,所 以 该 人 答对 的 4 道 题 中 的 每 一 题 都 有 为 外 5 
人 也 答对 了 . 于 是 ,分 别 答对 这 4 道 题 的 人 的 编号 构成 了 4 个 集合 : 
Si 一 (1;2,3,4,5,6} ,95924178,9,10,11)， 


一 28， a 之 0. 


SS; 三 和 11,12,13,14,15,16},9={],17,18,19,20,21}. 
显然 ,SI Us， Us， Us， 一 《1.2:… 21) 9 

SNS;,= 0) ,1<i<i<4. 

另 一 方面 ,如 果 在 15 道 题 中 ,至 多 11 道 题 各 有 6 个 人 答对 ,那么 就 有 

210=Ch < Sh + Ct4 + C=205, 
矛盾 . 因此 ,在 15 道 题 中 ,至 少 12 道 题 各 有 6 个 人 答对 . 除去 编号 为 1 的 人 答对 的 4 道 题 以 外 ,至 少 
还 有 8 道 题 各 有 6 个 人 答对 . 考察 答对 这 8 道 题 中 某 一 道 题 的 6 个 人 ,他 们 之 中 或 者 有 3 人 以 上 属于 
同一 个 S ,或 者 两 人 属于 同一 个 S, ,并 有 另 两 人 属于 同一 个 Si ,j 尖 k,1 壹 j 过 4,1<hk<4. 总 之 ,在 计 
算 之 记 时 ,这 8 道 题 中 的 每 … 道 题 都 至 少 产生 两 次 重复 计数 . 因此 

210=( 负 过 站 b 一 8X2 世 15(% 一 16 二 209, 矛 盾 

这 说 明 a 关 6, 从 而 有 a 三 7. 

下 面 构造 的 例子 说 明 ,a 一 7 是 可 能 实现 的 

记 考试 人 员 的 编号 为 1~21, 并 记 

有 也; 一 12 一 1，271 7 一 1 2 6; 

P;={13,14,15},Ps={]16,17,18;}, Po,={19,20,21}. 
若 出 现下 表 所 示 的 考试 结果 , 则 “一 7 


证 寻 生 可。 双亲 产 本 夫 亢 葡 O 


| 题 号 | 答对 该 题 的 人 员 的 集合 

1 puPuPp 
2 PubPUPp 
CC PupuPp 
| PUBUB 
6 | PUPUP 
7 
8 | PUPUP 
9 | PUPUP 


10. 首先 信 计 | f(rm)1 的 上 界 ， 
鉴于 了 的 单调 性 ,只 需 考察 |f(2*)| 的 上 界 . 由 已 知 条 件 (1) 和 (2) 得 


f(t 让 29<(1+ 冯 (1H) 7 


/ ， 
i - 
二 


性 注 毛 台 ， 半 洪 座 瘟 函 汪 移 


奥 医 经 上 暴 


A Nl 


oN, 
其 中 必 一 (1+ 云 ) (1 二 小 (+ 天 中 (+ 雍 )(+ 辫 )G+D 


通过 对 前 几 个 丸 的 计算 ， 我 们 猜测 
和 5k=1,2,: 


为 了 证 明 这 猜测 ,我 们 来 证 明 一 个 加 强 命题 
<5 (1 六 ) ,天 一 2,3，…， 
事实 上 ,k= 二 2 人， 因为 


=Q+D (1+3)( 十 二 全) 一 5 人 (1 一 去) 


假设 已 证 得 hns5(1 一 六 , 则 


hh 1) (1 ) (1 ) 


=5 (I) i). 
至 此 ,我 们 已 证 明 , 对 任何 kEN, 必 有 
A <5. 
对 任何 fES 和 任何 n EN, 存 在 自然 数 大 ,使 nr 之 2 .| 者 
ff 2 10. 
为 了 证 明 题 目 所 求 的 最 小 自然 数 M= 10, 还 需 构造 一 个 适合 题目 条 件 的 函数 fo ,该 攻 数 在 某 处 
的 值 大 于 9. 
注意 到 24; >9, 我 们 和 定义 一 个 本 数 fo :NR 如 下 : 
fh(1)=2, 
f(D 二 2 ,其 中 2 过 n 才 211 ,k= 二 0,1,2,… 加 一 2. 
对 任何 自然 数 n, 显 然 有 
folnt1) 之 fo (ln). 
尚 需 验 证 


(之 (2n)., 


Fi 
设 &ENUIO)， 且 关 <n< 和 2 , 则 
Dk+ l < on 


于 是 ,fi (21) 二 2h441 一 (1+z7) . 2 (1 十 记 ) Ca 


妈 fo (nn) 守 (2n). 


ai 
因此 fo€S. 
因为 户 (25) 一 205 二 9, 所 以 题目 所 求 的 最 小 目 然 数 M 一 10. 


11. 注意 到 999 二 37X 27 ,我 们 信人 


~—{3,5,.. ,37})， 
B=M—A. 


> 者 


显然 |A|=18, |B|==981. 
下 面 证 明 M 的 子 集 B 不 能 同时 满足 条 件 (1) ~(3). 


O 
用 反 证 法 . 解 
在 了 存在 3 个 互 不 相交 的 四 元 子 集 S,T,U. 全 
设 SS= 4191 085208583951) 851 和 2 之 3 人; 角 
T= {tt ta ttt ts bh. 是 
因此 (si 1 ) 一 1 ,所 以 SS 科 {a 中 至 少 有 一 个 为 奇数 . 不 妨 设 Da| 是 柯 数 ,于 是 1 2 953 都 是 奇数 ,从 而 
有 . 
51 宇 353 宇 9s; 宇 275| 宇 27X39 放 1000. 逆 盾 . 高 
这 表明 所 求 的 最 小 自然 数 4 之 982. 由 
男 一 方面 , 令 学 
S13,9,27,8],243,729}， SS, 二 (15,135,45,135,405}， 
T={2,4,8,16,32,64}, 一 {4]1,82,164,328,656}， 
Ui={(6,12,24,48,96,192}; | oo 20,40,80,160}; 
9 一 (47,21,63,189,567)， 9 一 411,33,99,297 ,891 ) ， 
[5 ={143,86,172,344,688}， T={47,94,188,376,752}， 
U,={14,28,56,11}2,224); U ={22,44,88,176,352); 
Sc 二 {13,39,117,351;， s—{17,5]1,153,459}， 
保 ‘153,106,212,424;,， | 5 一 {59,118,236,472)}， 
U; =126,52,104,208}); Us ={34,68,136,272); 
S419,57,171,513}, s = 4123,69,207,621}， 
| ={6]1,122,244,488}， | 3 = (67,134,268,536)， 
U;={38,76,152,304}; Us={46,92,184,368}; 
$4 =={25,75,225,675}， S10 ={29,.87.26] ,783}， 
i [otros 
U,={50,100,200,400}; Uo—={58,116,232,464}; 


1 


{79,158,316,632} T=183,166,332,664}， 
Ul ={62,124,248,496}; Us = {70,140,280,560}; 
{ 
{ 


37,111,333,999 》， 
7 89,178,356,712), 
U,,={74,148,296,592}. 
将 S;,T,U; 中 序号 相同 的 3 个 数组 成 一 个 三 元 数组 . 共 可 得 到 57 个 三 元 数组 ,对 于 M 的 任 一 
982 元 子 集 B, 只 有 M 中 的 17 个 数 不 在 B 中 , 故 至 少 有 上 述 57 个 三 元 数组 中 的 40 个 含 在 吾 中 ,这 
40 个 三 元 数组 分 属于 上 述 13 组 中 ,由 抽 居 原理 知 ,至 少 有 4 个 三 元 数组 属于 上 述 13 组 的 同一 组 中 ， 
将 这 4 个 三 元 数组 写成 3X4 数 表 ,3 行 数 分 别 为 S,T,U, 即 满足 题 中 要 求 . 
综 上 所 述 ,可知 所 求 的 最 小 目 然 数 2 一 982. 
12. 由 人 得 


Ee: ,279,837} ee {35,105,315,945})， 


主 寻 后 了 台 。 也 沐 让 车 和 取 和 汶 O 


"之 
人 f 奥赛 经 典 
解 题 金 钥 是 系 列 
sintcost 
Va > ving co sinb+ cos0 (D 
不 妨 设 Dt ce pl. 加 


in cosg 


(了 等 价 于 ;存在 re 一 六 gl 满足 
2(1— 7x)sin vax cos 0i+2rcos0 va—(l—x)’ sin 人 >ay 即 


2sintcose 0 一 mA/ yr tA/ g(x) (1l—7x)* | 之 G 
cos:0 sin20 


先 证 一 个 引 理 ; 设 0 二 p 二 1,0<qg< 之 1, pg 产 1,P 二 和 1 f(r) = (lx) VP—zx 十 
x VE gp) 则 YS YP TF = V0 时, 妈 z= tle [lg,p] 
时 , f(x) 达到 最 大 值 . 

引 理 的 证 明 ; 由 于 1 一 gx 硅 p, 因 此 可 令 

7 二 psina,1 一 x 一 gsinB,0<a< 记 ,0<B< 克 ,a 十 B<n. 于 是 ,有 

f(r)= pg(sinBcosa singcosB) = posinCa 十 有 ， 


AAA2_ 2 2_ 2 
cos(a 十 月 一 cosacosp 一 sinasinb 一 A i Y je TX) ”一 并 (一 之 ) 
由 于 


2[ Vp mr Vg —(l—7r) 一 (1 一 并 )] 
(Vp zr Vor) +f 二 x(x) 一 2x(1 一 了 并) 
=p:+g—1l—(Vp—r— Vo (mx) )<o, 
从 而 ,万 筷 a+B<n 


同时 , 当 且 仅 当 Vp 一 x _ /Fo 一 z+): 寺 ， 即 x 二 二 Cp 一 十 1)E[L1 一 gq,;pPj 时 ,cos(a 十 有 达到 最 


+ +g 1 
0. 
大 值 ， 72 


因为 在 | 忆 ' | 上 正弦 函数 单调 递减 ,所 以 , f(z) 二 pqsin(a 十 请 也 当 且 仪 当 t= 了 (p 一 g 十 1) 


时 达到 最 大 值 . 
由 引 理 可 知 , 式 急 左 端 当 且 仅 当 


Nap 7 一 人 | rap (1—z)’ , 即 


z 一 也 (ES0+1)S [一 洛 9] 达到 最 大 仁 


Sin cose 


cos: 


2sinGcos0 A / 一 一 一 一 ( wosie 一 pt] ) ， 


a 
COS 人 (gs sin 


2 
即 sinbcosy sin20 十 1 ) . 


解 题 金 钥 是 系 列 


由 (3 得 到 ,所 求 的 最 小 的 a 是 满足 下 式 日 满足 中 的 最 小 的 a: 


da a 二 1 
COS (as nD ) > > gD 


cosg Sn sn decos:6 


即 “ L 十 1 一 2 (pt aire 5) 十 TS 


因为 1 ] ] 1 一 3sinm lcos 0 
cosid Sin sin Ocos’b sin Ocos'6 
的 左 闹 的 根 为 
sin bcos 0 ] ] 
1 — 3sin cos 9 运 COS: Dt sin26 工 COS: 6 Slim 9 ) cos'0 sin Ot 5 | 
加 sin’ teos’0 
] 干 V3sinbcosO 
所 以 ,由 由 可 得 
sin’ tcos:@ a sin’ Ocos:0 


1 十 V3sinbcos@ 1 一 V3singcosg 


一 0， 


由 于 sin’ Ocos*0 sin’ Gecos’0 
| ( sing 十 cost) “ ] 十 V3singcose 
因此 , 当 
sin’ tcos’8 
~ 1+V3sinbcos0 于 满足 中, 放 所 求 的 
加 sin tecos’ 0 
1 十 V3singcosg 


13.(A) 先 求 的 最 小 值 . 令 

p= 如 十 71 

由 条 件 (1) 和 (C2) 可知,p 为 正 整 数 且 有 

(2a—m)mO— (2p—n)n. 

由 届 ) 有 2 一 2 请 0, 故 由 式 @ 可 知 2p 一 n 守 0. 

由 条 件 (3) 可 得 

2am—m +n =2am—2mn+2mn—m Tn 2am—2mn 二 2a(n—m)=2n(a—m)., 
从 而 由 户 的 定义 中 可 得 pa 一 m. 于 是 有 
2p—n<2p2(a—m)=2a—2m<2a—m. 

由 由 人 @ 可 知 ,m 与 2 同 奇偶 且 有 7 一 mn 


设 (mmDEA, 令 叉 一 2 一 0 一 22 一 于 


(mm E AGOm,n EA. 
事实 上 ,在 人 中 将 p 和 nn 同时 换 成 p 和 n , 便 有 


2am—m 十 ?2 2am—m’ + nn 


p= 2n 2n 2 


(2 
解 
是 
金 
名 
十 
系 
列 
高 
中 
数 
学 


酝 污 捷 本 。 冯 亲生 要 取证 汶 0 


总 ' 的 
" 如 


4 ae 4 题 金 钥 是 系列 


三 上 二 


= 也 十 方 , a Mm” Zam 2 十 nn =—p. | 
这 表明 p 为 正 整数 的 充 要 条 件 是 pp 为 正 整 数 , 亦 即 关于 Gm,n ) 的 条 件 (2) 成 立 的 充 要 条 件 是 关 
于 (ms,7) 的 条 件 (2) 成 立 . 
男 一 方面 ,对 于 (xmm,72 ) 的 条 件 (3) ,又 有 


A : 下 赤 
7 一 7 二 227 2a(n mm) 
2c77 一 D77 2am— mn 2am— m’ 
一 (一 |) 一 ?和 十 2772。 0 
n 


并 


J 2am— nr 
(i 


2 2 
) 十 (2an—n ) (a) 


四 
NM mm ) 二 7 十 2nCm 一 a) |. 


1 
理由 条 件 (1) 便 知 ,关于 (2 ) 的 条 件 (3) 成 立 的 充 要 条 件 是 关于 (m,n) 的 条 件 (3) 成 立 , 这 就 证 
明了 
(p07 ) 筷 4 全 (OGA. 
这 样 一 来 ,由 此 及 n 的 定义 即 知 , 当 (m,n)EA 时 ,有 
2am—m: —mn 


2a4771— 7° — mn / / 
ja 一 —m,f (m,n )= nm. 


由 人 可 于, 当 (m,n)EA 时 ,有 

fmsn) =n —m2. @ 
取 mm 二 2, 于 是 ,条 件 (2) 化 为 

2n|4a 一 4 十 x， 


即 十 如 为 正 整数 . 这 时 条 件 (3) 化 为 


Mm 
Nn — 3998n+ 8000<&0. 
由 此 解 得 


1999— V]1999 一 8000 生 < 妇 1999 十 V1999? 一 8000. 
从 而 有 

3 所 :7 三 3995. 

这 表明 (2,DEA 等 价 于 naE[L3,3995] 有 目 为 4000 的 偶 因 子 . 

取 7 一 2000 ,于 是 


; 2am—n 8000. 
nn 一 一 一 一 7 一 人 


故 得 F(2,2000) 王 2. 
综 上 上 相知， min 了 一 2 


(IE 
(B) 得 求 了 的 最 大 值 . 
由 (一 ) 知 , 当 (m DEA 和 A 时 ,nm 和 同 奇 偶 且 7 识 ; 亏 可 令 2 一 如 十 22 其 中 zx 为 正 整 数 , 于 是 有 


. 2am—m ~—nn 2d— wm 2m 
fn) = 一 1 一 和 全 4 一 才 玫 一 < 


n m2u 


2(d 一 8 十 2 一 2(04 一 扫 284 20 十 22 半 十 8 十 2208 一 8 
m2u m2u 


加 更 丝 典 vy 


一 (2 十 6 一 2 mt2ut es |. © 


m2u 
由 条 件 (3) 可 知 
(7 十 28 六 一 1 十 2 十 22)<4u 即 mr 二 4um—2au2w 志 0. 
由 此 解 得 
mm 一 2u 十 V2ula 二 www) , 即 mx 十 24 之 V2ula 二 wu). (0) 
由 和 @ 知 , 当 w 固定 时 ,f(xmymr 十 2w) 关 于 mr 严格 递增 . 
又 fmsm 十 2) 为 正 偶 数 ， 
则 zx 十 2& 必 为 2u(a 十 忆 的 因数 . 
当 zx 一 1 时 ,2(a 一 1) 王 4004 王 4X7X11X13， 
由 式 怨 右 端 方 括号 中 表达 式 的 对 称 性 知 , 可 设 
7 十 2<<L v4004] 一 63. 
于 是 ,mE(2,5,9,11,12,20.24,26,42,501). 
易 得 , 当 7 二 50,n 二 52 时 , (m,n)EA 且 有 
和 


枉 亚 芋 融 。 半 凑合 注 秒 见 移 5 


f(50,52) 二 4002 十 6 一 2[52 十 二 汪 


由 于 fl(mym 十 2w) 关 于 m 普通 是 所 Fr 十 2)< 巡 3750. 
以 下 证 明 , 对 任意 (m,n)EA, 剖 有 1 7) 委 3750. 9) 
上 面 已 证 , 当 n==m 十 2 时 , 式 @@ 成 立 . 由 于 m 和 ?2 同 奇 偶 且 2” 六, 故 可 设 2 之 Pr 十 4, 于 是 


(2a—n)m (2a—m)m 
/10 一 mS 4 一 m. 


可 网 ,为 证 式 @@ 成 立 , 只 须 证 明 ,对 任意 
1 之 m 过 2a 二 4002 ,都 有 


(2a—m)m 
1 十 4 


整理 后 得 到 

1 一 1241 十 2X3750 之 0， 
由 于 

A 一 124 一 8X3750 一 4(62 关 一 7500)<<0， 
故 知 @ 成 立 , 从 而 鲜 成 立 ,GO 成 立 . 

综 上 可 知 , max f (m,n) 王 3750. 


2 一 3750. 


一 < 妇 3750. (8) 


14. 71=1 HH ,cos0, = (1 二 + tan ) 五 =3, 有 4= 宫 ， 当 7 一 2 时 ,可 以 证 明 


生 


costh 十 cosl <233 9 (D 


且 当 种 = 儿 王 arctanV2 时 等 号 成 立 . 事实 上 ， 
式 @e3cos:0 十 cos* 久 十 2cos 轴 ，costy < ， 


1 | 一 人 
中 A rim 3 


性 溢 五 避 。 冯 洪 庭 咒 徐 应 编 O 


有 三 孝 科 和: 
二 Et 


由 tan 包 tanly 二 2 可 得 

2 十 tan* 十 tan20 / 1 4 
式 (OFFtanz0 二 tan < Tamo, 二 TD 三 3 3 
记 二 tanr 人 十 tanm 久 , 则 


式 @)e32 ] -一 14 十 并 


5 十 工 一 3(5 十 工 )” 
即 36(5 十 ZJ)<196 十 28z 十 天 @ 
显然 式 四 时 x -8x 十 16 二 (x 一 4)’ 守 0， 
2V3 
于 是 ,一 233， 


当 nn 之 3 时 ,不 妨 设 和 三 2 之 …>0 , 则 
tang 。tan0，。tang 之 2 v2. 


由 于 cos& = 二 VI Sm 1 sin’d , 则 


cosby 十 cosh 过 2 一 让 (si 及 十 Sin 各)<< 2 一 sing ，。 sint,. 
8 
tan20 。 tan’ 
1 8 十 tan20 。tan2z0 
cos:0” tan ，。 tan’t, 


由 tan’ 之 有 


tand, 。 tanth sing, 。 sind, 
即 costh 过 一 一 一 了 了 二 
8cos- 0 。cos 内 十 Sin 化 


V8 十 tan” 0 。 ta 0 


. sin’” 0 


于 是 ， 
l 
cos 凡 十 cos 久 十 cos 二 2 一 sin0, ， sin, 1 一 一 一 一 | ©) 


8co 0 »。 cos:t sin’ 0 sin t, 


易 知 8cos:。，cos: 雪 十 sin 久 ，sin 久 宇 1 
] 


cosi 0 » cos: 
Otar 二 tan: 志 7, © 
由 此 可 得 当 式 成 立时 ,有 

cos 久 十 cos 册 十 cos 出 过 2. oD 
茶 式 他 不 成 也 , 则 tan 十 tan’ 衬 7， 


有 tan 外 宇 tar 人 > 


全 8 十 tan2 ， tan 外 实 二 (1 十 tan 久 )(1 十 tan: 久 ) 


所 以 cosg <<cos2 去 一 _ 
i 


“| 


于 是 cosg 十 cosb 十 cos < 1<2,， 


即 式 成 立 . 由 此 可 得 
coOs9 十 cosy 十 cos 久 十 … 十 cos0@ 过 n 一 1. 


- r | 
“ ee 
上 . 0 


388 


下 


解 题 金 钥匙 系列 


男 一 方面 , 取 人 一 人 二 … 一 0 一 a>0,a->0， 


2 曙 
=arctan Tr ;显然 内 一 ,从 而 
coOs0 十 cosl 十 cos 内 十 … 十 cosl 一 7 一 1. 
综 上 可 得 4 一 2 一 1. 
15. (了 D) 记 i = (>1) ,1 人 i 人 <n 十 1. 题 中 的 式 子 可 写成 
Cos ) Coit ) 
"tititl SP 
(Ei ) (之 人 十 ti+12) 3 
我 们 看 到 


(Sa ) CS ttir1) ) 一 (2 一 人 


一 ] 一 1 一 


证 澜 -二 可。 冯 汶 条 机 和 除 商 汶 O 


) SAG 十 万 +17) 


C+) ) (2 


St Tr ) a 十 ti+1) 3 


n 好 六 f; 2 
< Ct » Coittin ) 7 一 (这 六 二 v 志 十 去 +1 
因此 ,对 符合 条 件 的 实数 组 0 和 rm <z < < 了 <<z* 题 中 的 式 子 不 小 于 1. 
(> 上 面 推演 中 用 到 Cauchy 不 等 式 , 等 号 成立 的 充分 必要 条 件 古 


Vit 一 4 过; 志 ) (常数 ). 


t 


也 就 是 全! =d 一 1=c,1<i<n 

记 t1= 二 5b, 有 ==bo ,1 人 jn 十 1. 

相应 地 有 全 一 =bc7 ,1SIi<ntl. 

记 Xi 二 a 之 0, 有 

Th tit 2 ,a=ab le 2knt+2. 
因 x; 记 坎 ，, 则 5 一 二 >>1， 

又 因 与 一 bo 一 1， 人 


好 1- |] 
则 cy 万 (> ,1 委 / 委 20 十 1). 


( 阴 ) 得 到 结论 ， 
(对 于 符合 条 件 的 实数 组 T1929 dn sntl Ant2 , 题 中 式 子 的 最 小 值 是 ]. 
(让 能 使 该 式 达 到 最 小 值 的 符合 条 件 0 过 zj 过 xz; 过 … 过 三 过 znti 达 Xnt2 的 实数 组 Xx ;Xz po， 


证 二 1 9 坟 -2 应 该 是 


证 这 和 一 。 也 状 征 汪 孙 清和 福 O 


本 


A < 身 村 经 典 
.和 : 解 题 金 钥匙 系列 


(下 -tk 2) 


TI=adsrm—=ar ec 2 ,2 三 kn 十 2， 


其 中 a 证 0,5>1,c>Aj >. 


16. 当 pi 之 2 时 ,2 不 能 表 成 (pi pe… pzs)” 的 不 同 正 约 数 之 和 ,此 时 二 1. 

设 pi -=2, 我 们 证 明 如 下 更 一 般 的 结论 : 

如 果 pi ,ps，…,ps 为 个 互 不 相同 的 质数 ,pi 过 piri 夺 p? (i 二 1,2,…,) ,pi 王 2, 则 能 表 成 
(pi pepie) 呈 的 不 同 正 约 数 之 和 的 正 整 数 所 成 集合 为 {1 ,2,3,… ,了 i ,其 中 

了 

pl  p:—l p:— 1 

注意 到 (pi po… pe) 的 所 有 正 约 数 之 和 为 五. 只 要 证 明 , 当 1 志 n 志 T 时 ,n 可 表 成 (pip2*… 
Pr) 的 不 同 正 约 数 之 和 . 

当 有 一 1 时 , 设 1] 委 m 委 了 三 1 十 2 十 冯 十 … 十 2 . 

由 n 可 表 成 二 进 制 知 n 可 表 成 2 的 不 同 正 约 数 之 和 ， 

供 ! 设 绪论 对 大 成 立 , 设 1n 人 Ti1, 由 五 一 用人 十 Pa 十 … 才 pe ) 知 存在 0 过 1 之 2004 ,使 得 

Ti Cpes tt pi 十 … 十 pt ) 之 n 坟 Ts (pki 十 pi 十 十 pk )， 

5 i 二 2004 时 ,不 等 式 左边 为 0. 于 是 ， 

1n 扣 一 Tp 二 + pei 二 + 二 pe ) Tphl. 

取 整 数 mi ,使 得 

0 过 nn 一世 ( 太 入 十 pi 和 十 十 pe 一 mipki i 过 Prri. 

所 以 ,0 所 mm; 夺 于. 

将 一 Tp 十 成 训 十 十 P28 和 一 pi 二 mo 十 mi peti 十 十 ti-1 Pktl. 

当 jj 和 i 一 1 时， 

pi—1 pz— 1 pr —1 

(这 里 用 到 了 pi 一 1] 全 pr 一 1, 志 一 1 二 1.) 

令 Mitrl— M2 "Moo0! 一 了 , 则 Nn 一 mo 十 Ml Prt!l 十 … 十 7122004 pei (Om; 到 , 02004). 

由 归纳 假设 知 , 每 一 个 非 零 m; 均 可 表 成 (p1p2…pi)” 的 不 同 正 约 数 之 和 ,结论 得 证 . 


人， 1 
所 以 , 当 记 2 时 ,TP pi—1 p:—1 pz2s—1° 


第 14 章 适应 性 问题 的 求解 思路 


A 组 


1， 填 240. 理由 : 当 十 位 数 为 0 时 ,符合 条 件 的 凹 数 有 9X8 个 , 当 十 位 数 为 1 时 ,符合 条 件 的 四 数 


5 十 位 数 为 7 时 ,符合 条 件 的 四 数 有 2X1 个 . 共有 72 十 56 十 42 十 30 十 20 十 12 十 6 十 2 一 240 个 . 
2. 不 可 能 , 因 第 一 步 共 有 三 种 情 次 : 
(D(51,49,5) 一 (100,5) 都 为 5 的 倍数 ; 


和 芋 三 : ‘yy PS 
地 


(iiD) (51,49,5) 一 (51,54) 都 为 3 的 倍数 ; 

(ii)(51,49,5)~>(56,49) 都 为 7 的 倍数 ， 

综 二 ,由 题 设 的 两 种 步骤 ,任何 时 候 都 不 会 产生 块 数 为 1 的 石 堆 . 

3. 按 如 下 法 则 构造 这 些 子 集 :在 第 i 个 子 集 (1 记 i 夺 99) 中 放 入 所 有 被 99 除 余 i 一 1 的 偶数 而 在 
第 100 个 子 集中 放 人 所 有 的 奇数 , 显然 ,在 任何 满足 方程 4 一 995 一 c 的 数 a、b、c 中 ,偶数 的 个 数 为 奇 
数 . 姐 果 它们 中 有 两 个 为 奇数 , 则 此 二 奇数 同属 第 100 号 子 集 ; 否 则 ,它们 全 为 偶数 , 且 a 和 c 被 99 徐 
同 余 , 故 知 4 与 c 属 同一 子 集 . 

4. 先 在 3X4 的 棋盘 上 玩 . 先行 的 人 在 中 间 那 行 的 任意 好 方 放 第 一 个 棋子 就 可 获胜 . 这 样 ,给 后 
行 的 人 留 下 两 列 放 棋 子 的 地 方 , 而 先行 的 人 可 以 在 第 一 个 模子 上 面 和 直面 再 放 两 个 棋子 . 现 把 3X 
1000 的 棋盘 分 成 250 个 3x4 的 棋盘 ,因为 后 行 的 人 只 能 在 这 样 的 棋盘 上 放 棋 子 ,先行 的 人 在 每 个 
3X4 棋 盘 上 采用 前 面 的 策略 必定 取胜 . 

5. 电脑 说 的 是 正确 的 ， 


在 下 午 As: 00 时 ,1 过 上 之 6, 汽车 行驶 的 距离 是 全 程 的 6 人 2 二 各 ,汽车 至 此 的 平均 速度 是 


酝 如 后 可 。 冯 凑 旗 滥 角 证 区 C 


A ER 知 仍 以 同样 的 速度 行驶 剩 下 的 5 恰 需 一 小 时 抵达 目的 地 . 注意 到 下 午 (& 一 1):00 


时 到 此;00 时 之 间 ,行驶 的 距离 是 全 程 距 离 的 
60k—20 60& 一 80 _ 3600 
60& 十 40 ”60k 一 20 (60k 二 40)(60k—20)° 


且 这 些 数 都 是 确定 的 . 在 下 午 6:00 时 , 走 过 的 距离 是 3200 一 关 , 这 意味 着 汽车 已 行驶 了 85 公里 


6. 考虑 集合 D= {x 一 y|x,yEA},D 中 至 多 有 101X 100 十 1 二 10101 个 元 素 . 易 知 两 个 集合 A; 
与 A, 有 非 空 的 交集 的 充 要 条 件 为 1; 一 t; ED. 于 是 ,只 要 选取 S$ 中 的 100 个 元 素 , 其 差 不 属 于 局. 

归纳 选取 :首先 任 取 一 个 元 素 x+, 则 z 十 忆 中 的 元 素 不 能 再 被 选取 . 假设 已 选取 上 个 元 率 ,k 志 99. 
此 时 至 多 有 10101A<<999999 个 元 素 不 能 选取 . 因此 ,至 少 还 有 一 个 元 素 可 以 选取 , 则 选取 第 上 十 1 个 
元 素 . 如 此 下 去 ,直至 选取 出 100 个 满足 条 侍 的 元 素 . 

7. 一 定 可 以 ， 

构造 1 个 图 , 它 的 顶点 为 电话 机 , 它 的 边 为 导线 . 考察 图 中 这 样 的 顶点 的 最 小 集合 :在 联结 它们 
的 导线 中 包含 有 所 有 4 种 颜色 , 从 中 任意 去 掉 1 个 顶点 ( 称 为 A), 由 于 原来 的 集合 是 具有 所 述 性 质 
的 最 小 的 集合 ,所 以 ,在 联结 剩 下 的 顶点 的 导线 中 已 经 不 会 4 种 颜色 齐全 . 如 果 此 时 恰好 剩 有 3 种 其 
色 ,那么 ,结论 已 经 成 立 . 否则 ,在 去 掉 顶 点 A 的 时 候 至 少 去 掉 了 2 种 颜色 的 导线 , 我 们 来 考察 由 顶 操 
A 连 往 其 他 顶点 的 2 条 这 2 种 颜色 的 导线 (不 妨 设 它们 分 别 连 往 顶点 B 和 顶点 C). 显然 ,联结 顶点 B 
和 顶点 C 的 导线 一 定 不 是 这 2 种 颜色 的 导线 . 从 而 ,顶点 A、B、C 即 为 所 求 . 

8. (1) 由 CC025) 一 275,C(24) 一 288.,C(023) 一 276,C(22) 一 264. 

有 C(25)<C(23)<C(24)， 

由 C(49) 一 490,C(48) 一 528,C(47) 一 517.C(46) 一 506,C(45) 一 495,C(44) 一 484， 

有 CC(49)<C(45)<C(46)<C(47)<<C(C48). 

上 故 共 有 6 个 n( 即 23,2,4,45,46,47,48) 出 现 买 多 于 nn 本 书 比 恰好 买 n 本 书 所 花 的 钱 少 . 

(2) 设 两 人 分 别 购买 a 本 和 6 本 , 共 付 钱 ;元 . 不妨 设 a<b. 由 a 十 6 二 60 知 1 和 入 30. 

(0) 当 1 过 a 声 11 时 ,49 志 6b 才 59， 
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s=12ad106 二 10(aT6b) -F244= 二 600 十 24a,602 达 Ss 夺 622. 

(iD) 当 12<<a< 过 24 时 ,36<0<48， 

SS 一 124 十 110= 一 6600 二 4 672 三 60684. 

(ii7 当 25 迄 cc< 和 30 时 ,30 过 < 35， 

Y 一 1 十 1120 一 660. 

故 出 版 公司 至 少 赚 602 一 60X5=302( 元 ) ,至 多 赚 684 一 60X5 一 384( 元 ). 

9. 我 们 指出 ,此 时 任何 两 个 颜色 互 异 的 棋子 都 不 会 同 在 一 行 , 也 不 会 同 在 一 列 . 事实 上 ,如 果 开 
始 时 , 某 枚 黑色 棋子 与 白色 棋子 同 在 - 列 , 则 它 在 第 一 次 时 即 被 取出 ;而 如 果 第 一 次 取 过 之 后 , 某 枚 
白色 棋子 与 剩 下 的 某 枚 黑色 棋子 同 在 一 行 , 则 它 会 在 第 二 次 时 锌 取出 . 

假定 此 时 黑色 棋子 分 布 在 a 行 和 6 列 中 , 则 白色 棋子 至 多 可 分 布 在 2n 一 a 行 和 2n 一 5 列 中 ,从 而 
镜 下 的 黑色 棋子 不 多 于 sp 枚 ,白色 棋子 不 多 于 (2n 一 a) (2n 一 站 要 .多 见 

abl2n—a) (2n—b) =a(2n—a) * bl2n—b) 和 Rn nn =n'. 

因此 ,或 者 黑色 棋子 不 多 于 ww 榴 , 或 者 白色 棋子 不 多 于 x 枚 . 

10. 为 方便 计 , 记 wyw 二 ;其 中 二 1,2,…,100. 用 (oO 表示 正 整 数 w 和 5 的 最 大 公约 数 . 

引 理 设 ayaz，…ca 和 d 为 自然 数 , 则 存在 自然 数 &A, 使 得 对 一 切 :一 2， 3 均 有 (al 十 had， 
ai }<d. 

引 理 的 证 明 :存在 a1as*…as 的 某 个 倍数 大 于 ai , 设 其 为 lazas…as, 在 使 得 al 十 kd 放 laza3…a 的 
自然 数 k 中 存在 一 个 最 小 的 数 ;UD CQ 一 Qi 十 kd， 于 是 0<<a — {asad3 “ay 人 qd ,从 而 wa 1 与 每 个 Ui 
的 最 大 公约 数 不 太 于 4d. 引 理 证 毕 

考察 数组 w ,i 二 1,2,…,n 中 的 两 两 的 最 大 公约 数 , 设 其 中 最 大 的 一 个 为 M. 我 们 来 证 明 ,借助 于 
题 中 所 述 的 操作 ,可 以 把 原来 的 数组 变 为 这 样 的 数组 ,它们 中 两 两 的 最 大 公约 数 都 小 于 M. 事实 上 ， 
由 于 ua yaz ，…,aao 整 体 互 质 , 所 以 可 以 找到 两 个 相 邻 的 数 a; 和 air ,其 中 前 一 个 数 可 被 M 整除 ,而 
后 一 个 数 不 可 被 M 整除 ,于 是 d=(c- er)<M, 我 们 将 引 理应 用 于 w ,将 加 上 da 这样 的 一 个 倍 


| 数 , 使 所 得 到 的 a'; 与 其 余 的 每 一 个 数 的 最 大 公约 数 都 不 大 于 d. 这 样 一 来 ,在 所 得 到 的 鸭 的 数组 中 ， 


任何 两 个 数 的 最 大 公约 数 仍 如 同 原来 那样 都 不 大 于 M, 而 可 被 M 整除 的 数 的 个 数 则 比 原来 的 少 . 在 
需要 时 ,再 重复 进行 这 样 的 操作 ,直到 仅 剩 下 一 个 可 被 M 整除 的 数 为 止 . 于 是 ,任何 两 个 数 的 最 大 公 
约 数 都 变 得 小 于 M. 

这 表明 ,只 要 两 两 之 最 大 公约 数 中 有 大 于 /者 , 即 可 如 此 地 使 它 减 小 ,由 于 可 以 一 直 把 它 减 小 到 
1, 从 而 可 使 题 中 条 件 满足 . 


B 组 


1. 将 平面 上 的 整 点 称 为 结 点 . 如 果 在 每 1 条 竖 直 直线 上 的 所 有 结 点 都 是 同一 种 颜色 的 , 则 任 选 
其 中 1 个 结 点 ( 设 其 为 1 号 色 ). 作 2 条 经 过 它 的 相互 垂直 的 直线 ,使 它们 与 竖 直 方向 都 交 成 45 的 
角 , 且 在 它们 上 上 面 分 别 取 出 1 个 2 号 色 的 点 和 一 个 3 号 色 的 点 (这 是 可 以 做 到 的 ,因为 存在 具有 这 些 
颜色 的 点 竖 直 直线 ) ,所 得 的 直角 三 角形 即 为 所 求 . 如 果 每 1 条 水 平 直 线 上 的 所 有 结 点 都 是 同一 种 颜 
色 的 , 则 可 类 似 地 解答 . 

如 果 存 在 1 条 竖 直 直线 !, 其 上 的 结 点 分 别 被 染 为 2 种 不 同 颜色 ( 设 为 1 号 色 和 2 号 色 ), 那 么 ， 
我 们 任 取 1 个 3 号 色 的 点 C, 再 取出 与 点 C 同 在 1 条 水 平 直 线 上 的 那个 位 于 直线 上 上 上 的 点 A( 不 妨 议 


A 


其 为 1 号 色 ), 以 及 位 于 直线 :上 的 具有 2 号 色 的 点 B, 所 得 的 直角 三 角形 即 为 所 求 . 

如 果 存 在 一 条 竖 直 直线 i, 其 上 的 结 点 分 别 被 染 为 3 种 不 同 颜 色 , 那 么 ,我 们 再 取 1 条 水 平 直线 
hh, 使 得 其 上 的 点 不 是 同一 种 颜色 .不妨 设 它们 的 交点 A 是 1 号 色 的 .我 们 在 直线 疡 上 取 一 点 召 使 其 
与 4 异 色 ( 设 其 为 2 号 色 ), 再 在 直线 ! 上 取 1 个 3 号 色 的 点 C 即 可 . 

2. 由 奇偶 性 可 知 ,开始 的 五 个 数 中 一 定 有 一 个 数 是 2. 

在 ai 一 at 一 2, 则 ao 一 2 之 1 

和 共有 相 邻 两 数 为 2,3 或 3,2, 则 可 得 周期 序列 2,3,5,2,7,3,2,5,7,2,3* 

若 au=2,afrl 是 一 个 大 于 3 的 奇 素 数 , 则 要 么 ws 王 1(0mod6) ,要 么 ai+1 三 一 1(mod6). 当 ai+l 为 
6k 十 1 瑞 时 ,有 序列 2,6k 十 1],3,2,…; 当 ai#ri1 为 6k 一 1 型 时 , 则 ai4z|(6k 十 1). 若 aiiz 三 1(mod6), 则 可 


得 序列 2,6k 一 1564 十 1;2,3,…; 共 ais 二 一 1(mod6), 设 4s 一 6L 一 1， 由 6( 一 1 二 二 <6k 一 1, 得 /二 


&, 即 ai4z 过 ait1, 且 有 ai43 二 2; 帮 4i+4 三 一 1(mod6), 同 理 可 得 ae<<airz<ai+l， 重复 以 上 过 程 ,假设 
所 有 奇 素数 均 模 6 余 一 1, 则 可 得 一 严格 递减 的 素数 序列 ,矛盾 . 因此 ,一 定 存 在 某 个 i, 使 得 a; 二 2， 
ai42 一 0R 十 |. 

综 上 所 述 ,z 是 有 理 数 . 

3. 管 案 :25 名 . 

事实 上 ,将 比 自己 的 大 多 数 班 内 朋友 的 成 绩 都 要 好 的 学 生 称 为 "好 学 生 ”. 设 该 班 共 有 z 名 好 学 
生 , 每 个 学 牛 在 班 内 都 有 上 个 朋友 . 

显然 , 班 上 成 绩 最 好 的 学 生 在 个 “朋友 对 ”中 都 是 成 绩 好 的 ;又 由 已 知 ,其 余 每 个 "好 学生 "至 少 


在 [名 | 十 1> 和 个 “朋友 对 ”中 都 是 成 绩 好 的 . 因此 ,好 学 生 * 们 至 少 在 
和 


全 


怪 迷 生机 ， 记 并 侈 六 凡 出 鞭 O 


k 二 (rl1)* 


个 “朋友 对 ”中 是 成 绩 好 的 ,但 班 内 所 有 “朋友 对 ”的 总 数 为 池 * 一 15&, 所 以 


Cx 1) < 汪汪 <<-15&,z<c28 。 


Eritt D 
注意 到 班 内 最 关 的 “好 学 生 "成 绩 还 闫 的 学 生 至 多 30 一 t+ 个 ,因此 
e130 zshk59—27x. @ 
由 由 入 可 得 
zr<28* 2 一 十 1, 即 之 一 59z 十 856>>0. : @ 


注意 到 z 委 30, 于 是 可 知 满足 Q@ 式 的 最 大 整数 z==25. 即 好 学 生 " 的 总 数 不 超过 25. 

另 一 方面 ,可 将 全 班 学 生 按 成 绩 从 好 到 差 编 为 1 至 30 号 ,并 将 1 至 30 号 列 成 一 个 6X5 的 数 表 
(如 图 ). 如 果 班 内 两 个 学 生 是 朋友 当 且 仅 当 他 们 的 号 码 在 表 中 属于 以 下 三 种 情况 之 一 : 

(1) 处 于 相 邻 的 行 不 同 的 列 中 ， 

(2) 处 于 同一 列 且 其 中 一 位 在 该 列 最 下 端 ， 

(3) 同 在 最 上 面 一 行 . 

这 时 , 班 内 每 人 各 有 9 个 朋友 ,而 1 至 25 号 中 的 每 个 人 都 比 他 的 5 个 朋友 的 成 绩 好 ,此 时 ， 好 学 
生 ” 的 总 数 为 25 人 . 


迟 溢 五 避 。 冯 洪 府 斑 除 订 惟 OO 
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综 上 所 述 , 比 自己 的 大 多 数 朋友 的 成 绩 都 要 好 的 学 生 最 多 是 25 名 . 
esl 
四 面 醒 本 四 
加 四 大 四 加 
四 四 四 本 吾 
回国 固 加 加 
加 团 四 加 本 
4. 设 红 点 个 数 为 m,X 一 集合 数目 为 1,Y 一 集合 数目 为 5. 对 mn,0<m<“ 号 一 ,进行 归纳 证 明 
(1) 当 m=0 时 ,由 乘法 原理 ,5 一 :一 a1, 命题 成 立 

(2) 假 设 m=k(0S<k< 全 号) 时 ,命题 成 立 . 


(3) 对 于 区 二 此 十 1, 设 点 P(z ,yo) 是 使 zoo 十 yp 最 大 的 红 点 之 一 . 那么 ,将 PP 改 为 蓝 点 ;由 于 不 存 
在 其 他 红 点 (xX,y) ,XT 之 Xo ，y 之 Yo， 因此 ,这 仍然 是 一 个 满足 条 件 的 集合 , 记 为 T ,对 它 类 似 地 定义 t ， 
5 

对 于 工 , 设 它 在 xz 一 50 委 i 委 2 一 ID) 列 上 的 蓝 点 有 ww 个 ,在 y= 二 (0 全 7 二 nn 一 1) 行 上 的 蓝 点 有 忆 
个 ,那么 1 =a ,1b 9 由 归纳 假设 ,有 { 一 了 , 即 

Ta, -To 

对 于 改变 前 的 工 , 有 

t= Ta) (a —1),s=( LL b, (bo —1). 


1 TO J yo 


在 x 二 zxo 列 上 , 纵 坐 标 大 于 等 于 yo 的 本 中 的 点 有 7 一 zo 一 yo 个 ,所 以 ,ary 二 nn 一 Xo 一 Yo. 
同 理 ， bro Xo 一 yp. 故 az 二 


于 是 ,。 i a yas —1) = 了 ,Cb _D 即 :一 5 故 对 mr 一 十 1 时 ,命题 也 成 立 . 


Fy 


因此 ,对 一 切 0<m<< 全 号 -下 命 题 成 立 . 


5. 注意 到 交换 后 所 得 的 数列 :(A) 同 样 满 足 不 等 式 0 所 tCa;) 二 i(i 二 0,1,2,…,n). 我 们 将 所 有 满 
足 这 些 不 等 式 的 数列 称 为 指标 有 界 数列 . 下 面 证 明 a 所 tCa;)(i 二 0,1,2,*…,n). 

若 4a; 二 0,; 则 显然 成 立 . 谷 则 ; 令 二 aa; 之 0,y 二 t(ai), 前 面 连续 工 项 a6 ,a1,…,ar-!1 中 没有 一 项 大 
于 zz 一 1, 则 它们 都 不 同 于 工 ,; 且 在 之 前 (如 表 了 ,所 以 ,y 宇 z; 即 ai 和 上 ai) 一 (一 0 1 2，……7). 


这 表明 ,数列 经 过 有 限 次 :变换 后 达到 稳定 ,因为 在 指标 有 界 数列 中 ,第 i 项 的 值 不 超过 i. 接 下 
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来 证 明 , 才 对 某 一 个 ivai 二 tai) (i 二 0,1,2,…,n), 则 :变换 也 不 会 改变 第 i 项 的 值 . 考虑 下 面 两 种 情 
疯 ; 
(]) 若 aj 二 ta;) 二 0. 这 表明 a; 左 侧 的 每 一 项 都 是 0. 则 :(A) 的 前 i 项 也 都 是 0, 且 不 断 地 重复 . 
(2) 阁 a 二 tla;) 二 Xx 记 0, 则 前 面 的 工 项 都 与 x 不 同 . 因为 i(a)= 二 xz 所 以 ,a yarit，… ,4;-1 都 等 于 
7X. 因此 ,ia ) 一 z0 一 zz 十 1 一 1). 再 做 变换 1 也 不 会 改变 第 i 项 的 值 ( 如 表 2). 


第 iC0 所 i 所 mn) 项 的 值 具有 如 下 的 性 质 ; (0) 值 为 整数 :GD 有 上 界 i; (i 让 在 i 变换 过 程 中 值 不 减 ; 
(iv) 在 上 变换 下 , 值 一 旦 稳定 下 来 ,就 不 再 改变 . 

这 就 是 说 ,只 要 经 过 不 超过 ?次 上 变换 ,数列 就 会 达到 在 上 变换 下 稳定 ， 

最 后 要 证 明 ,从 初始 的 指标 有 界 数列 A 二 {a;} (i 二 0,1,…,n) 出 发 ,经 过 不 超过 7n 一 1 次 上 变换 就 
可 得 到 一 个 稳定 的 数列 . 对 n 用 数学 归纳 法 证 明 . 

当 n= 二 1 时 ,两 个 可 能 的 数列 为 (@o ,ail) 二 (0,0) 和 和 (ao yal) 二 (0,1). 在 1 变换 下 ,它们 已 经 稳定 . 

假设 任何 指标 有 界 数列 ta ) ,i 二 0,1,2,…,n 经 过 不 超过 nn 一 1 次 1 变换 ,就 变 为 一 个 在 1 变换 下 
稳定 的 数列 ,考虑 A 二 {a;}) ,i 一 0,1,2,…,n 十 1, 我 们 证 明 A 经 过 不 超过 ?= 次 上 变换 达到 稳定 . 

假设 需要 ?十 1 次 1 变换 , 这 仅 当 a+i 三 0, 且 每 次 变换 使 第 n 十 1 项 的 值 恰好 赌 加 1 才 可 能 ,在 : 
变换 下 ,第 i 项 的 值 不 受 其 后 项 的 影响 . 根据 归纳 假设 ,于 数列 A'= (fa ),i 一 0,1,2,……，,m，,* 只 要 不 超过 
?一 次 t 变换 就 能 达到 稳定 . 因为 第 n 项 在 不 超过 min{x,n 一 1) 次 1 变换 下 ,稳定 于 zz<7z) ,而 第 
n 十 1 项 的 值 ,基于 当前 的 假设 ,正好 在 x 次 1 变换 变 为 x. 因此 ,可 以 断言 ,第 n 十 1 项 在 不 超过 n 一 1 

但 是 ,在 一 个 数列 中 如 果 连 续 两 项 的 值 相等 , 则 它们 一 起 保持 相等 和 稳定 . 因为 第 项 的 值 经 过 
不 超过 nn 一 1 次 1 变换 就 达到 稳定 ,所 以 ,A 在 不 超过 nn 一 1 次 i 变换 就 稳定 了 . 这 与 假设 需要 n 十 1 次 
上 变换 矛盾 . 因此 ,最 多 只 需要 nn 次 t 变换 就 可 使 n 十 1 项 的 指标 有 界 数列 稳定 . 


第 15 章 运算 性 技能 


人 A 组 


1. 选 B 理由 :进行 估算 ,取水 深 A 一 号 ,由 户 -六 图 象 (如 图 - 10(2) 可 以 看 出 ,这 时 注水 量 V> 
去 V。 ,水 瓶 的 形状 为 A.C.D 时 都 不 会 出 现 这 种 现象 , 故 选 B( 该 题 是 取 事 件 的 特殊 状态 ). 
2. 选 A. 理由 :进行 估算 , 取 正 四 棱锥 的 侧 楼 长 和 底面 边 长 相等 , 则 Q=1,S=V5, 由 此 计算 得 正 


四 楼 锥 的 高 4 二 之, 则 V= 二 Qh 一 召 , 将 Q=1,S 一 /3, 代 人 四 个 选择 支 中 ,只 有 A 符合 要 求 
3. 选 D 理由 :显然 如 果 先 求 球 的 半径 R, 再 求 表 面积 , 必 是 小 题 大 作 ,由 于 Sw 一 4rR: ,结合 选择 


苹 汪 下。 妆 凑 认 乾 髓 汶 0 


共有 EREEJ 。。，。 “和 解 题 金 钥匙 系列 
| 支 ,发 现 只 须 估算 球 的 半径 尺 即 可 . 

因为 球 的 半径 只 不 小 于 AABC 外 接 国 的 半径 > 一 233 , 则 Sy 一 4xR* 之 4r (2 一 5>57， 
| 故 应 选 D， 
4. 填 一 子 . 理由 :本题 车 平方 后 得 到 sin2x 的 值 ,再 用 万 能 公式 求 tan 有 点 计算 量 , 且 求 出 的 
| tana 的 值 有 2 个 ,还 要 会 去 一 个 ,可 估算 如 下 : 
由 0<o<<x 知 sinae>>0, 且 sina 十 cosx 一 一 于, 故 cosa<<0, 考 虑 到 sinte 十 coste 一 1 及 结果 为 


一 三 ,可 算出 sino 一 宇 cos 一 一 三 , 故 tana== 一 广 . 


上 性 涟 五 于 。 闻 湛 庭 洽 子 启 坊 O 


5. 填 (0, 态 ]. 理由 ; 易 知 zyszE (0,1),1 一 x 一 y,.1 一 zE€ (0,1). 一 方面 , 易 得 4 一 xy 十 yz 十 
zX 一 2zyzTyD>0. 当 X.y*0,z>] 时 ,a->0. 男 一 方面 , 易 得 a 二 (1 一 xX)X 十 (1 一 27x) yz 
当 0<zx 世 方 时 ,1 一 2x 之 0 
yz /1 一 工 ” ， 
因为 yx<( 7 ) 一 (一 六 ) ,所 以 ， 


a < 一 zz 十 六 (1 一 27)(1 一 zx)? 一 地 十 了 ZY(1 一 2z) 


<l+l (strtlae yt 


4 4 3 27 


当 方 <z<1 时 ,1 一 2z<<0. 
因为 yz>>0, 所 以 ,a<<(1 一 z)x 志 了 了. 


综 上 所 述 , 有 a (0 可 1 
6. 显然 6 二 0, 当 x 二 0 时 ,a 取 任 意 实数 不 等 式 恒 成 立 , 故 只 考虑 zxE (0,1], 此 时 原 不 等 式 变 为 
zx 一 a| 过 一 , 即 xz 十 过 <a<z 一 他， 


故 (z+ 芝 ) <a< (zx 一 之 ) ‘zxE (0,1]. 


(1) 当 5b<<0 时 ,在 (0,1] 上 , f(z) 二 zx 十 之 为 增 函 数 ,所 以 ， 


bb 一 _ 
(z 十 也 ) 一 太一 1 十 4 
(2) 当 一 1<p<<0 时 ,在 (0,11 上 ， 
rz- 一 也 一 xz 十 二 > V —b. 
x ba 
当 z= VB 时 , (zx 十 二) 二 2 vV 一 /0 
此 时 ,要 使 4 存在 ,必须 有 
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解 题 金 钥 是 系 列 


| 1 十 D< 一 2 A — 上 bb， 
一 lb<<0. 


即 一 1 才 5 过 一 3 十 2 V2. 
当 p<< 一 1 时 ,在 (0,1] 上 ,f(x) 二 zx 一半 为 减 函 数 , 当 7 二 1 时 ,其 值 最 小 ,所 以 ， 


(x 一 生 ) ~—]—bp>1+b. 


综 上 所 述 , 当 一 1I 和 2<2V2 一 3 时 ,a 的 取 值 范围 是 (1 十 b,2 V 一 0); 当 56<< 一 1 时 ,a 的 取 值 范围 
是 (1 十 b,1 一 BD). 显然 5 不 可 能 大 于 或 等 于 2V2 一 3. 

1. 从 nn 十 1 个 元 素 al ,as，… “sr +1 中 选取 个， 产生 的 下 元 子 集 共有 CH 个 |. 

刃 一 方面 ,这 些 上 元 子 集 可 以 分 为 不 交 的 两 类 :第 一 类 含有 a41 ,第 二 类 不 含 w+1， 

第 一 类 中 的 子 集 是 从 Ul sd2 3""" 90n 中 选取 一 1 个 ,由 添 上 ai+1 而 得 到 的 ,因此 共有 Cr 个 . 

第 二 类 中 的 子 集 是 从 al ,az ,…,a, 中 选取 上 个 得 到 的 ,共有 CC 个 . 

综合 全 区 方面 合生 条 从 

8. 设 有 编号 为 1,2,…,n 的 nn 个 盒子 及 编号 为 1,2,…,n 的 nn 种 球 ,每 种 球 各 nn 个. 

在 每 个 盒子 中 各 放 一 个 球 的 放 法 , 即 n 个 数 ( 球 的 号 码 ) 的 允许 重复 的 排列 数 ,应 为 "(每 一 只 盒 
子 里 可 放 nn 种 球 的 任 一 种 ). 

为 一 方面 ,用 (i, 站 表示 在 第 i 个 盒子 里 放 第 7 号 球 . 则 ?个 “点 ” 

全 (DD 
(其 中 rjkEl (1,2 ,Nn} ,k=1,2,.*: ;7) 表示 将 ni 个 球 了 ,J2，… ,Jn( 守 公允 许 重 复 ) 分 别 放 人 盒子 
i sl2 0 sn 里 (盒子 的 号 码 也 人 允许 重复 ， 即 允 许 有 些 盒子 里 放 几 个 球 , 有 些 盒子 空 着 ). 

了 1 者 有? 种 选择 ,所 以 点 (i, 站 共有 nm 王 个 . 形 如 的 nn 个 点 的 点 组 共有 CC% 个 . 

其 中 1,2,…,n 至 少 有 一 个 不 在 模 坐 标 中 出 现 的 点 组 有 Ci XC6 ,个 ,至 少 有 两 个 不 在 横 坐 标 
中 出 现 的 点 组 有 Ci X C6» 个 ，… 

根据 容 斥 原理 ,1,2,0,2 都 在 模 坐 标 中 出 现 的 点 组 有 


罗 ( 一 "C4Ct,_ pw 个 ,这 种 点 组 也 就 是 在 每 只 盒子 里 各 放 一 只 球 的 放 法 . 所 以 

"= 1) nk)n. ©®) 
由 于 Ct 一 C:*,@ 就 是 要 证 的 恒等式 . 
9. 设想 一 个 钱 中 有 A 个 大 小 相同 的 球 ,其 中 有 a 个 是 白 的 ,其 余 的 是 黑 的 ,每 次 摸 出 一 个 球 ,不 


放 回 去 ,直到 摸 到 日 球 为 止 . 
这 是 一 个 必然 事件 (人 述 早 摸 到 白 球 ), 所 以 概率 为 1. 


另 一 方面 ,第 一 次 摸 到 白 球 的 概率 为 入 .第 一 次 未 摸 到 人 


a a. Aa—l .Aa—(k eo2). 
A—1. A—1 A(k—2) A 1) 
A 一 a 十 1). 因此 , 措 到 白 球 的 概率 为 欲 证 式 的 左边 ,从 而 原 式 成 立 . 

10. 考虑 曲线 y ==n 与 直线 x 二 2,y= 二 2 所 成 的 曲 边 三 角形 的 格 点 个 数 s( 包 括 曲 边 三 角形 的 边 


(R 一 和 3 … 


筑 ). 


上 站 .a ， 
| .。 - ， . . .0 
和 Pe 
本 i 
sl 和 
1 nh 1 


三 加 匡 耻 。， 尝 洪 谎 油印 汕 汶 O 


A i 划 


一 方面 ,每 条 竖 线 + 二 k(k 为 区 间 了 [2,n) 内 的 整数 ) 与 曲线 二 n 相交 于 点 Ck,Yn). 所 以 这 条 线 对 


; 的 “贡献 ”为 [477] 一 1( 即 这 条 线 上 有 [97 一 1 个 格 点 属于 所 说 的 曲 边 三 角形 ). 从 而 


=D = > nl). OD 
另 一 方面 ,每 条 横 线 y==h(h 为 区 间 [L2,n] 内 的 整数 ) 与 曲线 y' 二 n 相交 于 点 (ogsn ;有 ). 所 以 这 条 


线 对 ; 的 贡献 为 [loginj 一 1. 从 而 


主演 丘 醒 。 沁 洪 合 六 了 秒 简 区 O 


;= > (Llognd—1)= > Togn)—n—1). 四 
综合 0D、 @ 即 得 原 式 .. 

注 容易 看 出 在 曲 边 三 角形 内 ,点 (x,y) 的 坐标 满足 x 过 logsn 过 n,y<YA<n. 所 以 中 的 求 和 实 
只 到 [logzn] 就 应 当 结束 ,但 为 了 方便 起 见 , 我 们 让 和 号 延伸 到 ,增添 一 些 值 为 0 的 项 [Yn] 一 1， 


@ 式 也 是 如 此 . 


11, 把 点 (1,1) 看 成 是 点 圆 CG:(x 一 1)? 十 (y 一 1)?= 二 0, 那 么 条 件 “ 与 说 Ci 切 于 点 (1,1)2” 就 可 转 


化 为 “过 加 C 与 C; 的 交点 ”, 因 而 可 以 利用 圆 系 方程 来 求解 . 


于 是 ,由 题 意 可 设 所 求 圆 的 方程 为 ， 

(x 一 1] 十 (y 一 1 十 A(x 十 光一 2X 一 4y 十 4) 二 0. 化 简 得 

2(1+2X) +20+2% 
1 十 1 > 1] 十 4 : 

上 述 方程 所 表示 的 加 的 圆心 为 (1, 学 ) , 因 圆心 在 直线 x 一 2y 一 0 上， 


1 十 2 
从 而 ,1 一 2 义 本 下 和 一 0， 
] 


解 得 A 一 一 


a 十 y 一 2X 一 一 人 0. 


将 4= 一 二 代入 (1), 即 得 所 求 圆 的 方程 为 之 十 交 一 2r 一 ?十 1 一 0 
12. (1) 把 欲求 的 渐 近 线 视 作 虹 化 双 曲 线 (y 十 a 一 (x 一 a 二 0, 把 点 (3,1) 代 入 得 a 二 1, 得 C 的 


新近 线 方程 为 y 一 x 一 2 与 y 二 一 X. 


(2) 与 (1) 相 仿 ,把 已 知 的 直线 视 作 晓 化 双 曲 线 ,所 以 双 曲 线 方程 可 设 为 y 一 (zx 十 1)* 一 &, 因 焦距 


为 4, 故 一 a 十 居 一 2k 二 4, 得 上 有 二 2. 所 求 的 双 曲 线 方 程 为 y 一 (x 十 1)* 二 2. 


13. 设 上 为 任 -一 大 于 零 的 参数 , 则 
Vp-at+ Vp—b+ Vp—c 


_ VRP VRPTO + VERO) 
Vk 


k++ (pa) tk+ (pb) tht (po) 
2Vk 


一 二 VE 十 


-PP_， 
2 Vk 
VpTat /pb+ Vp < (TEti) = V3 


2 Vk 
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解 题 金 钥 二 系 列 


之 
14. 引 人 参 数 4, 有 所 之 2Xa 一 闪失 


2 2 2 
于 是 ,十 二 十 … 十 党 之 24(a 十 二 十 十 二) 一 站 (yi 十 如 十 … 十 yy ). 只 要 求 出 使 24(z 十 


Yn 


二 十) 一 人 (yy 十 yw 十 十 yy,) 一 (Xi 十 Xz 十 … 十 T 


?Km 十 袜 十 …… 十 古 ) 一 0 得 一 对 二 全 二 二 二季 
15. 由 已 知 0 过 a 过 1, 故 a 过 a, 令 a 十 二 一 ia 二 VBha 十 方 (>0)， 
则 4 十 于 >jo2 上 VBia 十 圭一 (la 十 只 
由 六 十 /24 二 1, 解 得 一 辣 二 如 ,所 s+ > 
同 理 ， b+ > p+ 


故 4 十 方 H/ot i > et, 


B 组 


1. 选 C. 理由 : 易 得 加 也 十 光一 5z 一 0 的 直径 为 5, 所 以 过 点 ( 立 , 福 ) 的 弦 长 最 大 是 5. 又 过 点 


(说 ,六 ) 且 垂直 于 过 该 点 的 直径 纺 长 最 小 ,其 长 为 4, 由 一 aa 
2. 设 这 数列 是 cl ,ay ，…a, ,车 n 宇 17. 则 取 前 17 项 列 成 数 表 


Ul 2 9 7 


Hd? Cd39 8 
Ull sl2 9 ”9 人 17。 
横 求 和 ,得 


9g 一 ,而 4<as<5,4<a 5, 所 以 ， 


S=Pa+ Dt a0, 
竖 求 和 ,又 得 

S=%a+ Ya+"+ Da>0. 
这 一 政 盾 说 明 , 项 数 n 二 16. 


另 一 方面 ,构造 16 项 数列 :6,6 ,一 15,6,6,6, 一 16,6,6, 一 16,6,6,6, 一 15,6,6, 适 合 题 意 , 有 "之 


人 十 头 十 汪 十 攻 ) 成 半 2 
yi 二 yi 二 十, 成 立 的 和. 由 《yi 十 2 十 于 十 yw) A 


尾 光 挟 到 ， 阅 浴 谋 寺内 座 苞 oO 


EEEE 


-a di 顾 爹 钢 是 系列 


16. 
综 上 得 ,数列 最 多 有 16 项 . 
3. 考虑 图 数 f(x) 二 (十 x) 十 (十 xT 六 十 十 (十 ) 人 人 


(] 十 垃 六 一 (1 十 浆 闪 十 1 
1 一 (十 六) 
+e) 一 《] 十 x)* 


. 


左边 x 的 系数 为 CE 十 C 十 十 Ce -地 (P Ph Pt ,1). 


右边 + 的 系数 为 CS 一 下 TEL 


六 滩 五 于。 总 洪 应 渤 仓 廊 收 OO 


(RE 十 PE 十 …… 十 PLD) 一 Pl, 


1 
(k 二 1) i 


(PtP 二 … 二 P11)= ! Prtk. 


(上 十]) 

从 而 原 式 成 并 . 

4. 在 (让 中 取 y= 二 0 并 利用 (D 得 1* z 二 1 十 xz. 中 
于 是 ,(1* y) * 1 有 两 种 算法 :利用 (i)， 

(1xy)x*1= 一 (1x(1，y)) 十 1 一 (1xy) 十 1 一 1 十 y 十 1 一 y 十 2; 

而 由 中 ,有 (1x*y) < 一 (1 十 y) x*1. 

综合 上 述 两 式 得 

(1 十 y) <* 1 一 y 十 2, 即 xx 1 二 x 十 1, (D) 

于 是 ,(zx*y)x*1 有 两 种 算法 :由 名 ， 

有 (zxy)x<1 一 (xy 轨 十 1 

又 由 (0 (zxy)x*l 一 (xz 十] 一 (zy 十 i 十 1 一 Zy 十 2 

综合 上 述 两 式 得 zx y 一 xy 十 1. 

特别 地 ,31* 32 二 31 X32 十 1 二 993. 


& 二 1 


1 COS2 x 
一 一 -一 -一 (2cos 2 一 1) 二 一 一 一 一 Cot24+ xz, (x) 
sin2*tlrx sin2*+ix 


(x ) 式 中 取 上 二 0,1,…,n 一 1, 并 全 可 即 得 要 证 的 结论 . 

6. 因 xE€ (0,x) 时 ,函数 > 一 cosz 是 递减 铺 数 ， 

则 (a 一 6 人 (cosA 一 cosB) 过 0, 即 acosA 十 pcosB 委 ccosB 十 pcosA 一 < 

同 理 acosA 十 ccosC<<cecosA 十 ccosC 一 D， 

ccosCLC 十 pcos 昌 过 ccos 另 十 bcosC 一 a， 

将 中 ,名 , 避 式 的 两 边 相 加 ,得 

2(acosA 十 pcos 六 十 ccosC)sQ 十 D 十 c， 

4 十 2 十 <c__ 
2 


l 
天 ee 
5. 因 cot2 .不 sin2k+1 yy 


GOO 


此 即 acosA 十 bcosB 十 ccosC 志 p. 
7. 如 图 所 示 , 作 PP 关于 AB,BC,CA 的 对 称 点 D,E,F. 则 


SAADP = 过 sin DAP, QD) 


pr 


解 题 金 钥 是 系 列 


bi sin DBP 9 


OABDP 一 


S ABEP 一 a sin/ EBP, 


SI vi 


SAcEP 一 3 C4 sin ECP, 


SACEP -一 六 sin FCP 9 


四 © © © © 


SAFAP 一 方 di sin FAP. 
将 由 一 昌 式 两 边 分 别 相 加 ,得 
SAapp 一 OAapp 十 SAa8EP + SAcrp 一 gp 十 SARP 一 六 ai (sin/ DAP -tH sin FAP) 十 方 bi 。 


医 渤 兵 融 。 壮 洪江 机 入 郊区 C 


(sin LDBP+sin /EBP)+ 坟 i (sin /ECP+sin/ FCP). (x) 
SAaADP 二 SAppp SABEP TT SAcEP TT SAcp + SArar —=20AaBc =2* 2 一 2 abc R'E 为 人 4ABC 外 接 圆 半 


在 (* ) 的 右边 ,注意 到 
sin/ DAP+ sin/ FAP=2sinAcos 方 DAP /FAP)<2sinA, 


sin_ “DBP 二 sin EBP 一 2sinBcos 六 (DBP- /EBP)<2sinB, 
sin /ECP+ sin/ FCP=2sinCeos 闻 (C/ECP— /FCP)<2sinC, 


从 而 ,SE a sinA 二 0 sinB 二 ci sinC, 


即 ape 委 (2RsinA)at 十 (2RsinB) 首 十 (2RsinC)c 一 aa 十 00 十 ce?. 
8. 对 任意 实数 4, 有 


号 十 六 一 此 十 蕊 十 MX(z 十 办 一 t+ 


> /2 ° (AT)” 十 Ca 二 1D) V2 。 (Ay)” —nA 


= (nDECaX Di 二 (bX) ti]—nA. 


当 且 仅 当 z= \/ 呈 ,y 一 /之 时 上 式 等 号 成 立 . 此 时 由 十 y 一 1 得 2 下 大 "By" ,= 


"Va "Ww 所 以 乞 仆 值 mn 十 1 hn 十 、n 十 1 
ty rx” Ty 的 最 / \ 为 ( va 十 Vb) = 
2 


中 本 | , i 日 . 
» He | 站 
[和 . 和 四 和 . 四 


上 翌 涟 卫 屏 。 总 湛 许 洽 和 聊 订 芒 OO 


洲 经 暴 


” 黎 闫 这 丝 
A™ 解 题 金 铀 是 系列 


_ (3a—1)(atV3) - 巡 (30 2_ 1)— (34 1) (3 +y2a 24) 
2(1 一 02 ) 2(1 一 a2 ) 


_ (V2a— D’a(V3a+2) 
2(1—a’) 之 0， 


_a _y3 V3 2 
则 一 二 一 方 之 方 (32 一 1). 


同 理 可 证 


bb Y3、v3 0 cyY3、vY3 
二 灰 2 之 2 (36 1) ,7 2 之 


上 述 三 式 相 加 即 得 待 证 不 等 式 . 
注 ”在 上 述 证 明 中 ,得 到 不 等 式 -2 一 如 之 民 (3a? 一 1), 它 是 通过 采用 待定 系数 法 , 令 2 


wl|as 


品 一 K(3o 一 1 有 因 式 (W34 一 1)? 而 确定 (kt 一 坚 ) 的 


10. 注意 到 含 参量 的 不 等 式 乞 之 2a -好 , 取 X= 三 和 


a p 2 
Tf 


_b ,°C J,_od. 
Te eT eer 


三 (4 十 十 c 十 d) 一 广 (a 十 b 十 c 十 d) 一 志 [(ato) 十 (6+d)] 之 三 (a 十 c)(b 十 d) 二 下 


11. 因 wa ,as ,…,a, 是 互 不 相同 的 正 整数 , 则 ll 
nn Ul wo tn 


注意 到 含 参量 的 不 等 式 : 
2A A 
六 六 和 bp a’ 


则 到 十 和 十 ， (a) (2 2 ) +t -十 (全 一 条) 一 2 (1 十 广 十 … 十 于) 一 


(nt 十 … 十 二- ~ ) C24—X) (1 二 十 … 十 一 ~ ) = 1 时 原 不 等 式 显然 成 立 . 
T(A 一 AT) 之 2R7 Ts typ) 2hy ,tk Zz(A— 1z) >2kz. 
上 三 式 相 加 并 整理 得 


十 之 pp? 加 
it ti Tt yt [ACz 二 yy 十 z) 一 (十 六 十 之 )] (x) 


又 7 十 y 十 z= 二 1 ,是 0<ryz< 人 , 


则 十 tvY 记 (2) 一 二 , 且 1 一 z 十 ?十 z< we ，, 即 34— >>0. 


>>2k— 2 


4 一 = 4 一 py > 
从 而 ,二 一 一 AM 


一 全 二 


3 
mAax 3A 一 让 


解 题 金 名 是 系 列 


注 “ 类 似 可 以 证 明 : 
(1)( 数 学 通报 数学 问题 912 题 ) 设 a,8,7 为 锐角 , 昌 sinza 十 sin28Hsin27y 一 1, 则 
sina sl siny 

sing siny Sina 之 1. 


(2)(1984 年 巴尔 干 数学 竞赛 题 ) 设 Rl oo ”人 ER , 且 >a 一 1, 求 证 ; 


对 
一 2 一 已 一 21 一 二 


(3) 知 A so 9 st, 问号 ' 朋 ai 二 a, 求 证 : 


之 2ZC -一 Ci 一 27 一 ]】 
1 ,如 果 第 和 题 结论 正确 ， 
13. k 一 
同仁 志 二 _] 如 果 第 人 题 结论 错误 ， 


k 二 1,2,…,7. 这 样 当 第 & 题 结论 正确 , 即 x 二 1. 此 时 ,如 果 判 断 其 为 正确 ( 即 画 了 符号 “A”), 则 得 x 
分 ;如 末 判 断 其 为 错误 ( 即 夯 了 符号 "xX”) 则 得 到 一 xz 分 ; 当 第 & 题 结论 错误 , 即 xi = 一 1, 此 时 ,如 果 
判断 其 为 正确 , 则 得 分 zi ,如 果 判 断 其 为 错误 , 则 得 一 zs 分 ,由 于 A,B,C,D 各 得 2 分 ,于 是 可 得 方程 
组 : 
2 十 Or 一 7T3 十 一 .十 Tr 十 7 一 2 
Xi—X2 二 X33 十 TT4 一 Xs 一 Te 十 0xw7 二 2， 
07zl 十 一 ZX3 一 4 十 Xs 一 Xe 十 X77 二 2， 
Xi 一 Xs 一 X33 十 XT4 二 Xs 十 0Xz6 一 X77 二 2. 
把 这 四 个 方程 相 加 ,得 
Tl 一 XT 一 2X3 十 2T14 十 0Xs 一 Xe 十 江 ? 一 0. 
注意 到 zj; 十 (二 1,2,… ,7) ,因而 上 式 左边 二 8, 而 右边 一 8, 故 有 工 二 lx 二 一 1,z3 二 一 1,Xz4 二 
1,x6 二 一 1,xr 三 1. 把 这 些 结果 代 人 方程 组 的 第 一 式 , 得 x; 二 1, 所 以 7 个 题 中 ,第 1,4,5,7 题 是 正确 
的 ,第 2,3,6 题 是 错误 的 ,于 是 据 题 设 可 知 上 得 了 4 分 . 
、 ， 作 
14. 将 个 孩子 依次 峰值 ,a 一 | “| 当 兴 ,下 训 了 坟 丰 信人 《Ci12.s0 则 相信 三 个 值 的 和 
3 ,di sdi+1 ,4it2 均 为 男孩 ， 
一 3,Qiyditr1s4i+2 均 为 女孩 ， 
4 一 Qi 十 Qi+1 十 ai+2 一 ] ,dy 恰 有 一 女孩 ， 
一 1 ,4i9Qi4190;12 愉 有一- 男 护 . 
i=1,2.°% nn Ha a dn = 4d, 
” 设 取 值 为 3 的 A; 有 c 个, 取 值 为 一 3 的 A; 有 d 个 . 依 题 意 , 取 值 为 1 的 A; 有 4b 个 , 取 值 为 一 1 的 
A; 有 a 个 , 则 
3 十 az 十 十 a ) 二 al 十 Qaz 十 a3) 十 Caz 十 ;十 Qi) 十 十 (a 十 ai 十 az) 
一 (一 1)at+b 二 3c 十 (一 3)d 二 3(c 一 dd) 十 (0 一 a). 
小 31c 一 4 
15. 设 7 一 1 个 分 点 为 有 ,Bs,…,B,_1, 给 A,Bi,B:,…,B,1,B 赋值 :A 一 B=1, 同 时 


主 党 丘 台 ， 辽 漆 丽 滥 角 证 汶 0 


帐 沪 琴 可。 阅 漆 使 滥 除 傅 莎 c 


-4 奥 吧 经 典 
人 和 


1,B; 为 红色 点 ， 

. (LB 为 蓝 色 点 
则 标准 线段 两 端点 对 应 两 数 之 积 为 一 1, 设 标准 线段 有 & 条 ,在 等 式 

(Aai) ag )(aza3 ) (a,. 1B)= AataS .ati1B 
中 ,左边 ==( 一 1)* ,右边 一 AB 一 1 二 (一 1)*. 故 训 为 偶数 . 

16. 设 nn 个 数 &) 9H2 9 90 组 成 的 长 为 N 的 数列 为 如 D2 ON， 这 里 bE(larsad An 一] 
2 NN. 

建立 映射 

B= {6 ,bz by} {VU U2 UU). 
其 中 vj 二 《a ,cz 0). 对 于 每 个 Js 委 7) ,我 们 赋值 

0, 帮 a 在 51 ,bb ,…,b; 中 出 现 偶 数 次 ， 

”人 ,车 ma 在 6 ,b,…,b; 中 出 现 奇数 次 

如 果 有 某 个 vw 二 40,0,…,0) ,那么 ,在 积 ,bs,…,b; 中 ,每 个 a 都 出 现 偶数 次 ,所 以 积 为 完全 
平方 数 . 

如 果 每 个 羽 关 (0,0,…,0) ,那么 ,由 于 

{(clycz ye)lc 王 0 或 1 一 1,2……，7)， 
这 个 集合 恰 有 2" 一 1 个 元 素 , 由 题 设 入 兰 2 盖 和 一 二 所 以 上 有 玉 和 有 (1 委 R<PsN) 满 足 克 一 人 欢 : 这 
时 ,在 乘积 5 ,bs ,… ,Bb 和 如 ,bo ，,… ,bi 中 每 个 a; 出 现 的 次 数 具 有 相同 的 奇偶 性 ,从 而 它们 的 商 , 即 乘 
积 ak+iak+a2an 中 每 个 a， 出 现 偶数 次 . 即 ae 1 arr2an 为 完全 平方 数 . 

17. 为 叙述 方便 ,如 果 一 个 方 格 中 填 的 数 大 于 它 所 在 行 至 少 2004 个 方 格 中 所 填 的 数 , 则 称 此 格 
为 行 优 的 . 由 于 每 一 行 中 填 较 小 的 2004 个 数 的 格子 不 是 行 优 的 ,所 以 每 一 行 中 有 2 一 2004 个 行 优 
的 .一 个 方 格 为 “ 优 格 ” 一 定 是 行 优 的 ,所 以 棋盘 中 “ 优 格 ” 个 数 不 大 于 n(n 一 2004). 

男 一 方面 ,将 棋盘 的 第 i(i 一 1,2,3,…,70) 行 ,第 ii 十 1,…,i 十 2003( 大 于 nn 时 取 模 nw 的 余数 ) 列 
中 的 格子 填 和 人 “x ”. 将 1,2,3,…,2004n 填 和 人 有 “x ”的 格子 ,其 余 的 数 十 人 没有 “* ”的 格子 . 没有 
“x ”的 格子 中 填 的 数 大 于 有 “x* ”的 格子 中 的 任何 一 个 数 , 所 以 棋盘 上 没有 “x* ”的 格子 都 为 “ 优 格 ”， 
共有 nln 一 2004) 个 . 

此 时 每 行 有 2004 个 格子 有 ”* ”每 列 也 有 2004 个 格子 有 “x*”, 如 下 图 . 实际 上 , 当 1 委 i 委 2003 
时 ,第 i 列 的 第 1,2,…,i,n 十 1 一 2003,n 十 1 一 2002,…,n 行 中 有 ”x*x” 当 i 所 2004 时 ,第 i 列 的 第 i 一 
2003 ,1 一 2002,…,i1 行 中 有 “x”, 所 以 每 行 有 2004 个 格子 有 “x”, 每 列 也 有 2004 个 格子 有 “x*”. 


(t=—=1,2,."*,71— 1) 


所 以 棋盘 中 "“ 优 格 ? 个 数 的 最 大 但是 n(n 一 2004). 

18. 首先 举例 说 明 N209. 用 正中 的 竖 直 直线 将 方 格 表 分 成 两 个 20X 10 的 方 格 表 . 将 1 至 200 
逐 行 按 递增 顺序 填 人 左 表 中 ,再 在 右 表 中 按 同 样 的 原则 填 人 201 至 400. 这 样 一 来 ,在 每 一 行 中 所 填 
之 数 的 最 大 差 都 不 超过 210 一 1=209; 在 每 一 列 中 所 填 之 数 的 最 大 差 都 不 超过 191 一 1 三 190. 所 以 ， 
N209, 

再 证 N 不 能 小 于 209. 我 们 观察 子 集 

M,={1,2,.…,91} 和 M, 二 {300,301,.…,400). 
将 凡是 填 有 AM, 中 的 数 的 行 和 列 都 染 为 红色 ;将 凡是 填 有 Me 中 的 数 的 行 和 列 都 染 为 蓝 色 . 只 要 证 明 
红色 的 行 和 列 的 数目 不 小 于 20, 而 蓝 色 的 行 和 列 的 数目 不 小 于 21. 那么 ,就 有 某 一 行 或 某 一 列 既 被 
染 为 红色 ,又 被 染 为 蓝 色 ,从 而 其 中 必 有 两 个 数 的 差 不 小 于 300 一 91=209. 

设 有 i 行 和 j 列 被 染 为 红色 ,于 是 ,Mi 中 的 元 素 全 都 位 于 这 些 行 与 这 些 列 的 相交 处 ,所 以 ,z 盖 
91. 

从 而 ,i 十 j 宇 2 Vi 宇 2 V91 宇 19. 

同 理 , 被 染 为 蓝 色 的 行 数 与 列 数 之 和 

i +7 守 2 V1) 之 2 V101>20. 


第 16 章 ”操作 性 技能 


目 涟 五 于 。 闻 湛 座 注 和 队 将 巷 O 


和 A 组 


1. 填 /2. 理由 : 

由 10x 一 2xy 一 2y 十 1 二 0 有 

十 67 十 一 6y 一 2Ty 十 9 二 一 4XY 十 4 十 yy 一 4y 十 4 
即 v(x 一 2 六 十 (y 一 2)* 二 1X 一 yy 十 31， 

sf __nDY2 __noY2 


iz 一 y 十 3| 
V2 
_/ 1 ,1 1.,. 
2. 左 端 = (二 +p 二 +e) 1 
/ll (a 一 十 (5 一 ]) 十 (c 一 1) 
一 人 ) QQ 十 Dc 一 3 
,3 Vla—D 0E—1)(C—1) 
4 十 6 十 cC 一 3 
9 9 9 


wm Fr EE 
au 


J 3 tH) 3 V3*12—3 

3. 填 生 .理由 ;注意 到 恒等式 3Ca? 二 好 十) 二 Ca 十 6 二 0) ?二 《a 一 扑 ?十 (6 一 0)? 十 Cc 一 a)* 将 条 件 
a 十 5 十 c 二 2 代入 ,得 3 十 避 十 c)= 二 2 十 (a 一 十 (6 一 中 十 (c 一 a 六; 即 3C@ 十 如 十 0 ) 之 4， 
则 “好 十 多 十 的 最 小 值 是 全 


入 


4. 注意 到 恒等式 2 十 太 ) 一 (a 十 6 十 (a 一 习 ? ,将 工 十 Y= 二 2 代入 此 式 , 得 2X2==2( 廊 十 YY )== 


站 六 手相， 也 洪 记 半生 库 区 Oo 


(Xx 十 yy 十 (XxX 一 y)*， 
于 是 4 之 (XYy) 4 一 2 迄 7X 十 y<2， 
故 当 >=y 一 1 时 ,(z 十 y)mwx 一 2 
| 9 1 
9. 分 拆 y 项 :y 一 107 十 1 ,于 是 
3TYy+ yz — = 37yY 十 yz _ v10 
XT 十 十 Zz » < 9 1 -一 9 。 
(z 十 十 (6 六 十 到 2A/ 1073? 十 4 i102 
(2x? 十 十 2 ) 十 ( 立 :十 2z*) 2 Ly 十 < 0. yy 

6 2T ty + 和 47 V4 4 

Zy 十 MY3yz ZXy 十 V3yz 本 zy 十 V3yz 
奢 当 2 民 一 十 六 ,也 yy 一 2 ,或 一旦 y 一 如 < 时 ,该 函数 有 最 小 值 /5 
7 abp+2bc+2cd+de abi+2bct2cdi de 


a 十 3 十 3C 十 5d 十 (十 忆 ) 十 (2 二 20) 十 (ec 十 4d?) 十 (qd 一 e:) 
-一 ap 二 20C 二 2cad 十 ae 1 


Ce 


2ap 十 4pc 十 4cd 二 2de 2” 
故 当 a 二 b= 二 c 二 2d4 二 2e 时 ,i 该 函数 最 大 值 为 二。 


o 
8, 原 式 二 sina 和 (Pe )+2 . sin -5 > 9 和 sin 7 一 人 人 mr 5 | | 
2 


] . 1 和 - ] 加 一 221” 
一 (了 * I 二 (2 ss “Ss n Fe pr nN 3 2 ) 
n— ys 1 
二 2 n 5 1 Sin2a。 
9. 问题 等 价 于 cos20 一 3 盖 272cos0 一 4772， 
因 2— cos0E [1,3], 
2— cos’0 
则 > 2— cosd 2 一 
今 ! 一 2 一 cos0, 则 1 


原 问题 等 价 于 十 子 之 4 一 mm 恒 成 立 . 


一 2 十 cosl 一 一 4 一 [L(2 一 cosO) 十 7 


5 


当 1E[1,3] 时 ,1 十 闻 之 2V2， 

故 使 床 问题 但 成 立时 ,42 

10. 不 妨 先 考虑 证 明 0<z 扫 经 ,由 题 设 知 :过 十 双 十 … 十 志 :一 二 一 
a 一 局; 由 柯 西 不 等 式 , 考 虑 2 一 1 个 变量 ,有 (一 D(xf 十 台 十 … 十 X21) 写 (Xxi 十 Xz 十 … 十 Xz,-1】， 即 

(n—D (2 一 局 ) 之 (a 一 zx) ,或 nz 一 2ax, 0, 解 得 0<r < 


— yt ] 十 .zz 十 …， “二 XT» 于 一 


] 


406 


大 
工 


Ye . 
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解 题 金 钥匙 系列 


同 理 有 ONE =1,2,0 11). 


故 原 不 等 式 获 证 . 解 
全 
B 

组 旬 
3 3 9 5 5 有 
Fa/ 信人 人 
ss) 列 
高 
中 
LO _ 1 数 

2. 因 有 天 二 十 -十 4 一 D) 十 4a 一 1) 一 二 一 十 4 一 1 
学 


Seay. 
2 
3. 取 正 数 t 为 参数 ,并 令 不 等 式 的 左 端 为 M;, 由 十 (6 一 1)? 才 24(6 一 1)1 及 4 一 1>>0, 得 


sg (b— Dr, 


大 ] 


人 C 

同 理 之 2b1 一 (c 一 Dt ,一 之 (a— 1)7°. 

把 上 面 三 个 不 等 式 相 加 ,并 整理 得 

M2>(atbite) (2t— 7 )+3r. 

令 21 一 上 二 0, 并 注意 到 1: 汪 >0 得 t=2， 

.之 (a 十 0 十 c)。0 十 3。“2 关 一 12. 

4. 令 8 十 c 一 4 一 27yc 十 a 一 5 一 2y， 0 xz 一 0， 


之 十 工 y 十 之 之 十 并 
则 在 端 ziIV 2 十 瑟 : Bw 2z "NV 2y *N 2 
er DF /2 Vy 2 VD VXy) » /8zryz 
—3 之 3 一 3 一 3 
8TYZ 87yz 8zyz 


9。 引信 参数 [0, 分 拆 y 项 ;y= 二 ty 十 (1D)Yy ;此 时 ,有 
十 六 十 守 二 ( 计 十 ty ) 十 [一 Dy 十 滨 ] 宇 2Ytiry 十 2 V1 一 tyz ;注意 到 分 母 2ry 十 yz, 可 今 2 


:2 VI 二 1=2 : 1, 从 而 解 得 :二 计 ,1 一 :二 十, 拆 项 为 
tyte_ EH) VS TY 2 
273 十 yz CTYT YZ 273 十 yz 9 


当 必 二 生 y 一 4z? 时 ,该 式 有 最 小 值 23 2 


6. 已 知 式 可 瑟 为 a(x 一 (x 一 2z) 一 Dx 一 W(x 一 z)—(x—y)]—c(r-—z)[ (zr—y) (zx—2z) | >0, 
即 blz 一 y) 十 (a 一 6b) (rmy)* (rx—z)+c(x—2) 之 0 (1) 
即 对 任意 实数 十 恒 成 立 , 现 令 二 z 得 5 之 0, 同 理 可 得 4 之 0,c 之 0. 


1 . 了 


o -a 名医 经 典 
A 入 
当 XA 时 ,CD 式 可 变形 为 


2 
(> 一 ) 十 (aa 一 6 一 cc) 。 二 -十 ec 六 0， 四 
人 本 一 


即 ”@ 式 对 任意 实数 ”下 一” 恒 成 立 ， 


熙 0>0, 则 A=(a 一 p 一 o) 一 4pc<0， 
即 4 十 外 十 和 有 委 2(0cp0 十 谈 十 c&)， 全) 

各 2 一 0, 则 须 sa 一 c 之 0, 由 (1) 式 的 对 称 性 ,同时 有 ae 关 0,c 之 0, 及 不 等 式 凶 成立. 

综 上 可 知 , 实 数 <c.2.c 应 满足 : 

二 六 十 C2(ab 十 bc 十 ca), 有 是 a 衬 0,b 之 0,c 守 0. 

7. 先 证 其 代数 和 为 奇数 . 考虑 全 添上 “十 ”号 调换 为 “一 ”号 这 一 初始 状态 ,显然 此 时 1 十 2 十 … 十 
1989 二 995。1989 是 奇数 ,而 对 一 般 情 形 , 只 要 将 其 中 硅 干 个 “十 ”号 调 为 “一 ” 写 可 得 . 由 于 a 十 5 与 
a 一 5b 奇偶 性 相同 , 故 每 次 调整 ,其 代数 和 的 奇偶 性 不 变 , 即 总 是 哥 数 . 而 1 十 (2 一 3 一 4 十 5) 十 (6 一 7 一 
8 十 9) 十 … 十 (1986 一 1987 一 1988 十 1989) 二 1, 所 以 这 个 最 小 数 是 1. 

8. 显然 , 1(1) 二 1, 着 zi 二 ZX 二 … 二 x 二 1 原 不 等 式 显然 成 立 . 

在 1 9 证 2 9 yn 不 全 相等 时 , 则 其 中 必 有 > 9 由 对 称 性 知 ,可 设 i 一] ,7 二 2, 则 

fr) fx2) =(axtiobrto) (aritbhrs 十 c) 


民 滩 了 五 如。 六 湛 认 玲 入 廊 巷 0 


一 gg? 7 十 下 十 十 X(T?T2 十 TT 十 ac(xf 十 XX) 十 bc《Xi 十 TT). (由 
ff) frr )= (ad+6+c) (artri torzs te) 
一 a 十 下 TT 二 二 ab 二 TT ) Factri x 二 1) 十 bclrizz 二 1). QQ) 


中 一 忆 即 得 
fr fir) — f(D frr ) 

~—abr zx Ti 二 XO— XiX OT—1) az 二 tr rr Tm—1)ibc(r 二 zx ~— zxix: CO— 1) 

=—abrir (zr — xm—1)—ac(ri OO—1) (x om—1)—bc(x—1) (7x:—1)>0. 

注意 上 式 中 每 项 的 两 个 括号 中 的 因 式 都 是 异 号 的 ,由 此 可 见 , 在 变换 zi 一 1z 一 Xi Xz XT 一 
(二 3,…,n) 之 下 ,有 

fr) gz) flr) fOr) Fr) fx, ). 

如 果 x 1 ,x 2，,… ,x ;不 全 相等 , 则 又 可 进行 类 似 的 变换 调整 ,而 且 每 次 调整 都 使 x ,zz ，…m 
中 等 于 1 的 个 数 至 少 增加 一 个 ,所 以 ,至 多 进行 x 一 1 次 调整 , 必 可 化 为 诸 zx; 全 相等 的 情形 ,从 而 有 
flr) fx) fx) LA) T=1. / 

9. 记 所 有 红 ( 蓝 ) 点 到 AC(B) 的 距离 之 和 为 Sr (Sw ). 考察 这 样 一 种 极端 情形 :” 个 蓝 点 均 在 M 后 
的 左边 ,nn 个 红 点 均 在 M 点 的 右边 . 此 时 ,显然 有 Ssr 二 S. 

对 于 一 般 的 情形 , 即 个 蓝 点 与 7 个 红 点 呈 非 对 称 分 布 , 则 M 点 左边 至 少 有 一 个 红 点 C,MM 点 有 
边 至 少 有 一 个 蓝 点 D. 我 们 取 M 点 左边 任 一 红 点 改 涂 成 蓝 点 ,将 M 点 右边 任 一 蓝 点 改 涂 成 红 点 ,其 
余 各 点 颜色 不 变 , 则 涂 当 的 红 点 到 A 的 距离 总 和 为 S's 一 Srr 十 CD, 涂 染 的 蓝 点 到 B 的 距离 总 和 为 
SE 二 Ss 十 CD. 从 而 

Sn—Sk=Sn— Sw 
是 常量 . 于 是 ,经 过 有 限 次 这 样 的 调整 ,可 将 这 2n 个 点 调整 到 前 面 的 那 种 极端 情形 . 因而 结论 成 立 . 
10. 进行 适当 地 调整 ,总 可 以 使 {5;}, {a;} 具 有 相反 的 大 小 顺 友 ,不 妨 设 之 如 宇 … 之 b, ,a 二 
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da ; 则 4 之 4 之 … 之 4 
由 排序 原理 知 立 和 4， 最 大 . 


>bA, pA 二 (bz 十 … Tb ) A 
=pAi+(1—b)ASpAT+( pA =asau'a past (1— p)a [<aae man (0 二 az) p. 
由 均 信 不 等 式 及 总 a; 一 1 可 得 


7— 1 
/ a ) 1 
aaQ4 an (al 十 az ) < 2 


pA 尼 
放 三 5A 和 一 丰 ， 
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